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Objetivo: 

Aproximación numérica de 

soluciones en sistemas de 

ecuaciones diferenciales no 

lineales. 

 

CONTENIDO: 

✓ Preliminares. 

✓ Sistema no lineal de 

Lorenz en ℝ4. 

✓ Visualización gráfica 

de las trayectorias de 

fase. 
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CAPITULO IV. ECUACIONES DIFERENCIALES NO LINEALES.  

4.1 Modelo de proyección de Velezmoro. 

Velezmoro et al, (2019), propusieron un modelo matemático que permite graficar objetos 4D 

en 3D siguiendo el mismo método para visualizar objetos 3D en un espacio bidimensional. 

Los modelos matemáticos se construyen utilizando un proyector de hologramas 3D.  

4.1.1 Modelo de proyección 4D 

Considere un cubo de dos unidades de longitud cuyo centro es el origen de coordenadas del 

espacio tridimensional. Cuatro ejes de coordenadas, x, y, z y w están ubicados en el cubo. 

(ver figura 4.1). 
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FIGURA 4. 1 

Cubo con cuatro ejes coordenados. 

 

Nota. En las diagonales del cubo se ubican los cuatro ejes coordenados 𝑥, 𝑦, 𝑧 , 𝑤. 

Considere los vectores unitarios: 
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en la dirección de los ejes 𝑥, 𝑦, 𝑧 y 𝑤 (Ver figura 4.2). 

Con los vectores 𝑒1, 𝑒2, 𝑒3, 𝑒4 se construye una proyección que por sí misma constituirá el 

modelo para graficar objetos 4D en un ambiente 3D.  

Se define la proyección de la siguiente manera: 

𝜓: ℝ4 → ℝ3 

tal que  

𝜓(𝑝) = 𝑝1𝑒1 + 𝑝2𝑒2 + 𝑝3𝑒3 + 𝑝4𝑒4, ∀ 𝑝 ∈ ℝ4. 

La proyección 𝜓 como caso particular se escribe de la siguiente forma: 

𝜓(𝑝) =
1

√3
(𝑝1 + 𝑝2 + 𝑝3 + 𝑝4, −𝑝1 + 𝑝2 + 𝑝3 − 𝑝4, −𝑝1 − 𝑝2 + 𝑝3 + 𝑝4 ), ∀ 𝑝 ∈ ℝ4. 

4.2. Sistema de Lorenz 4D 

Si Gang et al, (2011), propusieron el nuevo sistema de Lorenz en cuatro dimensiones 

(4D). Este sistema es no lineal en la segunda y tercera ecuación, tiene cuatro variables de 

estado 𝑥, 𝑦, 𝑧 y 𝑤 y cuatro parámetros positivos a, b, c y d.  
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{
 
 
 

 
 
 
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑎(𝑦 − 𝑥)               

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑐𝑥 − 𝑦 − 𝑥𝑧 + 𝑤

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑥𝑦 − 𝑏𝑧                 

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= −𝑑𝑥                       

 

 

 

(4.1) 

 

También se puede elegir otros modelos de Lorenz 4D y visualizar de forma gráfica las 

superficies de fase y analizar su comportamiento cualitativo. 

4.3. Algoritmo para graficar diagramas de fase de un sistema no lineal en 4D. 

En esta subsección se muestran los pasos que permitieron reducir soluciones 4D en 

3D para graficar diagramas de fase y realizar análisis cualitativo del sistema no lineal de 

Lorenz 4D. 

Paso 1. Resolver el sistema utilizando un método numérico. 

Paso 2. Utilice el modelo de proyección de Velezmoro e Ipanaque para reducir soluciones 

4D en 3D y visualizar diagramas de fase del sistema. 

4.4. Programa SystemLorenz4D. 

El programa SystemLorenz4D es una implementación del algoritmo de la Sección 4.3 

en el software científico Octave, este programa permite transformar soluciones 4D en 3D, 

graficar diagramas de fase y ciclos límites atractores para realizar comportamientos 

cualitativos del sistema. 

 

Implementación del paso 1. 

Este programa permitió encontrar soluciones aproximadas del sistema de Lorenz 4D. 

a=10; b=8/3; c=28; d=0.5; 

Lorenz4D=@(t,x)[a*(x(2)-x(1));c*x(1)-x(1)*x(3)-x(2)+x(4);x(1)*x(2)-b*x(3);-

d*x(1)]; 

x0=[0.1 2 0.1 0.1];  

t=linspace(0, 100, 10100); % tiempo. 

[t, x] = ode45 (Lorenz4D, t, x0); 

disp(x) 

Implementación del paso 2. 

Este programa permitió reducir las soluciones 4D en 3D. 

a=10;b=8/3;c=28;d=0.5; 
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Lorenz4D=@(t,x)[a*(x(2)-x(1));c*x(1)-x(1)*x(3)-x(2)+x(4);x(1)*x(2)-b*x(3);-

d*x(1)]; 

x0=[0.1 2 0.1 0.1]; % condición inicial 

t=linspace(0,100,10100); % tiempo 

[t,x] = ode45 (Lorenz4D,t,x0); 

p1=(1/sqrt(3)). 

*[x(:,1)+x(:,2)+x(:,3)+x(:,4)]; 

p2=(1/sqrt(3)). 

*[-x(:,1)+x(:,2)+x(:,3)-x(:,4)]; 

p3=(1/sqrt(3)). 

*[-x(:,1)-x(:,2)+x(:,3)+x(:,4)]; 

plot3(p1,p2,p3,'k','linewidth',1.5) 

xlabel('Axis x'); ylabel('Axis y'); zlabel('Axis z'); grid; view(-10,60) 

4.5 Aplicación del algoritmo al nuevo sistema de Lorenz 4D. 

La justificación de los comportamientos cualitativos del sistema de Lorenz 4D se dio 

tomando diferentes valores de los parámetros de control. 

Por ejemplo, Si Gang et al, (2011), al tomar los valores a=10; b=8/3; c=28; d=0.5 obtuvo 

un sistema hipercaótico. (Ver ecuación 4.2). 

 

 

{

𝑥′ = 10(𝑦 − 𝑥)                     

𝑦′ = 28𝑥 − 𝑦 − 𝑥𝑧 + 𝑤      

𝑧′ = 𝑥𝑦 − (8/3)𝑧                 

𝑤′ = −0.5𝑥                              

 

 

 

(4.2) 

 

Resolvemos el nuevo sistema de Lorenz 4D utilizando el método numérico de Runge Kutta 

(biblioteca ode45 en Octave). Se muestra la solución aproximada para las primeras 20 

iteraciones. (Ver tabla 1). 
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TABLA 1  

SOLUCIÓN NUMÉRICA DEL SISTEMA (4.2). 

 

Con la aplicación del modelo de Velezmoro e Ipanaque, la solución del sistema 4D se reduce 

a una solución 3D. Se muestran a continuación los resultados. (Ver tabla 2). 

TABLA 2.  

REDUCCIÓN DE LA SOLUCIÓN 4D EN 3D. 

 

4.6 Análisis de estabilidad en el origen 

Caso 1. Si a>0, b=8/3, c=28 y d=0.5, el primer valor propio es real negativo, el segundo es 

real positivo, el tercero es real positivo y el cuarto es real negativo. El origen es un punto 

crítico hiperbólico. (Ver figura 4.2). 
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FIGURA 4. 2 

Punto crítico hiperbólico 

 

Nota. Las trayectorias salen del origen y vuelven a entrar. 

Caso 2. Si a=10, b>0, c=28 y d=0.5, el primer valor propio es real negativo, el segundo es 

real positivo, el tercero es real positivo y el cuarto es real negativo. El origen es un punto 

crítico hiperbólico. (Ver figura 4.3). 

FIGURA 4. 3 

Punto crítico hiperbólico 

 

Nota. Las trayectorias salen del origen y vuelven a entrar. 

Caso 3. Si a=10, b=8/3, 0<c<0.95455 y d=0.5, el primer valor propio es real negativo, el 

segundo es complejo con parte real negativa, el tercero es complejo con parte real negativa 

y el cuarto es real negativo. El origen es un espiral estable. (Ver figura 4.4). 
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FIGURA 4. 4 

Estabilidad en el origen. 

 

Nota. Cuando c=0.9, las trayectorias convergen al punto crítico en forma de espiral. 

Caso 4. Si a=10, b=8/3, 0.95445<c<2.6 y d=0.5, el primer valor propio es real negativo, el 

segundo es complejo con parte real positiva, el tercero es complejo con parte real positiva y 

el cuarto es real negativo. El origen es un espiral inestable. (Ver figura 4.5). 

 

 

 

 

 

 

FIGURA 4. 5 

Inestabilidad en el origen. 

 

Nota. Cuando 𝑎 = 10, 𝑏 = 8/3, 𝑑 = 0.5 y 𝑐 = 1, las trayectorias divergen del punto crítico 

y forma un ciclo limite atractor. 

Caso 5. Si a=10, b=8/3, c>2.6 y d=0.5, el primer valor propio es real negativo, el segundo 

es real positivo, el tercero es real positivo y el cuarto es real negativo. El origen es un punto 

crítico hiperbólico. (Ver figura 4.6). 
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FIGURA 4. 6 

Inestabilidad en el origen. 

 

 

Nota. Cuando 𝑎 = 10, 𝑏 = 8/3, 𝑑 = 0.5 y 𝑐 = 5, las trayectorias divergen del punto crítico 

y forma un ciclo limite atractor 

Caso 6. Si a=10, b=8/3, c=28 y d>0, el primer valor propio es real negativo, el segundo es 

real positivo, el tercero es real positivo y el cuarto es real negativo. El origen es un punto 

hiperbólico. (Ver figura 4.7). 

FIGURA 4. 7 

Inestabilidad en el origen. 

 

Nota. Cuando 𝑎 = 10, 𝑏 = 8/3, 𝑑 = 1 y 𝑐 = 28, las trayectorias salen y vuelven al origen. 
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