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Figura 6

En el trazado tras la onda T puede observarse la onda U

R

Nota: tomado de Palma (1998)

CAPITULO 3. MAQUINAS DE VECTORES DE SOPORTE

La clasificacion de patrones se define como la tarea de categorizar algun objeto dentro
de una de las categorias dadas llamadas clases, a partir de un conjunto de patrones asociados
a cada objeto. Usamos el término “patrén” para denotar un vector de datos X de dimension p,
dondex = (x,, x,,)T cuyos componentes Xi son las medidas de las caracteristicas de un objeto.
Estas caracteristicas son las variables especificadas por los investigadores, debido a que por

lo regular tienen un peso importante en los resultados de la clasificacion.

En general, existen dos enfoques principales de clasificacion: clasificacion
supervisada y clasificacion no supervisada. La clasificacion no supervisada también es
referida frecuentemente como agrupamiento. En este tipo de clasificacion, los datos no son
etiquetadosy se desean encontrar grupos en los datos que se distingan unos de otros a partir
delas caracteristicas. En la clasificacion supervisada tenemos un conjunto de datosde prueba,
cada uno de estos consiste en medidas sobre un conjunto de variables y asociado a cada dato

una etiqueta que define la clase del objeto.
Las redes neuronales, arboles de decision y SVM son clasificadores de aprendizaje
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supervisado. Los métodos de aprendizaje supervisado emplean un conjunto de pares entrada-
salida, estos clasificadores adquieren una funcion de decision que asocia a un nuevo datouna

etiqueta de clase dentro de las clases dadas.

En este Capitulo son definidas las caracteristicas teoricas de las SVM para problemas
de clasificacion con dos clases. Primero, se definen las funciones decision y su importancia
al generalizar, después se explican las Mé&quinas de Vectores Soporte con margen duro, para
conjuntos de datos de entrenamiento linealmente separables en el espacio de entrada. Una
vez concluido esto, se extiende a el caso linealmente no separable y es necesario trasladar el
espacio de datos de entrada a un espacio de caracteristicas altamente dimensional con el

proposito de separar linealmente el espacio de caracteristicas.

3.1 Funciones de decision

Se considera que el problema de clasificacion de un punto cuyas caracteristicas
estan dadas por el vector x tal que X = (x;, ..., x,,)T Y este pertenece a una de dos clases
posibles. Suponga que se tiene las funciones f;(X) y f, (X) que definenlas clases 1y 2y se

clasifica al punto x dentro de la clase 1 si:

) >0, <0 (3)
o se clasifica al punto x dentro de la clase 2 si:

i) <0,/,0) >0, @)

A estas funciones se las llama funciones de decision. Al proceso de encontrar las
funciones de decision a partir de pares de entrada-salida es llamado entrenamiento. Los
métodos convencionales de entrenamiento determinan las funciones de decision de tal forma
que cada par entrada-salida sea correctamente clasificado dentro de la clase a la que
pertenece. Por ejemplo, asumiendo que los cuadros pertenecen a la clase 1y los circulos
pertenecen a la clase 2, resulta claro que los datos de entrenamiento no se interceptan en
ningun momento y es posible trazar una linea separando los datos de manera perfecta. Sin

embargo, ya sea que la funcion de decision f; (x) o la funcion £, (x) se muevan hacia la linea

punteada de su propio lado, el conjunto de datos de entrenamiento alin sigue siendo
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correctamente clasificado, dando la certeza de que es posible encontrar un conjunto infinito
de hiperplanos que correctamente clasifiquen los datos de entrenamiento. Sin embargo, es
claro que la precision de clasificacion al generalizar sera directamente afectada por la
posicion de las funciones de decision.

Las SVM adiferencia de otros métodos de clasificacion consideran esta desventajay
encuentra la funcion de decision detal forma que la distancia entre los datos de entrenamiento

es maximizada. Esta funcion de decision es llamada funcién de decision 6ptima o hiperplano
de decision dptima.

3.2 Funciones de decision en las SVM

Recientemente ha habido un incremento impresionante en el namero de articulos de
investigacion sobre SVM. Las SVM han sido aplicadas exitosamente a un gran nimero de
procesos yendo desde identificacion de particulas, identificacion de rostros y categorizacién
detexto, hasta bioinformatica y medicina. El enfoque es motivado por la teoria de aprendizaje

estadistico, pues las SVM producen modelos matematicos elegantes que son
geométricamente intuitivos y tedricamente bien fundamentados.

La principal motivacion de las SVM es separar varias clases en el conjunto de
entrenamiento con una superficie que maximice el margen entre estas. Esta es una
implementacion del principio de minimizacion estructural que permite minimizar una cota
sobre el error de generalizacion de un modelo, en lugar de minimizar el error medio

cuadratico sobre el conjunto de datosde entrenamiento, que es la filosofia que usan a menudo
los métodos de minimizacion de riesgo empirico.

Entrenar una SVM requiere un conjunto de n ejemplos. Cada ejemplo consiste en un
vector de entrada Xi y una etiqueta Yi asociada al vector de entrada. La funcion de la SVM
que tiene que ser entrenada con los ejemplos contiene n parametros libres, los llamados
multiplicadores de Lagrange positivos ai, i = 1, ..., n. Cada ai es una medida de cuanto, el
correspondiente ejemplo de entrenamiento influye en la funcién. La mayoria de los ejemplos

no afectan la funcion y consecuentemente la mayoria de los ai son cero. Ver figura 7:
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Figura 7

Funciones de las SVM

fi(x)=0  fa(x)=0

X1 A

Clase 2

Nota: elaboracion propia.

3.3  Caso linealmente separable

Se considera el problema de clasificacion binaria en donde los datos (ver figura 8)

de entrenamiento son dados como:

Cepy), (g, ), o, (xy), x €R™My € {+1,-1} (5)
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Figura 8

Clasificador convencional

x1l

Nota: elaboracién propia.

Por razones de visualizacion, se considera el caso de un espacio de entrada
bidimensional- al, i.e., x € R2. Los datos son linealmente separables y existen diferentes
hiperplanos que pueden realizar la separacion. La Figura 7, muestra varios hiperplanos de
decision que separan perfectamente el conjunto de datosde entrada. Es claro que existe un
namero infinito de hiperplanos que podrian realizar este trabajo. Sin embargo, la habilidad
de generalizacion depende de la localizacién del hiperplano de separacion y el hiperplano
con maximo margen es llamado hiperplano de separacion Optima. La cota de decision, esto
es la linea que separa el espacio de entrada es definida por la ecuacion wT x; + b = 0. Sin
embargo, el problema radica en encontrar la mejor cota de decision, esto es, la funcion de

separacion optima.

El caso mas simple de SVM es el caso linealmente separable en el espacio de

caracteristicas. Se optimiza el margen geométrico fijando para ello el margen funcional k; =
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1 (también llamado Hiperplano Canonico [20]), por lo tanto, el clasificador de linea

¥ =11,

(wxt)+b =1

(6)
w.x")+b=-1
Estos pueden ser combinados dentro de un conjunto de desigualdades:
yi({w.x*)+ b > 1vi @)
El margen geometricode x*y x~ es:
1/ w wo
Yi = E((mx >— (mx ))
1 . B
= m((w.x )—(w.x7)) ®)

_

~lwll
donde w define el hiperplano de separacion éptimay b es el sesgo. Ladistancia entre
el hiperplano de separacion y el dato de entrenamiento mas cercano al hiperplano es llamada
margen. La habilidad de generalizacion depende de la localizacion del hiperplano de
separacion y el hiperplano con maximo margen es llamado hiperplano de separacion 6ptima.
Es intuitivamente claro que la habilidad de generalizacién es maximizada si el hiperplano de
separacion éptima es seleccionado como el hiperplano de separacion. Optimizar el margen
geométrico significa minimizar la norma del vector de pesos. Al resolver el problema de
programacion cuadratica se trata de encontrar el hiperplano 6ptimo y dos hiperplanos (H1y
H?2) paralelos. Las distancias entre H1 y H2 es maximizada y no existe ningun dato entre los
dos hiperplanos. Cuando la distancia entre H1 y H2 es maximizada, algunos puntos de datos
pueden estar sobre H1 y algunos puntos de datos pueden estar sobre H2. Estos puntos de
datos son llamados vectores soporte, ya que participan de forma directa en definir el
hiperplano de separacion, los otros puntos pueden ser removidos o cambiados sin cruzar los
planos H1 y H2 y no modificaran de alguna forma la habilidad de generalizacion del

clasificador esto es, la solucion deuna SVM esta dada unicamente por este pequefio conjunto
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de vectores soporte. Ver figura 9:

Figura 9
Representacion de las SVM mediante W, Xy B

Nota: elaboracién propia.

Cualquier hiperplano puede ser representado mediante w, x y b, donde w es un vector
perpendicular al hiperplano. La Figura 9 muestra la representacion geométrica del problema

de programacion cuadratica mostrando H (separador 6ptimo) y los hiperplanos H1y H2. De
esta forma, el problema original de optimizacion quedade la siguiente manera.

Proposicion 1: Para el caso linealmente separable S = [(x,, ¥;) --- (x;, ¥,)] , si el
hiperplano (w, b) es la solucion de:

min{w - w) = llwll?
w,b

©)
Sujetoa: y;((w-x )+ b) > 1

entonces el hiperplano tiene un margen maximo (geométrico)
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V=Tl

(10)

Ahora se cambia al problema dual utilizando la formulacion de Lagrange. Existen dos

razones para hacer esto. La primera radica en el hecho de que las condiciones dadas seran

reemplazadas por multiplicadores de Lagrange, que son mucho mas faciles de manejar. La

segunda proviene de que, en la reformulacion del problema, los datos de entrenamiento

unicamente apareceran en la forma de producto punto entre vectores. Estaes una propiedad

fundamental que permitira generalizar el procedimiento en el caso no lineal. De esta manera,

el Lagrangiano esta dado por:

l
LGw,b.a) = %<W-W> =Y alylwex)+ 5 — 1l

i=1

donde a; son multiplicadores de Lagrange.

El dual es encontrado en dos pasos: primero, diferenciando con respecto awy b

oL(w, b, a) Zt 0 Zl
aw i=1 lyl i i=1 lyl L

oL(w, b, a) l l
—z_z “iinO*WZZ a;y; =0
db i=1 i=1

y segundo, restituyendo las relaciones obtenidas en el Lagrangiano original

1 A
Lw,b,a) = E(w-w) - z

i=

1 ' ! l
=E(Z aiyixi*z, aiyixi)_z_ Yy (<xf'xi)+b)_z- %
i=1 i=1 i,j=1 =1

1 ! 1 1 !
= Ezi,jzlaiyi a;yx; x;) — Zi'jﬂaiyi a;yix; - x;) — Zi:1aiyib + Zizlai
1! !
= —Ezij_laiyiajy]- (x; - x;) +Zi_1ai

1ai[yi ((W ' xl->+ b) - 1]

Aquellos puntos para los cuales ai > 0 son llamados “vectores soporte” y quedan en
uno de los hiperplanos H1, H2. En todos los otros puntos de entrenamiento ai = 0 y soportan
0 quedan sobre H1 0 H2 de tal forma que las condiciones de la ecuacion 11 se cumplen. Los

vectores soporte son los elementos criticos del conjunto de entrenamiento y estos son los mas

cercanos a la cota de decision.
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Comentario: Al entrenar el conjunto inicial de datos se obtiene un hiperplano, que
separa perfectamente estos datosy es definido por un pequefio conjunto de vectores soporte.
Si todos los demas puntos fueran eliminados (o desplazados alrededor sin cruzar H1 0 H2) y
el entrenamiento fuera repetido, se encontraria el mismo hiperplano de separacion definido

por el mismo conjunto de vectores soporte.
Por lo tanto, el problema original de optimizacion quedade la siguiente manera.
Proposicion 2: Para el caso linealmente separable S = [(x,, ¥;) (x;, ¥,)], si ax

la solucion del problema de optimizacién cuadratico

1 : .3 —
m?f;—;z%'j=1aiyiajyj<xi 'Xj)+2%=10(i SUJetO a: Zi=1 a;y; = 0 (14)

entonces ||w||? comprende el minimo w* = Y.!_, afy,x;y el margen geométricoy* =

1

es maximizado.

llw =l

Condiciones de Karush- Kuhn — Tucker. Las condiciones de Karush-Kuhn-Tucker (KKT)

juegan un rol muy importante en la teoria de optimizacion, ya que dan las condiciones para
obtener una solucion 6ptima a un problema de optimizacion general.

Teorema 1 Dado un problema de optimizacion con dominio convexo Q € Rn

minimizar f (w), weE
; gilw) =0, i=1, ., k,
sujetoa - o i=1 .. m,

con f € w convexa, las condiciones necesarias y suficientes para que un punto normalw*

sea un 6ptimo son la existenciade a*, B* tal que

aLw™, a*, ")

0
ow

aL(w*, a*,B")
B
gw)<0,i=1,..,k

a; 20,i=1,..,k.

=0a;g;Ww*)=0,i =1,...,k, (15)

Por lo tanto, la distancia maxima de un hiperplano es:
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||v;*|| - <Z “5)_5

i€edv

IwelI2 = (w* - w*) = (Z a:>

i€év

(16)

1
2

3.4  Hiperplanos con margenes blandos

El problema de aprendizaje presentado anteriormente es valido para el caso donde los
datos son linealmente separables, que significa que el conjunto de datos de entrenamiento no
tiene intersecciones. Sin embargo, este tipo de problemas son raros en la practica. Al mismo
tiempo, existen algunos ejemplos en los que el hiperplano de separacion lineal puede dar
buenos resultados aun cuando los datos se intersecan. Sin embargo, las soluciones de
programacion cuadratica como estan dadas anteriormente no pueden ser usadas en el caso de
interseccion ya que la condicion yi(hw - xii + b) > 1 Vi no puede ser satisfecha en el caso de
interseccion (ver figura 10). Los puntos que se encuentran en la interseccion no pueden ser
correctamente clasificados y para cualquier dato mal clasificado Xi, su correspondiente o
tenderaa infinito.

Figura 10
Hiperplano con margen blando

X2

Nota: elaboracién propia.
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Para encontrar un clasificador con margen méaximo, el algoritmo presentado
anteriormente debera ser cambiado permitiendo un margen blando, por lo tanto es necesario

introducir variables flojas no negativas &i(> 0).

y;(wT-x)+b) = 1-¢ v, (17)
Mediante las variables &;, la solucion factible siempre existe. Para los datos de
entrenamiento Xi, si 0 < & < 1 los datos no poseen el margen maximo, pero pueden ser
correctamente clasificados. Por otro lado, el ancho de este margen blando puede ser

controlado por el parametro de penalizacion C, que determina la relacion entre el error de
entrenamiento y la dimension Vapnik-Chervonenkis del médulo.

Definicion 1 (Dimension Vapnik-Chervonenkis -V C-) La dimension VC describe la
capacidad de un conjunto de funciones implementadas en una maquina de aprendizaje. Para
clasificacion binaria h es el maximo namero de puntos en el que pueden ser separadas dos
clases en todas la 2h formas posibles usando las funciones de la maquina de aprendizaje.

Un C grande proporciona un pequefio nimero de errores de clasificaciény un gran w’
w. Es claro que tomando C = oo requiere que el numero de datos mal clasificados sea cero. Sin
embargo, en este caso no es posible, ya que el problema puede serfactible Gnicamente paraalgin
valor C < o. Introduciendo “variables flojas” no negativas &i(i = 1, 1) al problema de

optimizacion, ahora en lugar de la condiciones del hiperplano de separacion debera satisfacer

l
W:rgigl[_(w-w) +C zi=1gi2

18
sujeto a:y;(Aw-x;)+b) > 1 —§ o
& =0
i.e., sujetoa
(w-x)+b=+1-§,paray, = +1,§ =0
(w-x)+b<+1—Eparay, = +1,5 20 (19)

Sig, <0,y,w-x)+b) =21-¢ =1,
por lo tanto, no consideramos la condicién §; < 0.

Para el maximo margen blando con Norma-2 ((1/C€)d;;) la Lagrangiana original esta dado

por:
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1 1

Lw,b,E, @) =%<w W)= ) aly Cwex)+ b~ 1 48]+ %Zzg 20)

i=1 i=1
El dual es encontrado en dos pasos: de la misma manera que en el caso linealmente
separable primero diferenciando con respecto a w y b, y después re sustituyendo en el

Lagrangiano original, de tal forma que el problema dual seria:

max 1 L 1 L
DI L T R REL E W

. (21)
sujeto a: Zizlaiyi =0
35 Funciones de decisiones en las SVM
La condicion de Kuhn-Tucker es:
aly,(w - x)+b)—1+5]l =0 (22)

Esto es, el problema de optimizacion cuadratica es practicamente el mismo que en el
caso separable con la Unica diferencia de las cotas modificadas de los multiplicadores de
Lagrange ai. El parametro C es determinado por el usuario. La seleccion de una apropiada C

es realizada experimentalmente usando alguna técnica de validacion cruzada.

3.6 Kernels

En una SVM, el hiperplano 6ptimo es determinado para maximizar su habilidad de
generalizacion. Pero, si lo datos de entrenamiento no son linealmente separables, el
clasificador obtenido puede no tener una alta habilidad de generalizacion, aun cuando los
hiperplanos sean determinados ptimamente, para maximizar el espacio entre clases, el

espacio de entrada original es transformado dentro de un espacio altamente dimensional

llamado “espacio de caracteristicas”.

La idea basica en disefio de SVM no lineales es transformar los vectores de entrada
x € R™ dentro de vectores ®(x) de un espacio de caracteristicas altamente dimensional F
(donde @ representa el mapeo: R™ — R’ )y resolver el problema de clasificacion lineal en

este espacio de caracteristicas:
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x € R" - ox =[0,),0,H),..,0,)]" € R (23)
El conjunto de hipotesis que consideraremos serd funciones de tipo:

l

i=1
donde¢@ : X — F es un mapeo no lineal desde un espacio de entrada a un espacio
de caracteristicas, el procedimiento de aprendizaje consiste en dos pasos: primero, un mapeo
no lineal transforma los datos dentro de un espacio de caracteristicas F y después, una

maquina lineal es utilizada para clasificar los datos en un espacio de caracteristicas.

Como se vio anteriormente, una propiedad de las maquinas de aprendizaje lineal es
que éstas pueden ser expresadas en una representacion dual, esto significa que puede ser

expresada como una combinacion lineal de los puntos de entrenamiento.

Por lo tanto, la regla de decisién puede ser evaluada usando productos punto:

1

G = ) @y (B(x)- 00 + b 25)

i=1
Si se tiene una forma de capturar el producto he(xi ) - @(x)i en el espacio de
caracteristicas, directamente como una funcion de los puntos de entrada originales, esto hace
posible unir los dos pasos necesarios para construir una maquina de aprendizaje no-lineal. A

este método de computo directo se le llama funcion kernel.
Definicidon 2 Un kernel es una funcion K, tal que, para todo x,z € X

K(x,2) = (0() - 0(2)) (26)
donde ¢ es un mapeo de X a un espacio de caracteristicas F. La clave del enfoque
es encontrar una funcién kernel que puedaser evaluada eficientemente. Una vez que tenemos
tal funcion de decision, la regla puede ser evaluada:

l

&) =Zal~yl-l((x,--x) +b 27)

i=1
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3.7 Condicion de Mercer

El teorema de Mercer provee una caracterizacion de cuando una funcién K (x, z) es
un kernel. Dado un espacio de entrada finito X = {x1, ..., xn} y suponiendo que K (X, z) es

una funcién simétrica de X, entonces la matriz

K= (K(xi'xj))?,jzl (28)
Yaque K es simétrica existe una matriz ortogonal V tal que K = VAVO0, donde A es
la matriz diagonal que contiene los eigenvalores At de K, con sus correspondientes

eigenvectores vt = (vti)i=1. Asumiendo que todos los eigenvalores son no-negativos y
considerando el mapeo se tiene que

(B(x)-@(x)) = Z Aevgvy; = (VAVY); = K;; = K(x; - x;) (29)

t=1

implica que K (x, z) es una funcion kernel correspondiente al mapeo ¢. El
requerimiento de que los eigenvalores de K sean no negativos es necesario, ya que, si se tiene
un eigenvalor negativo As en el eigenvector vs, el puntoen el espacio de caracteristicas podria

tener norma cuadrada.

lzIl2 =z - 2) = vVVVAVAV' v, = v]VAV'v, = v]Kv, = 1, <0, (30)
Contradiciendo la geometria de este espacio. Esto nos lleva a la siguiente proposicion

Proposicion 3: Sea X un espacio de entrada finito con una funcion simétrica sobre X
K (X, ). Se decide que K (X, z) es una funcion kernel si y solamente si la matriz es positiva

semi definida (tiene eigenvalores no negativos).

Permitiendo una ligera generalizacién de un producto punto en un espacio de Hilbert,

introduciendo un peso Ai para cada dimension

(B(x) - 8(2)) = Z 210,00 - 0,(2) = K(x,2), (32)

i=1

por lo tanto, el vector de caracteristicas seria
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P:rx; (\/A_t Vti):=1 ERMi=1,..,n
(Z)(X) = (QL (x), @i(x), vy @i(x), )

33)

El teorema de Mercer da las condiciones necesarias y suficientes para que una funcion

simétrica continua K (x, z) sea representada:

K(x,2) = ) 10,0 0,(2) (34)

i=1

con A no negativos, que es equivalente a que K (x, z) sea un producto punto en el

espacio de caracteristicas F 2 ¢(X), donde F es el espacio 12 de todas las secuencias

= si(b( i) = \/KV’ s
Z ;U X U, (35)

Para el cual

Y=y, Py, sy, ). (36)
Esto implicitamente induce un espacio definido por el vector de caracteristicas y como

una consecuencia una funcion lineal en F puede ser representada por

Z APt < oo
i=1

c - @37)
i=1

j=1

Donde la primera expresion es la representacion original y la segundaesel dual. La
relacion entre los dos est& dada por:

l
b= aqy0(x). (38)
j=1

En la representacion original, el nimero de términos en la suma es igual a la

dimension de calidad en el espacio de caracteristicas, mientras que en el dual existen |
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términos. La analogia con el caso finito es similar. La contribucion a partir del analisis

funcional conduce al problema para ecuaciones integrales de la forma:

f K(x,2)®(2) dz = 10(x) (39)

donde K (X, z) es una funcion kernel acotada, simétrica y positivay X es un espacio

compacto.

Teorema 2 (Mercer) Sea X un subconjunto compacto de Rn. Suponiendo que K es una

funcion simétrica continua tal que el operador integral TK: L2(X) — L2(x),

(nﬂ@=fx&ﬂﬂ@m, (40)

es positivo, esto es

j K(x,2) f(x)f (2)dxdz > 0, (41)

paratodaf e L2(X). EntoncesK (x, z) puede ser expandidaen unaserie uniformemente

convergente (sobre X x X) en términos de las eigenfunciones @j € L2(X), normalizadas

KG,2) = ) 1,0,09,6). 42)

Jj=1

3.7.1 Caso linealmente no separable

Los clasificadores lineales presentados en las dos secciones anteriores son muy
limitados. En la mayoria de las clases, no GUnicamente se traslapan o interceptan los datos al
generar un hiperplano de separacion, sino que la separacion genuina de estos datos esta dada
por hipersuperficies no lineales. Una caracteristica del enfoque presentado anteriormente
radica en que éste, puede ser facilmente extendido para crear cotas de decision no lineal. El
motivo de tal extension es que una SVM puede crear una hipersuperficie de decision no
lineal, capaz de clasificar datos separables no linealmente. Generalmente, para patrones de
entradan-dimensionales, en lugar de una curva no lineal, una SVM crearé una hipersuperficie

de separacién no lineal.
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El problema de optimizacion utilizando kernels queda de la siguiente manera.

Figura 11
Clasificador No-Lineal

Xz

Nota: elaboracién propia.

Proposicion 4: Dado un conjunto de datos de entrenamiento S = [(x1, y1) --- (xI, yD],

un espacio de caracteristicas ¢ (x) definido por el kernel K (x, z) =he (x) - ¢ (2)i, la solucion
de
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1 ol 1 E
max_— E apyia;j -[K Xi,Xj +—6--] + a;
ai™y ij=1 iViajyj (I, ]) cou ; i

i=1

1
sujeto a: Z a;y;, =0
i=1

!
es af, f(x) = E a;y;K(x;,x) + b* ,donde b* es elegido tal que
i=1

*

yif(xi)=1—§*=1—%

l
wh= Z aiy;K(x,x),
i=1

(43)
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La regla de decision sgn [f (X)] es equivalente al hiperplano en el espacio de

caracteristicas definido por el kernel K (x, z) el cual resuelve el problema de optimizacion.

Luego, el margen geométrico esta dado por:

Utilizando el Kernel

El margen blandoen L1

) 1
WT'I;,'?i(w ‘W +C Zi:l 3]
sujeto a: y;(w - xj)+b)21-§;
§z0

Donde el Lagrangiano original es:

K'(x,z2) =K(x,z) + %696(2))/* = (Z a — l(cr" -a*))

De donde se tiene que el dual esta dado por:

l

l 1
Low, b @) = 5w w) = Y aly (o - x) D)~ 1451 +C Y E— Y ng

i=1 i=1 i=1
! !
1
wla) = -3 Z a;y; a;y; {x; - %) + Z a;
ij=1 i=1

Este es el mismo que el margen maximo, pero

C—a;—y;=0y,20=>C2=aq;
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(45)

(46)

(47)

(48)
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Con las condiciones de Kuhn-Tucker

v:& =06 (a; —Cg =0

(49)
ai[yi((w ' xi>+ b) -1+ Ei =0

Donde & =0, yi =0, = C=ai, con & = 0 el margen es maximo, ai es positivo y

puede incrementarse hasta C, por lo tanto, C > ai > 0

Proposicion 5: Dado un conjunto de datos de entrenamiento S = [(x1, y1) (xi, y1)], un

espacio de caracteristicas ¢ (x) definido porel kernel K (x, z) =he (x) ¢ (2)i, la solucion de:

. 1! L
max
a Zzi,jzl aiJ’i“j)’jK(xi'xj) +Zi:1ai

. ! (50)
sujeto a: Z a;; =0,C=za; =20
i=1

hiperplano en el espacio de caracteristicas definido por el Kernel K (X, z), el cual
resuelve el problema de optimizacion. EI margen geométrico esta dado por:

y = (Z a;>7 (51)

iedv
Cuando la cota de ai es C, se origina el problema del maximo margen. Elegir

C es lo mismo que obtener v en:
a; 2

[ 1 !
max
- _Zi j_laiYiajyjK(xiﬂxj)

1
sujeto a: z a;y; =0,
i

! (52)
Z a; = v,
i=1

Il
Juy
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