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Prodlogo

Este libro es un manual de MATEMATICA BASICA para los estudiantes de ciencias e

Ingenierias.

Bienvenidos al apasionante mundo de Matematica Basica, una disciplina matematica
que ha sido una fuente inagotable de conocimiento y aplicacién en una amplia variedad de
campos, desde la fisica y la ingenieria hasta la economia y las ciencias sociales. Este libro
es una guia exhaustiva disenada para ayudarle a comprender y dominar los conceptos
fundamentales de la integracion.

La integracion es una continuacién natural de la diferenciacion y juntas forman el
corazon del calculo, una de las piedras angulares de las matematicas. Mientras que la
diferenciacion se centra en el estudio de las tasas de cambio, la integraciéon nos permite
abordar problemas relacionados con la acumulacién y la totalizacion. Desde el cédlculo
de areas bajo curvas hasta la resolucion de ecuaciones diferenciales, el calculo integral se
presenta como una herramienta poderosa y versatil para resolver una gran variedad de
problemas en la vida real.

A lo largo de este libro, exploraremos los conceptos de antiderivadas, integrales in-
definidas, diversas técnicas de integracién, integrales definidas, areas, voliime-
nes y longitud de arco. Trabajaremos juntos para desarrollar tu comprensiéon de estos
conceptos, paso a paso, con ejemplos claros y ejercicios practicos que te ayudaran a for-
talecer tus habilidades.

Este libro esta disenado tanto para aquellos que estan dando sus primeros pasos en el
mundo del calculo integral como para aquellos que desean profundizar en su conocimiento
y aplicarlo en situaciones mas avanzadas. Independientemente de tu nivel de experiencia,
te animamos a abrazar el desafio del cdlculo integral, ya que ofrece una ventana fascinante
a la belleza y utilidad de las matemaéticas.

Al final de cada capitulo, encontraras problemas y ejercicios cuidadosamente seleccio-
nados que te desafiaran a aplicar lo que has aprendido. No temas cometer errores; son
oportunidades para aprender y mejorar. A medida que avanzas en el libro, te sorprenderas

de lo que eres capaz de lograr.

Los autores.
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Capitulo 1

LOGICA

La légica es el estudio de los procesos validos del razonamiento humano. Por ejemplo:
“Todos los hombres son mortales” y “Alberto es un hombre”, luego razonamos “Alberto

es mortal”.

Enunciado

Es toda frase u oracion que sea la algtn idea.

Proposicion

Es aquel enunciado aseverativo (afirma algo) del cual se puede afirmar si es verdadero

o falso, pero no ambos a la vez, con respecto a una realidad.

Ejemplos
1. Las siguientes expresiones son proposiciones:

a) Lima es la capital de Bolivia

b) Manana es martes
c) V64=38

2. Las siguientes expresiones no son proposiciones:

a) jHola Pedro!

b) ;Cémo estas?



Clases de Proposiciones

1. Proposiciones simples

Llamadas también atémicas, monadicas o monarias, son aquellas en las que aparece

una afirmacién o accion. Se caracterizan por ser expresadas mediante oraciones que no

)

utilizan conjuncion gramatical y el adverbio “no”.

Ejemplos

I). Son proposiciones atémicas
o Luis es estudioso
Q El angulo llano mide 180 grados.
e Lima es capital del Peru
e José baila en la fiesta
e Augusto barre el pasadizo
e Beto es pareja de Ana
0 Jorge estudia medicina
@ El diccionario es nuevo
Q Ciertos ninos son mas educados

@ Todos los hombres son fuertes

2. Proposiciones compuestas

Llamadas también moleculares, son aquellos que estan constituidas por proposiciones
simples, enlazadas entre si por conjunciones gramaticales o afectadas del adverbio de

negacion “no”.
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Ejemplos
I). Son proposiciones moleculares
o Luis es estudioso y Marco es flojo
Q Pedro estudia matematicas y Luis estudia historia
e Carlos es ingeniero y Luis tiene 10 anos
@ Si Juana trabaja entonces no ve televisién

e Johsilyn gan¢ el partido o esta enferma

Términos de Enlace

Son términos que sirven para formar proposiciones moleculares, también llamados

Uy, [P (13 2 «, Ll

conectivos logicos. Algunos términos de enlace son “y”, “0”, “no” , “si,...entonces”,“si y

bR SRR DRSS b R b R

solo si” . El termino de enlace "y”, ”0”, ”si,...entonces” y "si y solo si” actian sobre dos

proposiciones y el termino de enlace "no” actia solo sobre una proposicion.

Ejemplos
I). De acuerdo al términos de enlace se tiene las siguientes formas bésicas:
o La luna no esta hecha de queso verde.
Q El viento arrastrara las nubes o hoy llovera con seguridad.
e 3 < 5 y el angulo recto tiene 90 grados.
e Si estamos en diciembre ,entonces pronto llegara la navidad.

e Lima es la capital del Peru ,si y solo si, Santiago es la capital de Ecuador.

Observacion
La proposicién

“La luna no esta hecha de queso verde”,

Lc. Raul Champi Apaza 11 M.Sc. Roger Ccama Alejo



se puede también escribir en la forma alternativa

“No es cierto que la luna no esta hecha de queso verde”

Proposiciones compuestas basicas

1. La negacién

Dado una proposicion p, llamaremos la negaciéon de p a otra proposicion que denota-

remos por ~ p y que se le asigna el valor opuesto a p. Su tabla de verdad es:

b|~P
F

El principio légico de la negacién es:
“Si una proposicién es verdadera su negacion es falsa, reciprocamente si dicha proposicién

es falsa su negacién es verdadera”

Nota:

La proposiciéon ~ p se lee “no p”o también “No es cierto que p”

La negacion puede utilizar también.

es falso que........ccooooeeiii
NO OCUITE QUE.......eieiiiiiiiiieeeeaeaaeiieiieeeeenns
Nno es cierto que................ooovviiiiinieeeniiiiis
no es verdad que...............ooooeiiiiiiiei,

noeselcasoque..................coooeeeiiee

Ejemplo

Sea la proposicion

p = Lima es la capital de México

Su negacién es:

~ p = Lima no es la capital de México

Lc. Raul Champi Apaza 12 M.Sc. Roger Ccama Alejo



2. La conjuncion

La conjuncién de dos proposiciones p y ¢ es la proposicién compuesta que resulta de

Uy,

unir p y ¢ mediante el conectivo 16gico “y” que se simboliza p A ¢. Su tabla de verdad es:

H O < < |3
o< <R
o om < >

Su principio légico es:
“La conjuncion p A g es verdadero, solo cuando p es verdadero y ¢ es verdadero, en todos

los demés casos es falso ”

NOTA:

1. existen también conjunciones implicitas. Cada coma (,) significa una conjuncion.
También se considera conjunciones cuando exista punto y coma (;) o un punto

seguido (.) siempre que no haya otra expresién que esté al lado otro conectivo.

2. Para formar una conjuncion se puede usar otras palabras que unan las proposiciones

tales como: pero, ademas, incluso y otras mas, veamos los ejemplos siguientes.

o Tu libro es azul aunque mi libro es rojo

Q Ana barre el piso sin embargo el cuarto esta limpio

e Mary es buen estudiante tambiA@n es deportista

@ Vero llegé tarde a la universidad igualmente llegd tarde ala casa
e Luis no esta. cansado no obstante ha jugado toda la tarde

e Maria gusta de nadar tanto como gusta de bailar

Lc. Raul Champi Apaza 13 M.Sc. Roger Ccama Alejo



3. La disyuncién

La disyuncion de dos proposiciones p y ¢ es la proposicion que resulta de unir p y ¢

(1P

con el conectivo logico “0” en el sentido inclusivo que se simboliza por p v ¢q. Su tabla de

verdad es:

0 bo< <
o< ™ <
H < < <<

Su principio légico es:
“La proposicién p v q es falso tinicamente en el caso en que p y ¢ son ambos falsos, en

cualquier otro caso es verdadero”

4. La condicional

La condicional o implicaciéon de dos proposiciones p y ¢ es la proposicién compuesta

mediante el conectivo l6gico “si..., entonces ...” y se simboliza por p — ¢. Su tabla de
verdad es:

Pl q|DP—(9

VIV \Y

V| F F

F|V \Y

F|F \Y%

Su principio 16gico es:
“La proposicion implicativa es falsa tnicamente en el caso en que la proposicién p es

verdadera y la proposicion ¢ es falsa, siendo verdadera en los demés casos”

NOTA:

La proposiciéon p es llamado antecedente y la proposicion ¢ es llamado consecuente.
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Ejemplos:

o Si José viaja entonces conoce Lima.

g Si Maria se enfermo, deja de ir a la universidad

e Ya que Janeth es profesional, tiene su propia empresa

NOTA:

1. Una condicional puede utilizar otras palabras que unan las proposiciones, ejemplo:

5. La bicondicional

La bicondicional o doble implicaciéon de dos proposiciones p y ¢ es la proposicién
compuesta mediante el conectivo légico “si y solo si” y se simboliza por p < ¢.Su tabla

de verdad es:

Lc. Raul Champi Apaza 15 M.Sc. Roger Ccama Alejo



q

eSS R

H < =3 <<

=
\Y
F
F
\Y

Su principio légico es:

“La proposicion bicondicional es verdadera cuando p y ¢ son verdaderas o falsas a la vez,

en los otros casos es falsa”.

RESUMEN

Conjuncion | Disyuncion débil | Disyuncion fuerte | Condicional | Bicondicional | Negacion
P q pAg pvq pyq p—q pegq ~p
vV Vv \Y \Y F \Y \Y F
V F F \Y \Y F F F
F Vv F \Y \Y \Y F \Y
F F F F F \Y \Y% \Y%

[Ejercicios Propuestos )}

0 Determinar cual de las siguientes expresiones son proposiciones

a

o

[

€

)
)
c)
)
)
f)

2)
h)

S5+7=16—4

3x6=154+1y4—-2#2x5

LEl silencio es fundamental para estudiar?

iEstudia mateméticas!

Nosotros estudiamos en la universidad

Los hombres no pueden vivir sin oxigeno

jArriba Puno!

S5+x =4

e ., Cudl de las siguientes proposiciones son verdaderas y cuales falsas?

Lc. Raul Champi Apaza
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a

o

[oW

e

)
)
c)
)
)

—

)

Si3+ 3 =6, entonces 4 = 4

Si 19 — 7 = 3, entonces 4(5 + 3) = 32
Sib x 7= 35, entonces 10 —3 = 13
Si5+2=7, entonces 3+6=9
44+48=12y9—-4=5

84+4=1208—-3=2

[[Ejercicios Resueltos ]

o Evaluar mediante tabla de verdad la proposicién ~ (p A q) < [~ pv ~ ¢

pla|~ rg|=]|[~p v ~d
VIVIF VvV VI F F F
VIF|V F V| F Vv V
F|V|V F V| v v F
F|F|V F Vi Vv v Vv

© Evaluar mediante tabla de verdad la proposicién ~ [p — (p v ¢)]

plal~|lp — (vl
VIV|F|V Vv \%
VIF|F|V V \Y%
FIV|F|F V \Y%
FIF|F|F V F

© Evaluar [(~ p v ¢)A ~ ¢] >~ p, mediante una tabla de verdad

pla|ll~p v @ A~ ~q||—=|~p
V|V F V V F F |V|F
V|F| F F F F V |V|TF
FIV| V. V V F F |[V|V
FIF| V V F V V |[V]V
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@ Evaluar (~ p v q) — (r A p) mediante una tabla de verdad

‘ Resolucion
pla|r|(~p v @l —| @Ap)
viv|Vv| F V V]|V \Y
V|V |F F V V| F F
VIF|V]| F F F||V \Y
V|IF|F F F F |V F
F/V/, V| V V V| F F
F|V|F| V. V V|F F
FIF|V| V V F|F F
FIF|F| V V F|F F

[Ejercicios Propuestos j

Evaluar mediante una tabla de verdad las siguientes proposiciones:
O e~ =(a—)
Q r~a)—(~pva)
Q prav~pl—(va
Qr—-a—(a—0
Q ~pve)—(~q—-~p
Q wv~a)——p)
@ ~[~prg)—>~qvp
Q wrne(~qvr)

Q~pv~)r(~pvr)
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Tautologias, contradicciones y contingencias

1. Tautologias

Son proposiciones compuestas que siempre son verdaderas cualquiera que sea el valor

de las proposiciones componentes.

Ejemplos

Se tiene las siguientes:

o [p A (p v q)] < p es una tautologia.

plallp ~ (pval|<|p
ViV Vv V \Y VIV
viFlv v v |v|v
F|V|F F A% VI F
F|F|F F F VI F
© [(» — ¢) A p] — ¢ es una tautologia.
plallb—a) ~ pl||—|q
VIV A% V V|V [V
VI|F F F V| V]|F
Flv| v F F|V]|vV
F|F \% F F | V]| F

2. Contradiccion

Son proposiciones compuestas que siempre son falsas cualquiera que sea el valor de las
proposiciones componentes.
Ejemplos

Se tiene las siguientes:

@ »— ) A (pA ~ q) es una contradiccion.

Lc. Raul Champi Apaza 19 M.Sc. Roger Ccama Alejo



© [(» A~ q) v gl A ~ ¢ es una contradiccion.

3. Contingencia

plallp—=a | ~r|l ~ ~q
VIiV| V F||V F F
V|F F FIlV V V
F|V| V F|F F F
FIF| V F|F F V
plalllord v df Al ~q
ViV| vV VvV V|F| F
VI|F F F F|F| V
FIV| F V V|F| F
F|F F F F|F| V

Son proposiciones compuestas que no son tautologias ni contradicciones, es decir, son

proposiciones que en algunos casos es F, en otros V.

Ejemplo

(p — q) — p es una contingencia.

=SS S B R S

q
v
F
\Y
F

< < = <||

= om < <]

HoEH S <SS

LEjercicios Propuestos j

o Determinar cual de las siguientes proposiciones es una tautologia

a) [(pv~q) rql—0p

b) [(prg)vaeq

¢c) [~pAalgrh~r)] e~ (V)

Lc. Raul Champi Apaza
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e Por medio de una tabla de verdad, establecer, si cada una de las siguientes propo-

siciones compuestas es tautologia, contradiccién o contingencia.

a) peqgelp—9A(@—p)]
b) ~(p—q) e~ (~q—>~p)

¢c) p=r)ellp—aq Alg—r1)]

e Determinar mediante la tabla de verdad cual de las siguientes proposiciones es una

tautologia, contradiccién y contingencia.

a) (p—q)A(qg—p)
b) [pvgn~ql—r
c) ~[lpvp —q

d) ~pvagap
@ Cual de las siguientes proposiciones es una contradiccién
a) ~(png)e(pA~q)

b) ~(p—q) = (v ~q)

o) ~peqge(~pes~q)

Implicaciéon légica y Equivalencia légica

1. Implicacién légica

A toda proposicién condicional p — ¢ que sea una tautologia se le llama “implicacion

légica” (o simplemente implicacién) en este caso la condicional la denotaremos por p = q.

Ejemplo

Verificar si la proposicién [(~ p v ¢)A ~ q] —~ p es una implicacién l6gica
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plalll~p v q¢) A~ ~ql| =] ~p
VIV F vV V F F |V| F
VIF| F F F F V |V|F
FIV| V. V V F F |[|[V]|V
FIF| V V F V V [[V]|V

Sy an ~q=~p

2. Equivalencia légica

A toda proposicién bicondicional p < ¢ que sea una tautologia se le llama “equivalencia
légica” (o simplemente equivalencia) y en este caso denotaremos a la bicondicional por

Ejemplo

Verificar si la proposicién [p A (p v q)] < p es una equivalencia l6gica

plallp ~ vdl|=|r
ViV|iVv v VvV V|V
V|F|V V V V|V
FIV|IF F \Y% V|| F
FIF|F F F VI|F

LpAapvg]e=p

[ Ejercicios Propuestos j

0 Verifique cuales son implicaciones logicas

a) ~p—(p—9q)

o

[(p—a@)r ~q] =~p

o,

[(p—q) Apl—q

)
)
c) p—(pva)
)
)

e) peq—p—9q

e Verifique cuales son equivalencias logicas:
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a) (p—q) = (~pvy

b) (pea)<=[lp—a A e—p)
c) [(prg)vplep

d) [(pva)rplep

e) ~(p—q = (r~q

Proposiciones légicamente equivalentes

Cuando sus tablas de verdad de dos proposiciones p y ¢ son idénticas. se denominan
“légicamente equivalentes” (o simplemente equivalentes) en este caso se simboliza en la

forma p = gq.

Ejemplo

Verificar si las proposiciones p — ¢ y ~ ¢ —~ p son légicamente equivalentes.

plqglp—q plq|~q—=~p
VI|F \Y VIV V
VIV F VI|F F
FI|F \Y FI|V V
F|V A\ F|F V
Tp—qg=(~q—o~p)
NOTA:

Un par de proposiciones légicamente equivalentes p = ¢ resulta siempre una equiva-

lencia logica p <= ¢ y viceversa.

Equivalencias notables

1. Ley de la doble negacion

~(~p) =p
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2. Ley de la idempotencia
a) pAp=p
b) pvp=p
3. Leyes conmutativas
a) PAG=QqAP
b) pvg=qvp
4. Leyes asociativas
a) prlgar)=nrqg)ar
b) pvigvr)=@vaq vr
) peernn=phpeq er
5. Leyes Destributivas

a) pArlgvr)=@arqgvpar)

=3

pvignar)=p@vgalpvr)

c) p=(gar)=(p@—->qgArp—r)

)
)
)
d) p=@vr)=p—-qgvp—r)
6. Leyes de Morgan

a) ~(pArg)=~pv~q

b) ~(pva)=~pr~q
7. Leyes de condicional

a) pog=~pvyg

b) ~(p—q) =pr~q
8. Las leyes de la bicondicional

a) peqg=pP—q) Alg—p)

b) peqg=@PArq v (~pr~q)

Lc. Raul Champi Apaza 24

M.Sc. Roger Ccama Alejo



9. Leyes de absorcion

a

o

)
)
c)
d)

10. Leyes de transposicién

a) p—gq=~qo~p
b) peg=~qge~p

11. Adicionales

a) pAV =p

o

pv F=p

o

)
)

¢) pAF=F
) pvV =V
)

e) pA~p=F

f) pv~p=V

[ Ejercicios Resueltos ]

@ Simplificar [(~pAg) > (ra ~7)] A ~¢

[(~pArqg) = (A~71)]A~q =[(~prq = F]lAa~q

[~(~pAq vVF]A~q
=~ (~pAQnr~q

(~~pv ~ @A ~q
=(pv ~9r ~q
=(~qvpr~q
=~qn(~qvp)
=~q
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© Simplificar ~ [~ (p A q) >~ ¢q] v g

~[~(prqg)=~qvg =~[~~{prgv ~qvyg

~[prgv~dqlvq
[
[

=lgr~@rd]lvy

(PAgA~~q]lvyg

(PAg) Adlvg

qvgrn ~(p A q)]
q

e Simplificar [(p A q) v (pA ~ @)] v (~ pA ~ q)

[(pAag)vpA~q@]v(~pr~aq) =[palev~q]v(~pr~q)
=@AV)vi~pr~q)
=pV (~pr~q)
=pv ~¢q

Q@ Simplificar ~ [~ (pArq) >~¢]vp

~[~(rg >~qvp =~[~~{@ArgVv~qvp
=~[(prgv~qvp
~PAgn~~qvp
(~pv~aq) rqlvp
gA(~pv~qlvp
q

e Simplificar [(p — ¢)v ~p] A (~ ¢ — p)

Lc. Raul Champi Apaza 26 M.Sc. Roger Ccama Alejo



[(p—=a)v ~plA(~q—p) =[P—>q¢Vv ~plAr(~~qVDp)

Vv D)
v D)

(
[(p— q@)v ~pl A (
p) A (

pvag)A(pva)

q
q

pvgv ~

(N

(N
(~pAp)vyq
F

v {q

q

Observaciéon

La tabla de verdad de la proposiciéon anterior:

plallb—a v ~pl|r|(~q¢ — p)
ViV vV VvV F |[V| F VvV V
V| F F F F |[[F| V VvV V
FIV| VvV VvV V |[V|F V F
F|F Vv V V |F| V F F

e Verificar las siguientes implicaciones

a) ~p=(p—q)

plal~p|—| W09
VIV F |V \Y
V|F| F |V F
F|V| V|V \Y
F|F| V |V \Y%
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Usando leyes légicas:

~p—>((—q) =~~pv(p—q
=pv(~pva)
=pv ~pvyq
=Vvyqg
=V

b) (prqg)=(pVva)

plalerqg | =] Vv
VIV V Vv Vv
VIF F Vv Vv
F|V F AV AV
FI|F F \Y F
Usando leyes logicas:
(prg—{veg =~{@rgvipva

=~pV ~qVpVq
= (pv ~p) v (gv ~q)
=VvV

=V

o) brg)= (=9

pla|lprg | —| (peq)
Vivi v ||V \%
VIF| F ||V F
F|V| F |V F
F|F| F |V v

Lc. Raul Champi Apaza 28 M.Sc. Roger Ccama Alejo



Usando las leyes logicas:

prg)—>peq =~prgvipeq
=~(pArgVvIPnrgv(~pr~q)]
=[~@radvPArg]v(~pr~q)
=V v (~pA~q)
=V

0 Verificar las siguientes equivalencias

a) (p—q = (~pvq

pla|lp—=a || (~p v q
VIiv| Vv V| F Vv Vv
VIF| F V| F F F
F|V| V ViV VvV
F|F| V V| Vv Vv F

Usando leyes légicas:

p—qe(~pve =(~pvg<(~pva

(
[

(~pvaAa(~pvglvI~(~pvgnr~(~pvq]

(~pvagv~(~pva)
1%

b) ~(prq = (~pv~q)

plal~ rgl|e|(~p v ~q
VIV|F Vv V| F F F
V|F|V F VI F V V
F|V|V F VI Vv V F
F|F|V F Vi Vv Vv Vv
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Usando leyes légicas:

~prg)e(~pv~q) =[~PrdAa~py~g] v ~~DPArgr~(~pv ~4)]
=[~@Prdr~@rd]vIprg Apag)
=~(prqg)vnrqg
=V

) prlpveg)]=p

plalp A~ va|<e|p
vViviv v v |[[V]V
VIF|V vV V V|V
FIVIF F VvV ||[V|F
F|F|F F F V|| F

Usando leyes légicas:

pA(pvalepr =pep
=(pAp) Vv (~pAr~Dp)
=pv ~p
=V

@ Dada la proposicion: “Si 3 + 4 = 7 entonces 8 es primo, o 4 no es par”

a) Negar oracionalmente la proposicién

b) Determinar el valor de verdad de la proposicién original

Sean: p=“3+4 ="7", q="8 es primo”, r="4 es par”.

La proposicién en simbolos es: (p — q)v ~ r.

a) Su negacién es:

~lp—gv~r] =~pP-o9r~(~7)
=(pr~aq) AT
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Oralmente “3 + 4 = 7, 8noesprimoydespar”

b) En la proposicién:V(p) =V, V(q) = F,V(r) =V
Entonces: V[(p = ¢)v ~r]=V[(V > F)v F|=V(Fv F)=F

L[Ejercicios Propuestos ]

Simplificar las siguientes proposiciones
QO ~prv~drl~prlg—p)
Q- —>wrd]vipvr)
Q-~[~prg)—>~qvp
O l~pra)—>(@—plnrp
Q-0 —>~@—»lrpva

Inferencia Légica

Definicién Para expresar la forma en que se razona, la 1égica debe permitir deri-
var conclusiones a partir de un conjunto de premisas. Las premisas son formulas que se
consideran ciertas para un problema dado y la conclusién es una formula que se quiere
mostrar que es cierta (bajo las premisas), para el problema. Al proceso de encontrar una
forma de llegar a una conclusién partiendo de unas premisas, se le conoce con el nombre

de Inferencia Légica.

Tiene la forma:

(pr Ap2 Ao ADy) — C

Donde las proposiciones pq, ps, . .., p, son llamadas premisas y que originan como conse-

cuencia otra proposicion C' llamada CONCLUSION.

Regla de Inferencias

1. Modus Ponendo Ponens (MPP)
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p—4q
Su representaciéon simbélica es:  p

q
p—4q
Su representacion simbdlica es: ~ ¢
~p
2. Modus Tollendo Tollens (MTT)
3. Modus Tollendo Ponens (MTP)
pvq pvyq
Su representacion simbodlica es:  ~ ¢ o ~p
p q
4. Regla de Adjuncion (A)
p
Su representacién simbélica es: ¢
pAg
5. Regla de Simplificacién (S)
Su representacién simbdlica es: p A g 0 P Aq
p q
6. Doble Negacién (DN)
Su representacion simbodlica es:  p o} ~~p
~~Dp p
7. Ley de la Adicién (LA)
Su representacién simbdlica es:  p 0 q
pva pvg
8. Ley de D’Morgan (LD)
Su representacién simbdlica es:  ~ (p v q) 0 ~(pArq)
~PA~q ~pVv ~(q
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9. Ley de Silogismo Hipotético (SH)
b—4q

Su representacion simbodlica es: ¢ —> 1
p—T

10. Ley de la Simplificacién Disyuntiva (SD)

Su representacién simbodlica es:  p v p

p
11. Leyes Conmutativas (LC)
Su representacion simbodlica es: p v g 0 PAq
qvp qnNp
12. Reglas de Premisas (RP)
El conjunto de premisas esta conformado por las proposiciones Py, P, ..., P,, donde

C es la Conclusién.
Py
P,
P,
C=P APoA...ANP,

L Ejercicios Resueltos j

o Determinar la validez de la inferencia: ”Si el triangulo es isdsceles entonces tiene

dos lados iguales. Pero, el triangulo no tiene dos lados iguales; por lo tanto, no es

isosceles” .
Resolucion
Sean:

p = El tridngulo es isésceles

q = El triangulo tiene dos lados iguales

Entonces, el esquema de la inferencia es:
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p—4q

~4
~p

pla|lp>q9 ~ (~a)|—>|~p

\ARY \Y% F F |V|F

V|F F F V |V|F

F|V \Y% F F |V|V

F|F \Y% V V |[V|V
1 3 2 |5 4

.". Como el resultado de la tabla de verdad es una tautologia, la inferencia es valida.

e Mediante una tabla de verdad, establecer si es valida la inferencia:

pe—~q
qvrT
~r
T~ q
pla|r|pem~a A (gvr) A (~1)| — |~ ()
\ARARY F F V. F F |V |F
V|V|F F F V. F V|V |F
V|F|V \Y vV V F F| V]|V
VI|IF|F \Y% F F F V|V |V
F|lV|V \% V. V. F F |V |F
F|V|F \Y V. V. V V|F|F
F|F|V F F V. F F| V]|V
F|F|F F F F F V|V |V
1 3 2 5 41716

.". El resultado de la tabla de verdad no es una tautologia, por lo tanto, la inferencia

es una falacia.
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e Establecer si es valida la inferencia:

p—4q
~pA ~1

T(—)q

Sop—r

(p—N(~pA~r)AN(re—q)— (p—7)
1% 1% 1% F

En conclusién, si V(p — r) = F, entonces, V(p) = V' y V(r) = F trasladamos
estos valores en la primera y tercera premisa:
V(V — q) — V(¢) = V (tnica posibilidad)
V(F «— q) — V(q) = F (tnica posibilidad)

.. Como la variable ¢ tiene los valores de verdad y falsedad a la vez, concluimos

afirmando que la inferencia es valida.

@ Comprobar la validez del enunciado siguiente: ”Si estudio, entonces no perderé ma-
tematicas y si no juego futbol, entonces estudiaré; pero perdi matematicas. Por

tanto, jugué fatbol”.

Sean:
p = "estudio”, ¢ = "pierdo matematicas”, r = "juego futbol”.
Entonces, el enunciado dado es como sigue:

(p—~qN(~r —Dp)ANqg—T
1% 1% Vv F

Si V(r) = F y V(q) =V, entonces en la primera y tercera premisas se tiene:
V(p—> F) =V, entonces V(p) = Fy V(V — p) =V, entonces V(p) =V

.". Como la variable p tiene los valores 'y V' a la vez, se deduce que la inferencia

es valida.
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Circuitos Loégicos

El valor de verdad de una proposicion puede asociarse al pasaje de corriente en un

circuito eléctrico controlado por un interruptor.

Mediante una proposicion p para representar un interruptor se tiene:

Circuito Cerrado

Pasa corriente por el interruptor cuando V(p) = V.

p

Figura 1.1:

Circuito Abierto

No pasa corriente por el interruptor cuando V(p) = F.

p

.
(e]

Al
)

Figura 1.2:

Considerando las clases de instalaciones: en serie y paralelo.

Circuitos en Serie

Consideramos dos interruptores p y ¢ conectados en serie:

p q

Figura 1.3: p A q

De aqui tenemos el comportamiento de la conjuncién p y q.

Cuando se representa un circuito abierto en serie que deja pasar corriente, entonces de-

ducimos que ~ pA ~ q es falso.
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~P ~4q

fea| O oy | °
———O L O L a4

Figura 1.4: ~ pAn ~¢q

Circuitos en Paralelo

Consideramos dos interruptores conectados en paralelo:

P

4

Figura 1.5: p v q

De aqui tenemos el comportamiento de la conjuncion p o q.

Cuando se representa un circuito abierto en paralelo que no deja pasar corriente, entonces

deducimos que ~ pv ~ q es falso.

P

N B

Figura 1.6: ~ pv ~ ¢

| Bjercicios Resueltos |

o Determinar la menor expresion que representa el circuito dado:

a) Circuito:
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{pvigv(~gr~p}Ar~p Absorcién
={pvi~pvql}r~p Asociativa
={(pv ~p)vagtar~p Complemento
={Vvgnrn~p Identidad
=VA~p Identidad
=~D

Por lo tanto el circuito equivalente es:

~p

b) Circuito:

{prg)vI(~pr~a)val}ap Absorcién
={lprqg) vigv~pl}ap Asociativa
={[pArqg) vqglv~plap Absorcién
=(qv ~p) AD Absorcién
=pArg

Por lo tanto el circuito equivalente es:

p q

c¢) Circuito:
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P

. D q
H

q Y

Resolucion
[(~pA~q@vpvalripviena (ev ~p)]} Absorcién
=[(~pr~gvvdlripvg Negacién
=[~@vgvevolalpva Complemento
=Valpva Identidad

=pbVvy

Por lo tanto el circuito equivalente es:

d) Circuito:
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{pvarllra~gvigy ~r}vI(~rag v (ra ~q)] Negacion

={evaonrl~~rvgvi~rvglpvil~rag v(ra~q)] Complemento
={pvg) AV}v[(~rrq) Vv (rr ~q)] Identidad
=(pvavil~rrgv~(~rvq) Complemento
—(pva)v[(~rArq) v Absorcién
=(pvqg vigvr) Idempotencia

Por lo tanto el circuito equivalente es:

e Construir el circuito légico equivalente del esquema:

[(p—q) vp]Allp— q)v ~p]

[(p—q) vpIrllp—q)v ~p] Condicional
=[(~pvq vp]all~pVvgv ~Dp] Asociativa
=[(~pvp) vgl Al(~pv ~p) V] Idempotencia
=[(~pvp)vglal~pvdl Complemento
=V A[~pvd] Identidad
=~pvgq

Por lo tanto el circuito légico equivalente es:

e Desarrollar las siguientes inferencias légicas.
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a) Demostrar:

P

PQZ

Py

~(pvaq)
r—(pvq)

T v (s —p)

C:

~gn ~ 5§

Py

PQZ

Ps

P42

Ps
Fs

P
P,
Py

C:

~(pvq)
r—(pvaq)

T v (s —p)

Demostrar:

~p
qg—p

~TV(q

~T7r

: se deduce de la P; y P, mediante (MTT)

: se deduce de la P; y P, mediante (MTP)

: se obtiene al utilizar (LD) de la P,

: se obtiene al utilizar (S) en la Py

: se deduce de la Ps y P; mediante (MTT)
: se obtiene al utilizar (S) en la Py

: se deduce de la Py y Py al utilizar (A)

: se deduce de la P, y P, mediante (MTT)
: se deduce de la P3 y P, mediante (MTP)
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[ Examen de repaso j

o Simbolizar las proposiciones siguientes, diciendo claramente lo que representan las
letras maytsculas elegidas como simbolos. Para las proposiciones matematicas uti-

lizar los simbolos matematicos topicos.

a) Si el libro cuesta més de cien pesetas, entonces Roy no podra comprarlo

=3

O esta es la casa de Soledad o la direccién que nos han dado no es correcta.

o

)
)
¢) Se ha levantado aire y ha refrescado.
) Si x es menor que tres, entonces es menor que cuatro.
)

e) Six no esigual a cinco, entonces o es mayor que cinco o es menor que cinco.

Q Utilizando los simbolos dados, simbolizar las proposiciones siguientes. (No es nece-
sario escribir las proposiciones en castellano)
Sea
P = Juan ha venido demasiado pronto
() = Maria ha venido demasiado tarde
R = El Sr. Pérez esta enfadado
a) Si Juan ha venido demasiado pronto o Marfa demasiado tarde, entonces el Sr.
Pérez esta enfadado.

b) Si Marfa ha venido demasiado tarde, entonces Juan no ha venido demasiado

pronto.
c) O el Sr. Pérez estd enfadado o Maria no ha venido demasiado tarde.

d) Maria ha venido demasiado tarde y Juan ha venido demasiado pronto, y el Sr.

Pérez estd enfadado.

e) Siel Sr. Pérez no esté enfadado, entonces Juan no ha venido demasiado pronto

y Maria no ha venido demasiado tarde.
f) O Maria no ha venido demasiado tarde o Juan ha venido demasiado pronto

g) Si Marfa no ha venido demasiado tarde y Juan no ha venido demasiado pronto,

entonces el Sr. Pérez no esta enfadado
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e Completar las proposiciones siguientes eligiendo de entre las palabras escritas al
final la que esta definida por la proposicién dada.
a) La proposicién molecular que utiliza el término de enlace (y) es una.....................
b) La proposicién molecular que utiliza el término de enlace (no) es una........................

¢) Lacombinacion de una o mAjs proposiciones atémicas con un término de enlace

de proposiciones se denomina...................cc.........

d) En légica una proposicién completa que no tiene término de enlace se denomi-

e) La proposicién molecular que utiliza el término de enlace (si....... entonces.....)

se denoming ......coeeeveneenen..

f) La proposicién situada antes del término de enlace en una proposicién condi-

cional se denomina....................

g) La proposicién situada después del término de enlace en una proposicién con-

dicional se denomina.........cccovevvuvenen...

h) La proposicién molecular que utiliza el término de enlace (0) es una....................

Antecedente Conjuncion
Atémica Consecuente
Proposicién molecular disyuncién
Condicional Negacion
Equivalencias notables Tautologia

e Senalar el término de enlace dominante en las proposiciones siguiente. Indicar des-
pués cémo serd la proposicion en simbolos logicos y anadir los paréntesis donde sean
necesarios

a) No ocurre que, o Jaime es el més alto o Juan es el mds alto
b) Tomads no es nuestro representante y José no es nuestro capitan.
c) O [ estd antes que v y 6 estd antes que ¢ 0 yo no soy griego.

d) Antonio se marcha ahora y o yo iré con él o Pedro ird con él.
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e) Siel baile empieza a las seis, entonces nosotros llegaremos pronto y Pilar llegard

tarde.

e En algunas de las proposiciones siguientes son necesarios paréntesis para que corres-
pondan a las proposiciones moleculares indicadas en la izquierda. Poner los parénte-

sis en los lugares correspondientes cuando sean necesarios.
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Capitulo 2

TEORIA DE CONJUNTOS

2.1. Nocién de Conjunto

Intuitivamente un conjunto es la reunién, coleccion o agrupacién de objetos reales o
ideales, a estos objetos se les denomina _elementos del conjunto.
Los conjuntos generalmente se denotan con letras mayusculas A, B, C, ... Z y sus elemen-

tos separados por comas y encerrados entre llaves.

2.2. Determinaciéon de conjuntos

Todo conjunto puede determinarse de dos maneras:

2.2.1. Por extension

Cuando se mencionan uno a uno a sus elementos, o se da una idea de la sucesiéon de

ellos.

2.2.2. Por comprensién

Cuando se enuncia a sus elementos por medio de una propiedad o cualidad comun a
ellos y que es valida tinicamente a estos.
NOTA:

No todo conjunto se puede determinar por extension y comprension a la vez.
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Ejemplo 1 Consideremos:

Por Extension:
» A={a,e,i,0,u}
= B=1{1,3,57,9,11,13,15}
« O = {5,15,25,35,45,55,...}
Por Comprension:
» A= {x/x es una letra vocal}
» B ={y/y es un numero impar positivo Ay < 16}

» C = {10n + 5/nes un numero entero no negativo }

2.3. Relacion de Pertenencia

Un elemento pertenece (€) a un conjunto si forma parte de dicho conjunto. Un elemento

no pertenece (¢) a un conjunto si no cumple con la condicién anterior.
Ejemplo 2 Dado el conjunto A = {4,6,7,9} Entonces:

w 4e€ A (4 pertenece a A)

» 9e A (9 pertenece a A)

= 5¢ A (4 no pertenece a A)

2.4. Diagramas de Venn Euler

Son figuras geométricas cerradas que se utilizan para representar a los conjuntos; los

elementos de estos se representan por puntos dentro de la figura.

Ejemplo 3 Sea el conjunto A = {1,2,3,4}, entonces su diagrama de Venn Euler se

muestra en la figura 2.1.

Figura 2.1: Diagrama de Venn Euler del conjunto A
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2.5. Relacién entre conjuntos

2.5.1. Inclusion c

Se dice que un conjunto A esta incluido entro conjunto B, cuando todos los elementos

de A pertenecen a By se denota por A ¢ B. 2.2.

Figura 2.2: Inclusion: A ¢ B

Nota 1 Si A c B, luego se puede decir:

» A esta incluido en B
» A esta contenido en B

» A es subconjunto de B

Nota 2 Si algun elemento del conjunto A, no pertenece a B entonces decimos que A no

esta incluido en B y se denota

Ejemplo 4 Sean:

por A< B.

@ A = {z/xes un arequipenio},

B ={y/y es un peruano},
. A c B:“A esta incluido en B”.

9 M = {2,4,6},
N ={1,2,3,4,5,6,7},

SoM < N:“M es subconjunto N”.

e P ={a,b,c,d},
Q = {h7i7j7k}7

S P < Q:“P no es subconjunto Q7.

2.5.2. Igualdad

Dos conjuntos A y B son iguales cuando tienen los mismos elementos sin importar el

orden. Y se denota por: A =B
Se define:

A=B< AcBABcA
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2.5.3. Conjuntos diferentes (#)

Dos conjuntos son diferentes si uno de ellos tiene por lo menos un elemento que no

posee el otro.

Se define:
A#B< A¢Bv Bt A
EJERCICIOS
e Resolver para el vector incognita Solucién
Rta. (4,0)

2.5.4. Conjuntos comparables

Dos conjuntos A y B son comparables cuando sélo uno de ellos esta incluido en el

otro, es decir:

Ac BoBcA

NOTA:

Si dos conjuntos son iguales, entonces son comparables; lo contrario no siempre se

cumple.

2.5.5. Conjuntos disjuntos

Si dice que dos conjuntos son disjuntos cundo no poseen elementos comunes. Simbo-
licamente:

Ay B son disjuntos < dx/re Anx ¢ B

2.5.6. Conjuntos equipotentes

Dos conjuntos seran equipotentes cuando el niimero de sus elementos son iguales.
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2.6. Cardinal de un Conjunto

Es el numero entero, no negativo, que indica la cantidad de elementos diferentes de

un conjunto. El cardinal de un conjunto A se denota n(A).

Ejemplo 5 Tenemos:
A={7,4,6,3} > n(A) =4

B =1{2,4,6,8,10} > n(B) =5
C =1{6,4,4,6,4} - n(C) =2

2.7. Conjuntos especiales

2.7.1. Conjunto Nulo o vacio

Es aquel conjunto que carece de elementos y se le denota comunmente como: ¢ o {}.

Ejemplo 6 A = {x/z es un nimero entero A 3 < x < 4} es un conjunto vacio.

Nota 3 FEl conjunto vacio siempre esta incluido en cualquier conjunto. Esto es, sea A un

conjunto cualquiera, entonces ¢ < A.

2.7.2. Conjunto unitario o Singleton

Es aquel conjunto que tiene un solo elemento.

Ejemplo 7 El conjunto C = {x/z es un nimero entero n 3 < x < 5} es unitario.

2.7.3. Conjunto Universal o Referencial

Es un conjunto referencial dado que se elige de manera arbitraria de acuerdo a la
situacién particular que se esta tratando. Contiene a todos los conjuntos considerados y

se le denota generalmente por: U

Ejemplo 8 Dados los conjuntos A = {3,5,7,9}, B = {5,13,19,23}.Un Conjunto uni-

versal para A y B puede ser cualquiera de los siguientes conjuntos:

» U= {z/z es impar n x < 25}
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» U= {x/x es un numero entero positivo}

« U=1{1,3,579,...}

2.7.4. Conjunto de conjuntos 6 Familia de Conjuntos

Es aquel conjunto, que por lo menos tiene a un conjunto como elemento.

Ejemplo 9 A = {{3},2},B = {{1},{1,2}}

2.7.5. Conjunto Potencia

Dado un conjunto A, se denomina conjunto potencia de A al que esta formado por

todos los subconjuntos de A. Se le denota P(A).

Ejemplo 10 Dado A = {7,5,3}, los subconjuntos de A son:
¢, {7}, {5}, {3} {7, 5}, {7,3},{5,3} {7, 5,3}
Enonces el conjunto potencia de A es :
P(A) = {6 {7}, {5}, {3} ,{7,5},{7,3} .{5,3} ,{7,5,3}}
Observacion 1 Sin(A) es el cardinal del conjunto A, se verifica que:

n[P(A)] =2

Ejercicios Resueltos

o Sea el conjunto :
A= {12:{1}{1,3}: {o}}

Se tiene:

a).3eA—-—————————— —- » (pertenece es dentro de la llave-cita) F
b). {1} e A

c)geA—————————— —- » (mas bien debe estar incluido) F
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d). {1,2} e A Vv
e). {1} A F
f). {o}c A \Y%
g). {1, {1}} cA——————— --» ( c todo debe estar dentro del conjunto ) F
h). n(A) = F
. Cuantas proposiciones son falsas? Sol. 5

@ Dado el conjunto unitario
A={zx+y,z+2y—3;12}

Calcular: 2% + 32 Sol. 90

e Dados los conjuntos
U=1{1,2,3,4,5,...,15}
={zx/x€Z Az < 6}
B = {z/xe N A3 <z <206}
={z/xre N Az > 10}
Calcular n(A) x n(B) x n(c)

Cambiamos de representacion para los conjuntos A, B, C, esto es,
A=1{1,2,34,5)
=1{2,3,4,5}, puesv/3 = 1,73205 y v/26 = 5,0990
C = {11,12,13,14, 15}
Por lo tanto, n(A) x n(B) x n(c) = (5)(4)(5) = 100

@ Si los conjuntos A = {7,m+3} y B = {12,p— 4} son conjuntos iguales.
Hallar p +m

Si A = B, entonces tienen los mismos elementos, luego

p—4=7
m+3 =12
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Entonces p = 11 y m = 9. Por lo tanto, m + p = 20.

e Dados los conjuntos iguales A, B y C, hallar m +t + s (m,t,s € N). Si
A={15,12,9} ,B ={2m,m+ 3,15} y C = {s+ 2,12,10 + t}.

Como A = B, entonces se deduce que

2m =12
— m =06
m+3=9
Tambien, como A = C', se tiene que
s+2=9 s=7
10+t=15 t=5

Por lo tanto, m +t + s = 18

QO Si n[P(A4)] representa el numero de elementos del conjunto potencia de

A. Hallar n(A).n(B), si n|P(A)] =128 y n|[P(B)] = 512.

‘ Resolucion ‘
Como

nP(A] =128 [ nlP(A) =2 __ [ ) =7

n[P(B)] = 512 n[P(B)] = 2° n(B) = 9

Por lo tanto, n(A).n(B) = 63

@ Dado el conjunto A = {z + 2/x € Z,2? < 9}, calcule el numero de elementos

de A.

Determinamos el conjunto A por extension, tenemos

A ={z+2/vela® <9}
= {z+2/ze{-2,-1,0,1,2}}
={0,1,2,3,4}

Por lo tanto, n(A) =5
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e Para dos conjuntos comparables donde uno de ellos tiene 3 elementos
mas que el otro, se cumple que la suma de los cardinales de sus conjuntos

potencia es 576.
. Cuantos subconjuntos tiene la uniéon de ellos?

Se tiene los conjuntos comparables, donde: B < A

o n[P(A)]+n[P(B)] =576
e n(Ad)=n(B)+3

Reemplazando
2UA) 4 on(B) — 576
on(B)+3 4 on(B) = 576
23 x 2mB) 4 on(B) = 576
9 x 2UB) = 576
2n(B) — 96

Entonces:

e n(B)=6

e n(A)=9

Si:

Bc A= AuB=A
S.n[P(Au B)] =2° =512

Q Dados los conjuntos A, B y C y los siguientes datos:
n(A x B) = 84

n(Bx C) =098
n(A) +n(C) = 26

Calcular el nimero de subconjuntos propios de B.
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n(A x B) = 84
n(B x C) =098

Sumando los dos se tiene:

n(A x B) +n(B x C)
n(A) x n(B) + n(B)
n(B) [n(A) +n(C)

) (2
B

n(C

X
n(B

~—~
(@)

n
n

)
]
)
)
(B)

sub conjuntos propios de B

182
182
182

182
182
26

PG|
27— 1
128 —1

127
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Ejercicios Propuestos

0 Dados:

A={a®>+ bV +c*d+e}
B={c*+1;d—e+4;5}

Si: A = B; A es unitario, ¢ > a > b y son no negativos.

Hallar: a +b+c+d x e

Q Sean los conjuntos:

U={z/reZ 1<x<9}
A={2z/reZ, 1<z <4}
B={2x—-1/zreZ,1 <z <5}
C = {4;5;6}
Hallar un subconjunto N de U tal que:

NcC NcA NCcB

Entonces se puede afirmar que:

o

a). La solucién para N es tnica.
). Hay exactamente 2 soluciones.

o

). Hay mas de 3 soluciones.

o,

). Hay exactamente 3 soluciones.

e). No hay solucién.

Sol. Hay 3 soluciones
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2.8. Operaciones entre Conjuntos

2.8.1. Union 6 Reunion

La unién de dos conjuntos A y B es el conjunto formado por la agrupacién de todo

los elementos de A con todos los elementos de B. Se denota A U B y se define:

AuB={z/re AvzeB}

PROPIEDADES

1. AuB=BuUA

2. (AuB)uC=Au(Bu()

3. AvA=A

4. AuvU=U

D. Augp=A

Ejemplo 11 Dados A = {6,8,2}, B = {3,7}, entonces:

AU B = {2,3,6,7,8}

Diagramas:
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2.8.2. Interseccién

La interseccién de dos conjuntos A y B es el conjunto formado por los elementos que

pertenecen a los dos conjuntos a la vez. Se denota A n B y se define:
AnB={x/xre Arxe B}

PROPIEDADES

1. AnB=BnA

2. (AnB)nC=An(BnC(C)
3. AnA=A

4. AnU=A

5. And=0o

Ejemplo 12 Dados A ={1,3,5},B = {2,3,4,5,6}, entonces:
AnB={3,5

Diagramas:

AnB AnB=2¢ AnB=B

2.8.3. Diferencia

La diferencia de dos conjuntos A y B (en ese orden); es el conjunto formado por los

elementos que pertenecen a A, pero no a B. Se denota por A — B y se define:

A—B={x/xre Arx¢ B}
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PROPIEDADES

1. A—B#B—-A
Ejemplo 13 Dados A = {6,8,4,7,2} ,B = {3,4,5,6,7}, entonces:
A—B=1{872

Diagramas:

2.8.4. Diferencia Simétrica

Dados dos conjuntos A y B, la diferencia simétrica de ellos es el conjunto formado por

los elementos que pertenecen a A o B pero no a ambos. Se denota por AAB y se define:

AAB ={z/xe (A—B)vaxe (B—A)}

PROPIEDADES
1. AAB=(A-B)u(B—A)
9. AAB=(AUB)—(AnB)
3. AAA=¢

4. AALN¢p=A
Ejemplo 14 Dados A ={6,4,2,8},B = {3,4,5,6,7}, entonces:

AAB = {2,8,3,5,7}
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Diagramas:

U U

AAB AANB=AuB AAB

2.8.5. Complemento

El complemento de un conjunto A, es el conjunto formado por los elementos del con-

junto universal U que no pertenecen a A. Se denota por A¢, A’ A, C(A) y se define:

A ={z/freUnrx¢ A} =U-A

PROPIEDADES
. A)Yy=A4
2. ¢ =U
3 U =¢

4. AUVA =U
5. AnA =¢
6. (AuB)=AnB

7. (AnB)=AUB

Ejemplo 15 Dados U = {x/x € Z* A x < 8}, A = {2,3,5}, entonces:

A ={1,4,6,7}
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Diagramas:

2.9. Relaciones con Cardinales

1. Si Ay B son disjuntos:
n(A v B) =n(A) + n(B)

2. Para dos conjuntos cualquiera A y B:
n(Au B) =n(A) +n(B) —n(an B)
3. Para tres conjuntos cualesquiera A, B y C"

n(AuBuC) =n(A)+n(B)+n(C)—n(AnB)—n(AnC)—n(BnC)+n(AnBnC)

Ejercicios Resueltos

D SiPuQ={abrcde},P—Q={de},PnQ={c}. Calcular n(Q — P) + n(Q)
‘ Resolucion ‘

Segtn las condiciones del problema se tiene la figura.

P Q
Luego se tiene:

n(@Q — P) =2

n(Q) =3
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Entonces: n(Q — P) +n(Q) =5

e SiA= {aab7cad7€7fvg} 7B = {f,b,c,h,i,j},c = {a,c,e,i,kz,l},D = {aabaduﬁk?iaj}'
Hallar C'n [D — (A n B)]

Resolucion

AnB={bc [}
D —(An B) ={a,d, k,i,j}
Luego:

Cn[D—(AnB)] ={a,ik}

© Sin(AnB) =2 n(AuB) =14, n(A— B) = 7. Hallar n(A) — n(B)

Resolucion

De las condiciones del ejercicio se tiene la figura.

Entonces

n(A)—n(B)=9—-7=2

e De un grupo de 100 alumnos, 49 no llevan el curso Matematica y 53 llevan el curso
de Fisica. Si 27 no llevan ninguno de estos cursos.; Cuantos llevan uno, y solo uno

de los cursos?

Resolucion

Para resolver el problema consideramos la figura.
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100

Datos:

-

a+b+c+d=100
c+d=49
b+c=53

| d=27

Sid=27— c=22,luego si c =22 — b = 31. Por lo tanto,
a+b+c+d=a+53+d=100 - a =20

Finalmente, llevan solo un curso: a + ¢ = 42

e De un grupo de 65 alumnos: 30 prefieren lenguaje, 40 prefieren matematica y 5

prefieren otros cursos. ;Cuantos prefieren matemaética y lenguaje?

Resolucion

Se tiene del grafico:

V—z+2+40—-24+5 = 65

—r = 65—75
—x = —10
z = 10
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10 prefieren los dos cursos.

e De 50 estudiantes encuestados: 20 practican solo fitbol, 12 practican fatbol y na-
tacién y 10 no practican ninguno de estos deportes. ; Cudntos practican natacion y

cuantos solo natacién?

Resolucion
50
fatbol natacién
10
Del gréfico se tiene:
20+124+ 2410 = 50
r = 50—42

r = 8

Practican Natacion = 1248 =20

Practican solo Natacién = 8

0 En una reunion de profesores de ciencias: 47 eran de matematica; 40 eran solo de
fisica y 4 no ensenaban ninguno de estos cursos. ;Cuantos profesores integran la

reuniomn?

Resolucion

M =47 Fisica
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Del grafico se tiene:

AT—x+x+404+4 = y
91 =y
La reunién integral 91 profesores.

Q De 200 lectores: 80 leen la revista A y B; 110 son lectores de la revista B. ; Cuantos

leen solo la revista A7 Sol:90

‘ Resolucion ‘
200
A B
Del grafico se tiene:
r+80+30 = 200

xr = 200-110

zr = 90

90 Leen solo la revista A.

Q En una asamblea de 70 integrantes de un club: 45 son estudiantes; 48 trabajan; 8

no trabajan ni estudian. ;Cuéntos trabajan, pero no estudian?

Resolucion
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Del grafico se tiene:

dH+x+8 = 70
xr = T70—-53

rx = 17

Solo trabajan 17 personas.

@ En una pena criolla trabajan 32 artistas, de estos: 16 bailan; 25 cantan y 12 cantan

y bailan. ;Cuantos artistas no cantan ni bailan?

Resolucion
32
C=25 B =16
x
Del gréfico se tiene:
4+12+134+2 = 32
r = 32-29

r = 3

3 no cantan ni bailan.

@ De un grupo de 110 personas: 70 hablan ingles, 20 no hablan ni ingles ni francés;
el numero de los que hablan francés es el doble de los que hablan solamente ingles.

. Cuantos hablan ingles y francés?

Lc. Raul Champi Apaza 67 M.Sc. Roger Ccama Alejo




I1="70 F =2
20
Del gréfico se tiene:
20+ +20 = 110
3x = 90
x = 30

70 —2=70-30
70 — 2 = 40 hablan los dos idiomas.

@ De 75 alumnos de un aula, los 3/5 usa reloj; 1/3 de los alumnos solo usa anteojos;

los 2/5 usa anteojos y reloj. {Cudntos no usan anteojos ni reloj?

Resolucion
.3
Reloj = 5(75) =45 Reloj =45
1
Solo anteojos = 5(75) =25 = 4 Solo anteojos = 25
2 . .
Anteojos y reloj = 3(75) =30 Anteojos y reloj = 30
75
R =45 A
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Del grafico se tiene:

45425 4+x = 75
r = T75—-70
r = b

5 no usan anteojos ni reloj.

@ A una reunion asistieron 80 personas de las cuales 32 no cantan, pero si bailan y 24
no bailan, pero si cantan. Si el niimero de personas que no cantan ni bailan es el

doble del niimero de personas que cantan y bailan. ;Cuantas personas no cantan ni

bailan? Sol:16

Resolucion

80

2x

Del gréfico se tiene:

24+2+32+2x = 80

3r = 80—56
3r = 24
r = 8

2z = 2(8) = 16 personas no cantan ni bailan.

@ De un grupo de turistas: 31 visitaron el Callao, 29 visitaron Trujillo, 34 visitaron
Cusco, 38 visitaron solo y nada mas que 1 lugar, 22 visitaron exactamente 2 lugares.

., Cuantos visitaron los 3 lugares y cuantos eran en total?
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Para resolver el problema consideremos la figura 2.3.

(AN
\_

Cusco

Collao

Figura 2.3:

at+tm+n+z=31

b+n+p+z=29
c+m+p+ax=34

sumando miembro a miembro

(a+b+c)+2(m+n+p)+3z =94
38+2(22)+3x =94 —->zx=4

Luego, visitaron los tres lugares 4 turistas. Y como
a+b+c+m+n+p+r=38+22+4=064

Eran en total 64 turistas.

@ De 110 personas que leen por lo menos dos de las tres revistas A,B y C se observa
que 40 leen las revistas A y B, 50 leen A y C, 60 leen B y C. ;Cuantas personas

leen las tres revistas?

b+n =40

a+n=2>50
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Figura 2.4:

c+n =060

Sumando miembro a miembro
(a4+b+c)+3n=150(1)

Por otro lado, de la figura 2.4, se tiene
(a4+b+c)+n=110(2)

Haciendo: (1)-(2)
2n =40 - n =20

Luego, leen las tres revistas 20 personas.

@ En un salon de clase, formado por 35 alumnos, entre los hombres y mujeres, 7
hombres aprobaron matemética, 6 hombres lenguaje, 5 hombres y 8 mujeres no
aprobaron ninguno de estos cursos, 3 aprobaron los 2 cursos y 11 aprobaron so-
lo matematica. Si hay 16 hombres en el salén. ;Cuantas mujeres aprobaron solo

lenguaje?

Para resolver el problema consideramos la figura 2.5. De las condiciones del problema
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z L
]
Hombres
a ] o
. d e f
Mujeres
g
Figura 2.5:

( [
at+b="7 a=2>5
b+c=6 b=2

1 b+e=3 —> 4 c=4
a+d=11 d="6

ka—i—b—i—c—i-5=16 kezl

Como el total de alumnos es 35, se tiene

5+8+a+b+c+d+e+f=5+8+5+24+4+6+1+f=35—f=4

Luego, aprobaron solo lenguaje 4 mujeres.

Ejercicios propuestos

o Una persona come huevos o queso en su desayuno: cada manana durante el mes de
Julio. Si come queso 25 mananas y huevo 18 mananas ; Cudntas mananas come

huevo y queso?

Q Se hizo una encuesta en una sala de la biblioteca, para libros; y se obtuvo el siguiente

resultado:

60 7 leen el libro A

50 7 leen el libro B

50 7 leen el libro C

30 7 leen el libro Ay B

» 20 / leen el libro By C

30 7 leen el libro Ay C
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= 10 7 leen los tres libros.

a) { Qué porcentaje leen exactamente dos libros?

b) ( Qué porcentaje no leen ninguno de los tres libros?

e En una encuesta realizada en un grupo de 100 estudiantes de un instituto de Idiomas,
se obtuvo el siguiente resultado: Estudiaban ingles, 28; portugués, 30; francés, 42;
ingles y portugués, 8; ingles y francés, 10; portugués y francés, 5; los tres idiomas,

3. Se pregunta:

a) ¢ Cudntos estudiantes no aprendian ningin idioma ?

b) ; Cuantos estudiantes tenian el francés como tnico idioma de estudio?

e De 60 deportistas se observa que 24 de ellos practican fitbol, 26 practican basquet y
25 practican voleibol; 13 practican futbol y basquet; 10 practican basquet y voleibol,
9 practican futbol y voleibol. Si 6 practican los 6 deportes. ;Cudntos no practican

ninguno de estos deportes? Sol:11

e En una encuesta realizada a un grupo de 100 estudiantes de un instituto de idiomas
se obtuvo el siguiente resultado: 28 estudian espanol; 30 estudian aleméan; 42 estudian
frances; 8 estudian espanol y aleman; 10 estudian espanol y frances; 5 estudian
aleman y frances; 3 estudian los tres idiomas. ; Cuantos estudiantes toman el frances

como unico idioma de estudio? Sol:30

e Una encuesta realizada entre 82 madres de familia arrojo el siguiente resultado:
43 saben costura; 47 saben reposteriAa; 58 saben tejido; 19 saben costura y re-
posteriAa; 28 saben costura y tejido; 30 saben reposterl'Aa y tejido; 11 saben las

tres ocupaciones. ;Cuantas amas de casa saben solo una de las tres especialidades?

Sol:27

0 De 185 lectores de revistas: 47 leen la revista A; 53 leen la revista B; 65 leen la
revista C; 15 leen las revistas Ay B: 13 leen las revistas B y C; 5 leen las revistas

A, By C; 17 leen las revistas A y C. ;Cudantos leen la revista A, pero no la revista

B? Sol:32
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e En una academia de computacion se observa que todos los que estudian Pascal,
estudian Cobol; 15 estudian Pascal, Cobol y Basic; 60 estudian Basic; 80 estudian
Cobol. La cantidad de los que estudian Cobol y Basic pero no Pascal es el doble
de los que estudian solo basic y su vez es el triple de los que estudian solo Cobol.

. Cuantos estudian Pascal pero no basic? Sol:11

Q En un congreso internacional de medicina donde solo asistieron cardiélogos se de-

batio el problema de la eutanacia, planteandose una mocion:

115 Europeos votaron a favor

75 cardiologos votaron en contra

60 Europeos votaron en contra

80 cardiologos votaron a favor

Si el numero de cardiologos europeos excede en 30 al numero de americanos de
otras especialidades y no hubo abstenciones. ; Cuantos médicos participaron en el

congreso? Sol: 300
@ El registro central de la UNA proporcioné los siguientes datos con respecto a un

grupo de 200 estudiantes del primer ciclo:

105 estan inscritos en Matematica Basica, 115 en Calculo I y 75 en Fisica I; 65
estan en Matematica Basica y Célculo I, 35 en Fisica I y Matematica Basica, 30 en
Caélculo I y Fisica I y 20 estan inscritos en los tres cursos. Determine el nimero de
alumnos que estan inscritos en:

a) Matemética Bésica pero no en Fisica

b) Exactamente dos de los tres cursos

¢) Solamente en uno de los tres cursos

d) No estén inscritos en ninguno de los tres cursos.

@ Dados los conjuntos A, B y C' contenidos en el universo U , simplificar:
{[Av(BnCO)] = (BnA)}n[Au(BAC)] Rta. A

@ n n(U) =44
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s n[(AAB)— A =8
s n[A—(BUC)] =8
« n(AABAC)=5
« n(C) =19
s n[(BuC)— Al =2
s (A B AC") =4
Hallar: n(A) Rta. 7

@ Simplificar la expresién conjuntista:
[An(CAA)U[(BNC)YnAlu|Bu(An B Rta. Au B

@Si:
A={$;3GZ/1<x<3}

B:{x/er/\3<IT+7<8}

Determinar: n[P(A)] + n[P(B)] Rta. 513

@ ;, Cuantos de los 1600 estudiantes de ESFA estan inscritos en teatro pero no en
canto 7 sabiendo que: 600 estan inscritos en teatro, 650 en canto, 250 en teatro y
baile, 350 en canto y baile, 200 3n teatro y canto, 950 en baile, 150 llevan los tres
CUursos. Rta. 400

@ Sean los siguientes conjuntos:
3, (T 3r +5
A= 5—:5/(5) N, d< T <13
B={a"+1/VTx €Z, 2T <z —1<62}
Sea: FE = n|P(A A B)]. Calcular la suma de cifras de expresar £ — 1 en base 8.
Rta. 21

@ Dado los conjuntos binarios:

A={a+ba—>b,06,16}

2 b2_
p={%* ,cd,c+d}

Hallar la suma de todos los valores de R. Si R=a xc+bxd Rta. 73
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@ Soledad en su cumpleanos observa que: 13 de sus invitados tenian 15 anos, 26 invi-
tados eran hombres, 13 mujeres tenian 18 anos, 34 invitados no tenian 18 anos. si

en total habian 55 invitados. Hallar cuantos hombres tenian 18 anos. Rta. 8
@ Ay B son dos conjuntos tales que:

» n(Au B) =12
» n(AnB)="7

» n(A)=n(B)+1

Ademds : n(A— B) =n[(Au B)]

i, Calcular cudntos subconjuntos propios tiene A" 7 Rta. 31

@ Sean A, By C tres conjuntos contenidos en un universo finito de 60 elementos si se

cumple que:

« n[(B—C)u(C - B)] =40

» n[A—(BuC)] =10

Ademas la interseccién de los tres conjuntos tienen 5 elementos, el conjunto

B nC n A’ es vacio. j Cuantos elementos tiene el conjunto A’ n B’ nC’" 7 Rta. b

@ En un momento dado de una fiesta se observa lo siguiente: 8 bailan y beben si-
multaneamente, 7 beben en el jardin, 9 bailan en el jardin. entre las personas que
bailan y las personas que beben suman 25. Contando a las que bailaban o estaban
en el jardin se obtuvo 22. Quienes bebian o estaban en el jardin eran 21. ; Cuantas
personas habian en la fiesta si 2 estaban en el jardin, pero no bailaban ni bebian y

3 ni bailaban ni bebian ni salian al jardin ? Rta. 30

@ Se disponen de 6 tipos de vinos, los cuales se combinan para obtener sabores distintos
a los que se tiene. ; Cuantos nuevos sabores se podran obtener. si al mezclar siempre

se realiza con una misma cantidad de cada vino ? Rta. 57

@ De 69 personas que asistieron a un complejo deportivo se supo que 29 practican
atletismo, 32 practican baskett, 25 practican ciclismo, 7 practican atletismo y bas-

kett, 12 practican atletismo y ciclismo, 11 practican baskett y ciclismo. ; Cuantas
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personas practican los 3 deportes, si 10 no practican ninguno de los deportes ?

Rta. 9

@ Si:
» n|P(A)] =n[P(B)] = 256

= n[P(C)] = n[P(D)] = 32

Ademas se sabe que el nimero de elementos de A U C' es el mayor posible e igual a

a”y el nimero de elementos de B n D es el mayor posible e igual a “b”. Calcular

“a’y “b” Rta. 13y 5

@ Sabiendo que:

« n(U) = 200
= n(A) =80
- n(B) = 82
« n(C) =78

» n(An B) =236
] n(BmC)=32
s n[(AuC)—(AAC)] =34

»n[(AuB)—(AuC)] =21
Calcular: n[(Au B) A (Bn C)] Rta. 94

@ Se tiene los conjuntos:
A={a*+1,3a -1}
B={3z+y,z—y+38}
que son conjuntos unitarios. Calcular: S =a+2x +y
Sia,z,yeZ.

Dar como respuesta la suma de los valores que puede tomar “S ”. Rta. 11
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Capitulo 3

SISTEMA DE NUMEROS REALES

Llamamos nimeros reales al sistema formado por un conjunto IR, Empezamos con

una situacion practica que ilustra el proceso de ntimeros reales.

Numeros racionales Nimeros irracionales
L, _3, 46, 0.17, 0.6, 0.317 b 5.3, w3
Tk , WL/, U.0, U, \'-+\'+\"-eﬂ'f7_—3
Enteros Niimeros

naturales

coe=r = =11 T e

Figura 3.1: Grafica del sistema de los niimeros reales

Definiciones

= Conjunto de los nimeros naturales: N = 1;2;3;4;5;6; ...
= Conjunto de los niimeros enteros: Z = ... — 3; —2; —1;0; 1; 2; 3;4; ...

= Conjunto de los niimeros racionales: son aquellos nimeros que pueden expre-
sarse como el cociente de dos enteros, donde el denominador no es cero.

Q= {% a,beZ, b# o} — {0,32; 5,313131; 7,422; z; }

= Conjunto de los niimeros irracionales: Son aquellos niimeros que no pueden

ser convertidos en fraccion. Tienen una cantidad infinita de decimales no periédicos.

{3 abez bro} = {va V3 m .}

79



| Bjercicios Resucltos

o Dé un ejemplo de:

a) Un ndmero natural
b) Un entero que no sea nimero natural
¢) Un numero racional que no sea entero

d) Un nimero irracional
e Mencione los elementos del conjunto dado que sean:

a) numeros naturales
b) ntmeros enteros
¢) numeros racionales

d) ndmeros irracionales

292 ~ 1
A= {1; —12;20; = 0. 645; v/5; 3,45; — \/5}

7
B = {2. 002; 0. 555...; E; —17; 17, 1—7; V49; 1. 1415; g}
2 19 6
PROPIEDADES
1. Conmutativas.
a) a+b=b+a
b) a-b=0b-a
2. Asociativas.
a) (a+b)+c=a+({b+c)
b) (a-b)-c=a-(b-c)
3. Distributivas.
a) a-(b+c)=a-b+a-c
b) (b+c¢)-a=a-b+a-c
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| Bjorcicios Resueltos |

o Complete cada enunciado y mencione la propiedad de nimeros reales que haya

empleado.

a) ab=_________________ ; Propiedad _____

b) a+(b+¢)=____ ; Propiedad =~
c) ab+e)=—____ ; Propiedad -~

a) 7T+10=10+7__

b) 2B3+5) =(B+5)2

¢c) e+y+2)=@+y)+z
d) 5(m+n)=bm+5n;

e) Qw+3)5=10w+15;

f) z+y)la+b)=@+ya+(x+y)b;
e Reescriba la expresién usando la propiedad dada de los niimeros reales.

a) Propiedad Conmutativa de la adicién, w +20=_________
b) Propiedad Asociativa de la multiplicacién, 6(2m) =_________
¢) Propiedad Distributiva, x(3+7) =____________

d) Propiedad Distributiva, 3m+3n=__....._____ _

3.1. Adicion

El nimero 0 es especial para la adicion; recibe el nombre de identidad aditiva porque
a+ 0 =0+ a = a para cualquier nimero real a. Todo nimero real a tiene un negativo,

—a, que satisface a — a = 0.

| Bjercicios Resueltos |
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0 Uriel se ha preparado durante toda su vida, invirtiéo 2 anos en el nivel preescolar,
6 en primaria, 3 en secundaria, 3 en el bachillerato, 5 més en la licenciatura vy,

finalmente, 3 anos en un posgrado. jDurante cuantos anos estudié Uriel?

Resolucion

9 Luis gané s/.1 500 en febrero, s/.3 500 en marzo, s/. 2 800 en abril, s/. 2 200 en el

siguiente mes, jcuanto dinero gand en total?

Resolucion

e Carlos nacié en 1978, a la edad de 26 anos se gradud en la carrera de ingenieria y 2

anos después se caséd. jEn qué anos se verificaron estos 2 sucesos?

Resolucion

@ Efrain nacié en 1960. A los 28 anos, contrajo matrimonio y tres anos después de
casarse, nacié su unico hijo. Efrain fallecié cuando su hijo tenia 14 anos. ;En qué

ano sucedid su fallecimiento?

Resolucion

Para determinar el ano del fallecimiento de Efrain, sumamos los anos correspon-

dientes a los eventos significativos de su vida a su ano de nacimiento:
Ano de fallecimiento = 1960 + 28 + 3 + 14 = 2 005
Por lo tanto, Efrain falleci6 en el afio 2 005.
e Para viajar de una ciudad a otra, un automovil completa el trayecto en tres etapas:

recorre 210 kilémetros en la primera, 180 kilémetros en la segunda y 360 kilémetros

en la tercera. ;Cuadl es la distancia total entre ambas ciudades?

Resolucion

Para calcular la distancia total entre las dos ciudades, sumamos las distancias reco-

rridas en cada una de las tres etapas del viaje:
Distancia total = 210 + 180 + 360 = 750

Por lo tanto, la distancia total entre las dos ciudades es de 750 kilometros.
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e El automovil lider en una carrera ha recorrido 640 kilémetros. Si aun le faltan 360
kilometros para llegar a la meta, jcudl es la distancia total que deben recorrer todos

los automoviles para completar la competencia?

Resolucion

Para determinar la distancia total de la carrera, sumamos la distancia que el au-

tomévil lider ya ha recorrido con la distancia que le falta para llegar a la meta:
Distancia total = 640 4+ 360 = 1 000

Por lo tanto, la distancia total que deben recorrer todos los automéviles para com-

pletar la competencia es de 1 000 kilémetros.

0 Una editorial publica 12 000 ejemplares de un libro de algebra lineal, 8 000 ejempla-
res de uno de geometria analitica y 10 700 ejemplares de uno de calculo diferencial

e integral. ;Cual es el nimero total de ejemplares publicados en las tres areas?

Resolucion

Para encontrar el nimero total de ejemplares publicados en las tres dreas, sumamos

las cantidades de cada tipo de libro:
Total de ejemplares = 12 000 + 8 000 + 10 700 = 30 700
Por lo tanto, la editorial ha publicado un total de 30 700 ejemplares de libros en las

tres areas de matematicas.

@ En el desayuno, una persona consume un jugo de naranja con 20 calorias, huevos
fritos con 800 calorias, una rebanada de pan con 50 calorias y un coctel de frutas

con 150 calorfas. ;Cudl es el total de calorias ingeridas?

Resolucion

Para calcular el total de calorias consumidas en el desayuno, sumamos las calorias

de cada alimento:
Total de calorias = 20 + 800 + 50 + 150 = 1020

Por lo tanto, la persona consume un total de 1020 calorias en el desayuno.

Q Un destacado jugador de futbol nacié en 1966. A los 17 anos, gan6 el mundial juvenil;

a los 24, el mundial de primera categoria. Cuatro anos mas tarde, jugd y perdié una
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final de campeonato mundial. Tres anos después de ese evento, decidid retirarse del

fatbol. jEn qué ano se produjo su retiro?
S i
Ano de retiro = 1966 + 17 + (24 — 17) + 4 4+ 3 = 1997
Por lo tanto, el jugador se retird en el ano 1997.
@ En un dia en la Antartica el termémetro marca una temperatura de 35°C bajo

cero y el prondstico meteoroldgico indica que en las siguientes horas la temperatura

descendera 18°C mas, jcudl es la nueva temperatura que registrara el termometro?

Resolucion ‘
Temperatura Inicial + descenso de temperatura = —35°C' — 18°C' = —53°C.

Por lo tanto, la nueva temperatura que registrara el termdémetro serd de —53°C.

@ En los ultimos cuatro meses, una empresa ha registrado pérdidas por los siguientes
montos: S/. 330,000; S/. 225,000; S/. 400,000 y S/. 155,000. ;Cuél es el monto total

acumulado de estas pérdidas?

Resolucion ‘

Para resolver la suma total de las pérdidas de la empresa en los ultimos 4 meses,

simplemente sumamos cada una de las cantidades reportadas:

330 000 +
225 000
400 000
155 000

1 110 000

Por lo tanto, el monto total de las pérdidas asciende a s/. 1 110 000.

3.2. Sustraccion

La sustraccién es la operacion que deshace a la adicion; para sustraer un nimero de

otro, simplemente sumamos el negativo de ese nimero. Por definicién a + (—b) = a — b.
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Para combinar niimeros reales con niimeros negativos, usamos las siguientes propiedades.

PROPIEDADES
1. (-1)a=—a
2. —(—a)=a

5. —(a+b)=—a—0b

6. —(a—b)=—a+b

[ Ejercicios Resueltos ]

o Si una persona tiene una deuda de s/. 6,000 en su tarjeta de crédito y realiza con
ella un pago de s/. 2,500, pero el banco cobra s/. 500 en concepto de intereses y

recargos, cudl serd el saldo pendiente en la tarjeta?

Los adeudos de la persona se representan con cantidades negativas; entonces, para

obtener su nuevo saldo se efecttia la siguiente operacion:

—6 000 +
—2 500
— 500

-9 000

El signo negativo del resultado indica que la persona le adeuda al banco es s/. 9000

o I
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3.3. Multiplicacion

El ntimero 1 es especial para la multiplicacion; recibe el nombre de identidad multi-
plicativa por que a - 1 = a para cualquier niimero real a. Todo ntimero real a diferente de

. 1 . 1
cero tiene un reciproco, —, que satisface a - — = 1.
a a

3.4. Division

La division es la operaciéon que deshace a la multiplicacion; para dividir entre un
nimero, multiplicamos por el reciproco de ese niimero. Si b # 0, entonces, por definicion.
1

a
~-b=q -— = —
a a b

f=p)

a es el numerador y b es el denominador (o divisor). Para combinar nimeros reales

usando la operacion de division, usamos las siguientes propiedades.

PROPIEDADES
Lo _ac
b d bd
a ¢ a d
237470 ¢
3'g+_:a+b
c c
4 g_i_f_ad—i—bc
b d b
5 ac _a
" be b

6. Si % = 2, entonces ad = bc

I[Ejercicios Resueltos ]

o Ejecute las operaciones indicadas.

2) 2+4_
3 5 T
1 1
h -\ ——=
) 3 4
3 1
C) 1—54-3— 7777777777777777777777

Lc. Raul Champi Apaza 86 M.Sc. Roger Ccama Alejo



e) 0
2+5
3 3 _

f) R
3
5

g) ng ——————————————————————
35

3.5. La recta real

Los numeros reales pueden ser representados por puntos sobre una recta, como se
muestra en la Figura. La direccién positiva (hacia la derecha) estd indicada por una
flecha. Escogemos un punto de referencia arbitrario 0, llamado el origen, que corresponde

al nimero real 0.
T<T4<75 - < =3 DD

Los niimeros reales son ordenados. Decimos que a es menor que b y escribimos a < b
si b — a es un nimero positivo. Geométricamente, esto significa que a esta a la izquierda
de b en la recta numérica, o bien, lo que es lo mismo, podemos decir que b es mayor que

a y escribimos b > a.

3.6. Valor absoluto y distancia

El valor absoluto de un nimero x, denotado por | x |, es la distancia de x a 0 en la
recta de numeros reales. La distancia es siempre positiva o cero, de modo que tenemos

| z |= 0 para todo numero x.

Definicion

Si x es un numero real, entonces el valor absoluto de z es.
x , st x=0

|z [= ,
—T , stz <0
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Propiedades del Valor Absoluto

1. |z| =0,VzeR

4. |z -y = |z|ly]
5. |z|* = 2?

6. |z| = Va2

T

Y

X
:u y#0

Y|

8. lx+y|<|z|+|y] (Desigualdad Tri

angular)

Propiedades Basicas para Resolver Inecuaciones

Lijgl=y = W=20)A=yve=—y)

2. lz|=ly e x=yvre=-—y
3.8(y=0y|r|<y & -—y<w<y
4. 8zl z2y o axzyve<-—y

5. VzeR, x| =y < 2*<y

BIBMPLOS

o Evalie cada expresion.

a) | 400 |= 400

[ V3-5]=5-+3
|3—7m|=71—-3

C

)
b) |-T|=7
)
d)

g—j

e) |7T—VT|=7-V7
1 1

T T
2 — — 2 — —
| 2| 2

®) 13-15-6[=3-1=2

f)

esolver las siguienfes inecuaciones polinomicas:
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OEvalﬁe.
8) V2| -2]45] —v2|=2v2+5v2 = Tv/2
b) [V3—=2]+|V3-1]=2—-V3+V/3-1=1
¢) |7—=5|—-|-2|=b—-71—-2=3—7

d) |3-=V5|-]vV5-2=3-v5-V5+2=5-25

@ Resuelva las ecuaciones siguientes para .

a) |3—7Tr|=4

b) |2z +5|=7

Distancia entre puntos sobre la recta real

Si a y b son nimeros reales, entonces la distancia entre los puntos a y b sobre la recta
real es.

d(a.b) =|b—a|

[Ejercicios Resueltos ]}

0 Encuentre la distancia entre los nimeros dados.

a) 2y8 = d=|8—2|=6
b) —Ty3 = d=|3—(-7)|=10
c) 2y7 = d=|7T—-(-2)|=9

d) -Ty-3 = d=|-3—(-T)|=4

) T3 g (T |_§
39 —1y 3/ 15 7%

@ Exprese cada decimal periédico como una fraccion.

a) 0.2 = 2 d) 1.6
9
.12 4 .
b Q=" = — 6.14
) 0 99 ~ 33 °
254 -
0.254 = =

c) 999 f) 5.323
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3.7. Maximo entero
Definicién

El MAXIMO ENTERO es un nimero real x, denotado por

los niimeros enteros menores o iguales a x, es decir.

[z =n <= n<zx<n+1 neZ

PROPIEDADES

L. [z =2 ezeZ

N

1l = [

@

[z +n]] = [z] +n, paratodoneZ

;.l;

N <sn =r<n+1

(S8

el <n =z <n

&

[z =2n <=2z =n

=~

el >nez]lzn+l =S ax=n+1

Ejercicios Propuestos
D =] =14
Q[lz|-22]=0

o]

[|z] -2
Q &]]:_1 , —l<z<1
3—=x

"5+x]]
) <1
|5 —x
|z | -1

Q="

[[z]], es el mayor de todos
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[Ejercicios Resueltos j

Q v 2= [3- 2|

r—2=3—-2x v r—2=-3+2x
3r =25 v l==x
5
= - =1
T 5 v T

4 |y =
e Si la expresion A = 4z + 7] — |z — 7|
x

(2,5); halle dicha constante.

tiene de respuesta una constante, para x €

Analizamos cada valor absoluto, primero [4x + 7|

7
4 7 = ——
T+ 1 T 1

|4z 4+ 7| =

7
—4x — T, < —-
x ;o 1

Luego de |z — 7|

Entonces para x € (2,5)

A+ 7 (T—2) 4+ T7—-TH+x 5z
B T B T T

A
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.". El valor de la constante es 5.

o Hallar el valor de A = ‘ 3 ‘

V6 —1

Como 2 < /6 < 3 entonces:

1<v6—-1<2
1< 1 <1
2 V6-1
3 3
- < <3
2 J6—1
, ) 3 3
Asi tambien como: — < 2 = 2 < <3
2 V6 —1
3
...A: =
‘x/é—lu

© Resolver la inecuacion: [|z| — 2z =0

T

Primero: Siz >0 = |z|==x

2r<r A <142z = 2<0 A z>-1 = ze<-1,0]
Entonces x € [0, +o0 > A < —=1,0] = x=0

Segundoo: Siz <0 = |z|=—x

1 1
2r<—2 A —x<142z = x<0 A x>—§ = xe<—§,0]

1 1
Entonces re< —0,0 > A < —5,0 > = <—§,O>

X € 1O
.. —_——
37

Q [ —2z-2]<13

Por la propiedad: si [z]] <a = z<a
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[22 =22 -2 <13 = 2*—22-2<13 = 2*—-2x+1<16

(r—12<16 = —-4d<z—-1<4 = -3<x<5

Soxe(=3,5)
. |z| — 2
@ Si z e [-1,1], hallar el valor de R = 3
—x
T
a) Size[—-1,0> osea para z < 0 entonces |z| = —x

e NES N NEEE R

Si z € [-1,0 > entonces:

1< 1 _ 1
r—3 4

5 5

— < <__
3 xr—3 4
2<1+ > < 1
3 r—3 4

5
Luego vemos que [1 + 3]] = —1, entonces B = —1, Yx € [-1,0 >
x R

b) Siaz e [0,1] o sea para > 0 entonces |z| = x

[ [ [ ] [ ]

Si 0 <z <1 entonces:

Luego vemos que [[—1 + ]] = —1, entonces B = —1, Yz € [0, 1]

33—z

.. Por tanto de a) y b) el valor de B = —1, Yz € [—1,1]
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| Bjercicios Propucstos |

o Averiguar cual de las siguientes pro-

posiciones es FALSA:

a) Rn I=1
b) TU(ZuQ) =R
c) Qnili=g
) R-1=2
e) InZ)uQ=Q

g Una de las siguientes proposiciones es

incorrecta, identifique.

a) (NvQ)c R
b) InQ=R

c) Z<Q

d) NcZ

e) Nc(QnlI)

e Averiguar, jcual de las siguientes pro-

posiciones es FALSA?

QnI=»
QuN=Q

o) (NI =R
R-Q=InR

) Q-N=Q

@ Explique por qué la suma, la diferen-
cia y el producto de dos nimeros irra-
cionales son numeros racionales. ;jEl
producto de dos ntimeros irracionales
necesariamente es irracional? ; Qué se

puede decir de la suma?.

1
e i— + 4/2 es racional o irracional?

=

2
3‘)5. V/2 es racional o irracional? En ge-
neral, ;jqué se puede decir acerca de
la suma de un numero racional y un

nimero irracional? ;Qué se puede de-

cir del producto?.

Lc. Raul Champi Apaza 94

M.Sc. Roger Ccama Alejo



e . Cuanto dinero le falta a Ernesto si su
ahorro es de s/. 12 000 para comprar

un automovil que cuesta s/. 35 0007

0 Angel al vender su casa en s/. 250 000,
obtiene una ganancia de s/. 13 000,

icuanto le habia costado su casa?

e La suma de las edades de Laura y Ca-
rina es de 48 anos, si Laura tiene 25

anos, jcual es la edad de Carina?

Q Si Fernanda tuviera 8 aflos menos
tendria 35 y si Guillermo tuviera 10
anos mas tendria 25, jcuanto més jo-

ven es Guillermo que Fernanda?

@ Una cuenta de ahorro tiene un saldo
de s/. 2 500, si se efectia un retiro
de s/. 1 500 y se cobra una comisién
de s/. 7 por disposicién jcudnto queda

disponible en la cuenta?

@ Un rollo de tela tiene una longitud de
40 metros, el lunes se vendieron 3, el
martes 8, el miércoles 5 y el jueves 6,
jcuantos metros de tela quedan para

vender el resto de la semana?

@ Un atleta debe cubrir una distancia de

10 000 metros, si recorre 5 850, jqué

o

o
o

o

o

o

distancia le falta recorrer?

Juan solicité un préstamo de s/. 20
000: el primer mes aboné s/. 6 000, el
segundo s/. 4 000, y en el tercero s/. 5
500, jcuanto le falta pagar para cubrir

su adeudo?

La edad de Abigail es de 31 anos, la
de Mario es de 59 y la diferencia de
las edades de Carmen y Clara es de
37 anos, jen cuanto excede la suma
de las edades de Abigail y Mario a la

diferencia de las de Carmen y Clara?

. Cuantos libros hay en 12 repisas, si

cada una contiene 15 textos?

Juan tiene 3 docenas de canicas, Julio
5 docenas y Daniel tiene s6lo 9 cani-
cas, jcuantas canicas tienen en total

los 37

Se van a sembrar en un terreno 25 fi-
las, cada una con 30 arboles, ;cudntos

arboles se van a plantar en total?

Rafael tiene 8 piezas de tela de 12 me-
tros cada una, pretende vender a s/.
10 el metro, jcuanto dinero puede ob-

tener por la venta de todas las piezas?

;,Cuantos minutos hay en una sema-
na, si una semana tiene 7 dias, cada
dia tiene 24 horas y cada hora 60 mi-

nutos?
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@ En un vecindario hay 28 edificios, cada
uno tiene 12 departamentos, jcuantos

departamentos hay en el vecindario?

@ Una caja de lapiceros contiene 20 pa-
quetes, los que a su vez tienen 12
lapiceros cada uno, si hay 25 cajas,

jcuantos lapiceros se tienen en total?

@ Rodrigo percibe un sueldo quincenal
de s/. 2 700, jcudnto dinero recibe al

cabo de un ano?

@ Un autobuis tiene capacidad para 42
pasajeros y un conductor, si a un even-
to asisten 3 grupos de 5 autobuses y
cada uno se llena a su maxima capaci-
dad, ;cuantas personas en total asis-

ten a dicho evento?

@ Una empresa de productos lacteos
ocupa, para vender y distribuir leche,
camiones con una capacidad de carga
de 250 cajas, cada una de ellas con-
tiene 12 litros y el precio del litro es
de s/. 10, si un supermercado realiza
un pedido de 4 cargas, jcuanto debe
pagar por la compra del lacteo a la

empresa’

@ Karen recibe un salario de s/. 850 se-
manales y, por ser una buena estu-
diante, tiene asignada una beca de s/.

1 000 mensuales. ;Cudl es la cantidad

de dinero que recibe en un mes? (Con-

sidera un mes igual a 4 semanas.)

@ A Maritza le da su papa s/. 20 diarios.
Si en un ano ella destina para pasa-
jes y diversién s/. 2 300 anuales, ;qué
cantidad de dinero le sobra para sus

otros gastos? (Considera un ano igual

a 365 dias.)

@ Un cuarteto de musicos recibe como
pago s/. 240 diarios por tocar entre se-
mana en un restaurante, mientras que
por tocar en el mismo lugar los fines
de semana el pago es de s/. 480 dia-
rios. ;Cuédnto dinero percibe cada in-
tegrante del grupo, si lo que ganan se
reparte en forma equitativa? (Consi-

dera una semana igual a 7 dias.)

@ El sueldo de un capturista de datos
es de s/. 150 diarios con su respecti-
vo descuento de s/. 30 por concepto
de impuestos. ; Qué cantidad recibe en

un mes? (Considera un mes igual a 30

dias.)

@ En la reparticién de una herencia el
abuelo designa en partes iguales un te-
rreno de 12 hectareas a 3 de sus nietos,
si el precio por metro cuadrado es de
s/. 250, jcudl es el monto que recibié
cada uno de los herederos? (Considera

una hectédrea igual a 10 000 m?.)
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Qo

52/

5

Roberto tiene 12 anos, Monica es 4
anos mas grande que Roberto y Ju-
lian tiene el doble de la edad de Moni-
ca. jCuanto es la suma de las edades

de Roberto, Ménica y Julidan?

Pablo asistio a las ofertas de una tien-
da departamental y se comproé 3 pan-
talones en s/. 750 cada uno, con un
descuento de s/. 225 por prenda; 4 ca-

misas de s/. 600 la pieza con su respec-

55

000 en preferente especial, 15 000 lu-
gares en la seccion de preferente y 30
000 en general, si el costo de un boleto
en preferente especial es de s/. 150, el
de preferente s/. 100 y el de general de
s/. 80, jcudl es el ingreso de la taquilla

si hay un lleno total en el estadio?

. Cuantas veces cabe el nimero 15 en

3457

tivo descuento de s/. 120 por camisa @ Ciento ochenta y seis mil pesos es lo

y 5 playeras cuyas etiquetas marcaban
un costo de s/. 250 y su descuento de
s/. 75 en cada pieza, jcudnto pagd Pa-

blo por los articulos?

Un granjero realiza la venta de media
docena de borregos, 8 conejos y 3 cer-
dos: si el precio de un borrego es de
s/. 600, el de un conejo s/. 150 y el de
un cerdo es de s/. 450, jcudl es el im-
porte que recibe por la venta de estos

animales?

La hipoteca que contrajo Mary en
enero de 2008 con un banco ascien-
de a s/. 425 000, si durante el primer
ano Mary realiza el pago de s/. 6 500
mensuales, ja cuanto asciende su deu-

da para enero de 20097

En un estadio hay 3 tipos de ubicacio-

nes con diversos costos cada una: 25

57

o

Qo

o

que ahorraron 62 alumnos del Tec-
nolégico de ingenieria para su gradua-
cién, si cada estudiante ahorrd la mis-
ma cantidad, jcuanto dinero ahorro

cada uno?

El producto de 2 ntimeros es 137 196,
uno de ellos es 927, ;cudl es el otro

numero?

. Cuantas horas hay en 3 360 minutos,
si se sabe que una hora tiene 60 minu-

tos?

Se reparten 7 200 libros de matemati-
cas a 4 escuelas, si cada una de ellas
tiene 600 alumnos, jcuantos libros le

tocan a cada estudiante?

JEn cuadntas horas recorrera 144
kilébmetros un automovil que viaja a

16 kilémetros por hora?
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@ ., Cuantos dias necesitara Fabian para

capturar en su computadora los datos
de un libro de matematicas que contie-

ne 224 péginas, si copia 4 paginas en

de chamarras con un costo total de s/.
1 500, cada pantalén cuesta s/. 200 y
cada chamarra s/. 550, jcudntos pan-

talones y chamarras compré?

una hora y trabaja 8 horas por dia?

@ Un reloj se adelanta 3 minutos cada 4 @ Los 3 integrantes de una familia deci-

horas, jcuanto se habra adelantado al den repartir los gastos que se generan

cabo de 20 horas? en su casa: el recibo bimestral de luz

llega de s/. 320; el recibo del teléfono

Una fuente ti idad 2700
@ fa Hiente tiehie capacidad pata de s/. 240 mensuales; la televisién por

litros de agua, ;qué cantidad de este .
s, o cable s/. 260 mensuales y el predio es

liquido debe ech inut lla-
VMO (Ebe Cehial POt THTIHTo Hia o des/. 3 600 anuales. ; Cudnto dinero le

ve que la llena en 5 horas? .
toca aportar mensualmente a cada in-

@ En una tienda de ropa, Omar com- tegrante, si los gastos se reparten de

pra igual nimero de pantalones que manera equitativa?
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Capitulo 4

EXPONENTES Y RADICALES

La teoria que vamos a describir se enfoca en las expresiones exponenciales, abarcan-
do todos los tipos de exponentes y las leyes que los rigen. Incluye las operaciones de
potenciacién y radicacion, las cuales se definen mediante dichas expresiones exponencia-
les. Ademas, presentaremos las siguientes definiciones y teoremas relacionados con estas

operaciones.

4.1. Exponente entero (positivos y negativos)

En notacién exponencial, un producto de nimeros idénticos se representa de manera
més concisa. Por ejemplo, el producto x.z.x.x se simplifica como z*. A continuacién,

presentamos la definicién general de esta notacion.

Definicién

Si x es cualquier niimero real y n es un entero positivo, entonces la n-ésima potencia
de x es.

T -x-T.. ="
Y

n veces

El ntimero x se denomina base, y n se denomina exponente.

99



4.2. Exponente cero y negativo

Si z # 0 es cualquier nimero real y n es un entero positivo, entonces

La familiaridad con las reglas siguientes es esencial para nuestro trabajo con exponen-

tes y bases. Las bases a y b son nimeros reales, y los exponentes m y n son enteros.

4.2.1. Leyes de exponentes

1. Producto de bases iguales.

a™-a =amt"
2. Razén de bases iguales.
ﬂ =a"" a#0
ar
3. Potencia de un Producto.
(@-b)" =a™-b"

4. Potencia de una fraccién.
(9) —L pz0

5. Potencia de potencia.

A continuaciéon damos dos leyes adicionales que son ttiles en la simplificacién de expre-

siones con exponentes negativos.

N0
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o Simplificar las siguientes expresiones. Que no tenga paréntesis ni exponentes nega-

tivos en la respuesta final.

[(20)7 + (20)71]

a)
b) (mn) ' (mt4+n )
) (e 2+y 2"
1 1
d
) 2¢=2  3c¢2
o o2
4z 625
f) b (2ffb)
302
9
— +uw!
8
92 + 5w—2
-1
h) g
(x + 2~

4.3. Notacion cientifica

Para escribir numeros extremadamente grandes o pequenos de manera compacta, los

cientificos emplean la notacion exponencial.

o La estrella més cercana al Sol, Proxima Centauri, esta aproximadamente a 40 000 000 000 000

de km de distancia

e La masa del atomo de hidrégeno es alrededor de 0,00000 000 000 000 000 000 000 166
gr.

Definicién

Se dice que un nimero positivo x esta escrito en notacién cientifica si estd expresado
de la siguiente forma:

z=ax 10" donde 1<a<10
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y 1 es un entero
Nota: Solo la coma se mueve para la derecha o para la izquierda

[Ejercicios Resueltos ]

@ [Lscriba cada nimero en notacion cientifica.

a) 65 500 000 = 6,55 x 107

o

3 100 000 000 000 = 3,1 x 10'2

c¢) 0,000 028 536 = 2,8536 x 107°

o,

0,0001213 = 1,213 x 10~*

e) 129 540 000 = 1,2954 x 108

f) 7 259 000 000 = 7,259 x 10"

g) 0,000 000 0014 = 1,4 x 107

)
)
)
)
)
)
)
)

h) 0,000 7029 = 7,029 x 10~*
© [Lscriba cada ntimero en notacién decimal.

a) 3,14 x 1016 = 31 400 000 000 000 000

o

2,821 x 1019 = 28 210 000 000 000 000 000

(@

)
)

¢) 2,570 x 1078 = 0,000 000 025 70
) 9,999 x 1072 = 0,000 000 009 999
)

e) 7,14 x 10 = 714 000 000 000 000

f) 6,34 x 10" = 63 400 000 000 000
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¢) 5,558 x 107 = 0,000 555 8

h) 6,257 x 10711 = 0,000 000 000 062 57

© [Escriba en notacion cientifica el nimero indicado en cada enun-

ciado.

a) La distancia que recorre la luz en un ano, es alrededor de:

5900 000 000 000 = 5,9 x 10'* millas.

b) El didmetro de un electron es al rededor de:

0,000 000 000 000 4 = 4 x 10™! centimetros.
¢) Una gota de agua contiene mas de 33 trillones de moléculas.

d) La distancia de la Tierra al Sol es de unos 93 millones de

millas.

e) La masa de una molécula de oxigeno es de unos

0,000 000 000 000 000 000 000 053 = 5,3 x 1072% g.

f) La masa de la Tierra es de unos

5970 000 000 000 000 000 000 000 = 5,97 x 10! kg.

@ Use notacion cientifica, las Leyes de Exponentes, y una cal-
culadora para ejecutar las operaciones indicadas. Exprese su
respuesta redondeada al nimero de digitos significativos indi-

cados por los datos dados.
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(0. 00000564) (0. 00234)
1594. 00000) (0. 00058)

(
(13.54 x 1077)°
(15.05 x 105)"

)

a
b)
@ Si Ronaldo tuviera un millén (10°) de délares en una maleta,

y gasta mil dolares (103) al dia.

a) ;cuantos anos tardaria Ronaldo en gastarse todo el dinero?

Gastando al mismo paso.

b) jcuantos anos tardarfa Ronaldo en vaciar la maleta llena

con mil millones (109) de dolares?

T

a) SiRonaldo gasta mil ddlares al dia, podemos calcular cuantos

dias le tomaria gastar todo el dinero:
Dinero total: 1 000 000 dolares

Gasto diario: 1 000 dolares
Dinero Total B 1 000 000

Dias= = =1 di
o Gasto diario 1 000 000 dias
' 1
Anos = dias = 0uo ~ 2.74 anos
365 365

Asi que Ronaldo tardaria aproximadamente 2.74 anos en
gastarse todo el dinero, manteniendo el mismo ritmo de

gasto diario.
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b) Si Ronaldo tiene mil millones de ddélares en una maleta y
gasta mil dolares al dia, podemos calcular cuantos dias le

tomaria vaciar la maleta llena:
Dinero total: 1 000 000 000

Gasto diario: 1 000
Dinerototal B 1 000000 000
GastoDiario 1 000

=1 000 000 dias

Dias =

Afiog — Has _ TO00000 ooy oo s
365 365

Asi que Ronaldo tardaria aproximadamente 2739.73 anos

en vaciar la maleta llena, manteniendo el mismo ritmo de

gasto diario.

4.4. Radicales

El simbolo 4/— significa "la raiz positiva de”, entonces y/z = y

significa que z = y? y y = 0
Definicién

Si n es cualquier entero positivo, entonces la raiz n principal de

z se define:

Jr =y significa que z=7y"
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Si n es par, debemos tener que x = 0y y = 0.

PROPIEDADES

L gy = 47 4

an_{‘/i
Ny Wy

3. R/ =

4. jxm =| x|, sinespar

T : :
D. V/x" =x , slnesimpar

Ejercicios Resueltos

@ Encuentre n tal que las siguientes expresiones sean verdaderas.

a) v2=8.2" d) V42 =4
b) 3§=2n e) 43\/52271

¢) 3-4/3-4/3=23"
© LEvalte las siguientes expresiones.

a) V8l =492 =9
) V2T =3 =3

FJmf
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4.5. Exponentes racionales

Para cualquier exponente racional ™ en sus términos mas ele-

mentales, donde m y n son enteros y n > 0, definimos.
Yam = ™" es equivalente a (\”/E)m = g"/n

Sin es par, entonces requerimos que x = 0.

[Ej ercicios Resueltos ]

@ Simplificar

a) 2¢/24 — /54 = 24/4 x 6 — /9 x 6 = 4/6 — 31/6 = /6
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b) V63 — V175 + 44/112

= VIXT—V2Dx7+/16%x 7
= T = 5T+ 4T
N7

¢) 3V45+ /20 = 3v/9 x 54+ 4/4 x5 =9V/5+2/5 = 11/5
d) 2v18 — /32 = 2¢/9 x 2— /16 x 2 = 61/2 —4y/2 = 2¢/2

) 2¢/—16 — 3/ 54 = 29/—8 x 2 — 3/ 27T x 2 = —4/2 +
Iv/2 = 5v/2

© Simplificar las siguientes expresiones.
) a? Z a? Y a® Z a® . q¥? . g% .

a — — — = =
a” a’ ay a’c - a'V - a¥*

b) ,wa—i—b ,wb—i—c weTe ,wa,wb,wb,wc,wcwa .
w24 w2b w2 W2 20qp2c

23a . 32a .50 . 6@
C> {a . 93a/2 . 1()a

2% . 3% . 50 (2 x 3)"
(2 x2x2)*- (3 x 3)3/2. (5 x 2)a
93a 92 5a  9a  3a
2a . 9a . 9a . (32)3a/2 . ha . 9a
oda 930 5a
24a33a . Ha
= 1

Lc. Raul Champi Apaza 108 M.Sc. Roger Ccama Alejo



(@) ()’

d
) (zy)™ "

e) 103% . 287 . 35¢
{bz/3 . 9K2x . JOT

2m+2n 2m+2n

x Y
(zy)=™/(zy)"
%%{xQny;m{y%anyn

xQn.y2n.xn.y

© [Listablezca si las siguientes expresiones son verdaderas o falsas.
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4.6. Racionalizacion de denominador

A veces es necesario eliminar el radical en un denominador al
multiplicar el numerador y el denominador por una expresion apro-
piada. Este procedimiento se denomina racionalizacién del deno-

minador.

[Ejercicios Resueltos ]

@ Racionalice el denominador:

2.7 2V/7

&
H|Cﬂ§w

<
W5
Bd -
3

Bk

5|5

5

542

=
3

Eh
PSEENS

“ 7315
I
SS
I
D PR

w
W
[\]

(@]
N—"
|
Qo'w
w2 .
(o8
)
[\

e
B

S ~
Séwﬁ

w
=~
SRS
o
o

oQ
N—"
o 1N %
— —
% S «
|
D
ot
. o
g@
)
|
D
D
|

a a a a

w w w -V a? w-vVa?  w-x
& 6 Y YV Vo @
N 1 1-+va Vat  va!
) ST VB VB VA i a

—_
—_
e}
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[Ejercicios Propuestos ]

@ Efectuar: C' = 3v8 — 24/18 + 44/50

© Simplificar:

I 1
5 4 10 s 10 1/2 1/4
“AlD—— 16 31
49 —1/2 27+< + )
\ ()
2

v 7= (5+%) - ()

< 2 +4/3 B 2 —4/3 >
VIR VI VBB
eDadoszR=§\/g—|—3\/gj—3\f5—|—..;y

40veces

C =2v20+2v20+2v20+..,  Hallar:

20veces
RY(CY, (B _ucy
60 40 5 40

15+5° 210 64
QO Lfectuar: Y = ( \/\/ZL> + +9. 2=

C
A=—.
R

(22)3 27
o 2(W1B =)
@ Racionalizar: A = S+ BB T
0 Si
A:\/20+\/20+W
B =/ AVAVA .
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C’z\/l—l—\/?)\/?)\/?)...
Halle: A + B — 2C

2 7
SiA/x+2 = + Halle. x +
@bivr vy =Bt n Y
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Ejercicios de aplicacion |

@ [Deuda

nacional] En
el ano 2010, la poblacion
de Peru era de 29,03 x
10°, y la deuda nacional
era de 28,497 x 10 déla-
res. jCuanto era la parte

que adeuda cada persona?

gas contienen 6,02 x 10?3
moléculas (ntimero de Avo-
gadro). ;Cuantas moléculas

de oxigeno hay en la sala?

O [Distancia de la Tierra
esolicion

© [ Nimero de molécu-

las] Una sala sellada en
el hospital regional Manuel
Nunez Butrén, con medidas
de 5 m de ancho, 10 m de
largo y 3 m de alto, esta
llena de oxigeno puro. Un
metro cubico contiene 1000

L, y 224 L de cualquier

al Sol] Se deduce de la Ter-
cera Ley de Kepler del
movimiento planetario, que
el promedio de distancia de
un planeta al Sol (en me-

tros) es.

donde M = 1,99 x 10 kg
es la masa del Sol, G =
6,67x 1071 N-m?/kg? esla

constante gravitacional, y T’
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es el periodo de la érbita del Sin usar calculadora, deter-
planeta (en segundos). Use mine cual numero es mas
el dato de que el periodo de grande en cada par.

la orbita de la Tierra es al-

a) 31/2 ] 31/3
rededor de 365,25 dias. ;, ha-

1\ 12 1\ /3
. . . b) (= (1| =
llar la distancia de la Tierra 3 3

al Sol?. ¢) V11 OV13

) V20 V3

@ [Comparacion de raices]
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Capitulo 5

EXPRESIONES ALGEBRAICAS

Una variable es una letra que simboliza un elemento de un
conjunto especifico. Al comenzar con variables, como z, y i 2, y
combinarlas con numeros reales mediante operaciones tales como
suma, resta, multiplicacion, division, potenciacion y radicacion, se

forma una expresion algebraica.

w? — 8

3 2
+ 5x” — 8x + 3 Sy + 12
v ‘ v VY w + 2

Un monomio es una expresion de la forma az”, donde a es un

numero real y n es un entero no negativo.
Un binomio es una suma de dos monomios.
Un trinomio es una suma de tres monomios.

En general, una suma de monomios se llama polinomio.
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5.1. Polinomios

Un polinomio es una expresion racional entera, respecto a una

variable x representado por P(x):

P(z) = apz" + ap_12"”

Yy a, o

2

+ ...+ a1 + ay

donde ag, aq,...,a, son nimeros reales, y n es un entero no

negativo. Si a,, # 0, entonces el polinomio tiene grado n.

El grado de un polinomio es la potencia mas alta de la

variable que aparece en el polinomio.

ex + f

POLINOMIO TIPO TERMINO | GRADO
22" monomio 1 7
5 + 7x” binomio 2 9
2 —1lx — 22° trinomio 3 5!
12 monomio 1 0
ax’ + bzt + cx® + da® + | seis términos | 6 5
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5.2. Suma y resta de polinomios

Las operaciones entre términos semejantes consisten en sumar
o restar sus coeficientes, manteniendo inalterada la parte literal de

los términos algebraicos.

[Ej ercicios Resueltos ]

@ Calcule la suma y la diferencia.

(7Ta —12) — (12a — 7)

(4y° + 2y* — 3y + 9) — (3y> — 2y + 4)
(4% — 22 + 4) + (T2* — bz + 9)

(' — 83—t +3) — (4 +t — 13+ 17 + 2t4)

5.3. Multiplicacién de expresiones algebraicas

Las operaciones realizadas con términos algebraicos, que pueden
no ser semejantes, consisten en multiplicar y /o dividir sus coeficien-

tes, basandonos en las leyes de los exponentes.

5.3.1. Foérmulas de productos notables

Estas operaciones, que incluyen multiplicar o elevar numeros
a una potencia especifica, tienen resultados que son sencillos de

recordar.
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’_\

(A+B)(A-B) = A*- B?
2. (A+ B)? = A* + 2AB + B?
3. (A— B)? = A’ — 2AB + B?
4. (A+ B)’ = A+ 3A°B+3AB* + B®
5. (A—B)>= A% —-3A’B + 3AB*> - B’

6. ( A+ B+ C)*=A*>+ B>+ C*+2(AB + AC + BC)

[Ejercicios Resueltos ]

@ Multiplique las expresiones algebraicas y simplifique.

a) (a+20)? = a® + 4ab + 4b*

o

(2r — 3s)* = 4r* — 12rs + 9s°

)
)
C) (2132024 4 4)( 2024 4) — 394048 — 16
)
)

(@

3y + )( \/ﬁ>=9y2—2“
(Vi = V) (V3+ i) = (Vo — v8) (vao +3) =

e

w—3
) (z—142%) (r—1—-2%) =(z—1)*—2"
¢) 2r4+y+5) 2z —y+5)=02x+5)*—9
h) (a+b+c)la—b—c)=a*>—(b+c)
D) (1+3m)’
i) (5+a)’
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5.4. Factorizacion

La propiedad distributiva se utiliza para expandir expresiones
algebraicas. En ocasiones, es necesario revertir este proceso al fac-
torizar una expresion en un producto de términos mas simples,

aplicando nuevamente la propiedad distributiva.

[Ej ercicios Resueltos ]

@ Identifique y extraiga el factor comun de la expresion algebrai-
ca para simplificarla y representarla como el producto de una

expresion mas sencilla y dicho factor.

y(y — 2024) — 2024(y — 2024)
(w — 22)? — 5(w — 22)

© Realice la factorizacion del trinomio para expresarlo como el

producto de dos binomios.

a) m*—6m+5

)
b) 6a® + 1la — 21
) (3w +2)% + 83w + 2) + 12

C

d) 2(z+y)*+5(x+y)—3
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5.4.1. Formulas especiales de factorizacion

Utilizando las féormulas que se presentaran a continuacion, es
posible factorizar ciertas expresiones algebraicas notables. De he-
cho, las tres primeras formulas son las de productos notables, pero

aplicadas de manera inversa.
1. A2— B2 = (A + B)(A — B)
2. A+ 2AB + B? = (A + B)?
3. A>—2AB + B? = (A — B)*
4. A3 — B¥=(A-B)(A*+ AB + B?)

5. A+ B3 = (A+ B) (A*— AB + B?)

[Ejercicios Resueltos B

@ Usar la formula de factorizacion especial para factorizar la ex-

presion.

1622 — 242 + 9

e) (w—22)? —5(w — 22)
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© Factorice las expresiones agrupando términos.

a) 23 4+422+2+4

3w? — w? + 6w — 2

o

d) B3+22+x+1

P42t 4241

)
)
¢) 2a®+a® —6a — 3
)
)

© Factorice por completo la expresion. (Empiece por factorizar

la potencia més baja de cada factor comun).

a CL

b) 36712 4 4bY? + b¥?

d

)
)

¢) ¢ 32 42712 4 12
) (=17 = (- 1
)

e) (z2+1) 422 4+1)"

2 L 92 L 12— 732 (1 + 2¢ + C2>

= %2 (1+ 0)2
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[—] notables

(A+B)(A—B) = A*— B*

O [El poder de las férmu-

las algebraicas] Use la
para evaluar mentalmente

formula de una diferencia
estos productos:

de cuadrados para factorizar
192 —182. Nétese que es facil a) 79-51

calcular mentalmente la for- b) 998 - 1002

ma factorizada. -

Evalie mentalmente cada

expresion:

a) 332 — 322
© [Diferencias de poten-

2 2
b) 123°—121 cias pares]

¢) 13457 — 13442 |
a) Factorice por completo

d) 10303* — 102037 las expresiones: A* — B*

y A% — B°

b) Verifique que 18 335 =

124 — 71 v 2 868 335 =

126 — 76

© Use la férmula de productos c¢) Use los resultados de las
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partes (a) y (b) para fac- trado en esta lista, jcémo
torizar los enteros 18 335 piensa usted que seria posi-
y 2 868 335. A conti- ble factorizar

nuacion demuestre que a) A5 1

en estas dos factoriza-

b) Ahora  generalice el

ciones todos los factores )
patrén que haya obser-

son numeros primos.
vado para obtener una

formula de factorizacién

para A" — 1, donde n es

un entero positivo.

: L [ S04
@ [Factorizacién de A"—1]

Verifi que estas férmulas al

expandir y simplificar el la-

do derecho.
@ [Podar un campo de la

A—1=(A-1)(A+1
( ) ) UNA PUNO] Cada se-

A — 1 = (A —
1) (A2 +A+1)

mana, un campo cuadrado

de cierto parque de la UNA-

At — 1 = (A — PUNO es podado alrededor
1) (A3 + AT+ A+ 1) de los bordes. El resto del
Con base en el patron mos- campo se mantiene sin po-
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dar para que sirva como area
verde para animales y aves
pequenos (vea la figura). El
campo mide b metros por b
metros, y la franja podada

es de x metros de ancho.
a) Hallar el drea de la parte
podada.

b) Factorice por completo

la expresion de la parte

O [Factorizacién de z' +

ar® + b] Factorizar, usan-
do cualquier método apro-
piado.

a) a'+a®—2

b) xt+22%+9

c) z*+ 42 + 16

d) ot +22% +1

@ Un juego para adivinar el

mes de nacimiento y la edad
de una persona es el siguien-

te.

Pida a la persona que reali-
ce las operaciones siguientes,

sin que usted las vea.

a) Determine el numero
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del mes en que nacio,
(enero, 1; febrero, 2;
marzo, 3; etc.).

b) Multiplique el ndmero

del mes en que naci6 por

2.

c¢) Al resultado anterior su-

me 5.

d) Multiplique por 50 el re-
sultado que obtuvo en el

paso anterior.

e) A esto, anada el niimero

de anos que tiene.

f) Y, finalmente, al resulta-

do reste 250.

Pida que le diga el resulta-
do. Los dos digitos de mas a
la derecha de este resultado
proporcionaran la edad de la
persona, mientras que el pri-
mero o dos primeros digitos
de la izquierda revelaran el
mes en que nacio la perso-

1a.
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Capitulo 6

ECUACION

DEFINICION

Una ecuacion es un enunciado que establece que dos expresiones

algebraicos son iguales. Por ejemplo
24+5=7

Las ecuaciones contienen datos (valores conocidos) y las variables

(valores que debemos obtener) que representa nimeros.
Tr+ 11 =18

Consideramos x como la incégnita de la ecuacion, y nuestro obje-
tivo es hallar el valor de x que haga que la ecuacién sea verdadera.
Los valores de la incégnita se denominan soluciones o raices

de la ecuacion.
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6.1. Ecuaciones equivalentes

Se denomina asi cuando dos o mas ecuaciones tienen el mismo

conjunto solucion. Por ejemplo

x+3=7 Y 3r—06=0

PROPIEDAD DE LA IGUALDAD

l.A=B< A+r=B+r

2 A=B<rA=rB

6.2. Ecuacion lineal

Se denomina ecuacion lineal o de primer grado a las igualda-
des algebraicas que involucran incognitas con exponente uno. Una
ecuacion lineal de una variable es aquella equivalente a la forma
estandar.

ar +b =0 a # ()

donde a y b son nimeros reales y x es la variable o incognita.
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ECUACION LI- | ECUACION | COMENTARIO
NEAL NO LI-
NEAL
13z —5=6 2? + 4x — | No es ecuacién lineal, por que
4 = el polinomio es de segundo
grado
1
13z + 1 2 = | v4x + 2z + | No es ecuacion lineal, por que
0 2=0 la variable esta afectada del
signo radical
—1 5
‘ 5 +6==x 7 + | No es ecuacion lineal, por que
a’; JE—
6r =1 el polinomio equivalente es de

segundo grado

.
[Ej ercicios Resueltos ]
A\

@ De las siguientes ecuaciones, despeje la variable indicada.

1
a) h = §gt2 + vt,

b) s =
) s 5

n(n + 1)

. despeje n

© Resuelva la ecuacion dada:

despeje t
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1 1
a) —x—2=-—x
2 3
1 3
b) - =2 42
>z 4z
3 1 1

m+1 2 3m+3

Q) \/§w+ﬁ=w725

e) (t—2)*=(t+2)*+16

6.2.1. Clasificacion de las Ecuaciones

Las ecuaciones se clasifican de acuerdo a sus caracteristicas, sien-

do las principales:

1. Segun el grado: puede ser de primer grado, segundo grado,

tercer grado, etc.

2. Segun sus coeficientes: puede ser numéricos o literales.

3. Segun sus incognitas: Pueden ser de una, dos, tres o mas

incognitas.

4. Segun sus soluciones: Pueden ser compatibles o incompa-

tibles.

a) Compatibles: Son aquellos que tiene por lo menos una so-

lucion.

» Determinada: Tiene un numero finito de soluciones.
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s Indeterminada: Tiene un niimero infinito de soluciones.

b) Incompatible: Son aquellos que no tienen solucion.

[Ej ercicios Resueltos ]

I). Resuelve las siguientes ecuaciones:

Q2(p—1)—-3(p—4) =4

2p—2—=3p+12 = 4p

—p+ 10 = 4p
10 = 4p+p
10 = 5p
2 =7p

Ot=2—2[2t—3(1—1)]
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t = 2—2(2t — 3+ 3t)
t = 2—2(5t—3)

t = 2—-10t4+6

t+ 10t = 8
S
t: _
11
x
S, PO
‘ Resolucion ‘
t = 2—2(2t -3+ 3t)
t = 2—2(5t—3)
t = 2—-10t+6
t+ 10t = 8
8
t = —
11
by 6
W29y
Q- = Y

Lc. Raul Champi Apaza 132 M.Sc. Roger Ccama Alejo



2 — 4y
7(2 — 4y)
14 — 28y
1446

20

20

33

45 + 4x
9
45 + 4x

2(45 + 4x)
90 + 8z
90

90

i

x
Ty ==
e3 D

© o8

N8

92

92 — &z
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x— 12 x
3 5
Sz —12) = 3x

bx — 60 = 3x
br — 3z = 60
2¢ = 60
r = 30

3¢ — 8
L
2g = 3q —8
8 = 3q—2q
8 =4¢q

1
@3x+%—5=5+&r
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IS +x — 25 1 + 25z
5 5
16x =25 = 1+ 252

—25—1 = 256z — 16z

—26 = 9z
26

—_— = I
9

y-60 y-30 y-20 y-15 y-12

60 2.30 '3.20 4-15 5. 12
60y — 30y + 20y — 1by — 12y

60

80y — 57y = 0-60
23y = 0

y =0

2y—3 O6y+7

o 4 3
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32y —3) = 4(6y +7)
6y —9 = 24y + 28

—9—28 = 24y — 6y

—37 = 18y
37
s 7
P 9
Dty =2(p—1
Q-+ p=50-1
‘ Resolucion ‘

dp+9p = bd(p—1)

13p = 5dp — 54

54 = 5dp—13p
54
a1 P

woow W
4 — =5
®w+2 3+4
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w-12 w-6 w-4 w-3 512

o 2.6 34713 D
12w + 6w — 4w + 3w B 60

%] Y

17w = 60

60

T

T+2x+1) 8z

O 3 5

(74 2x + 2)5 8x -3
35 5-3
454+ 10z = 24x

45 = 24x — 10x

45 = 14z
15
IV

I 2
0:(:+) 5s()

Lc. Raul Champi Apaza 137 M.Sc. Roger Ccama Alejo




@5—2(§+1)=

2:c+2:1: 3:13_
5 3 10
2$°6+2$-1O 3:6-3_
5.6  3-10 10-3
12x+20w—9a:_
30
23r =
0 =
0 =
0 =
1—=x x—1_3x—1
12 4

1l—2)-4 z-1

3.4 12
4 —Adp —ax +1

17
5 — dT

5+ 3

|l =~ oo

L
10

X
(——1
>

6x
+ — =1
5)
10 6x-6 1

3-10+ 5-0
30 + 362 — 30

30

LWW| w

- 30
30

362

36x — 23x

13x

i

(Bx—1)-3

4-3
9 — 3

12

= 9 —3
= 9z + bx
= ldx

= T
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2T T 3T
9 o0
. 5) 10+2 :
5-10 2z-2 2-10 33+3x-5 3-10
10 5.2 10 10 2.5 10
50 — 4x — 20 x + 15x — 30
10 10
50 — 20 + 30 x + 1bx + 4x
60 20x
60
— T
20
3 T
r+a x—a x+b 2(x—0>)
— = -
@a—b a+b a+b a—>b

r—a x+0b

a+b a+b

r—a—x—>b
a-+b

a-+b

a-+b

—1(a —b)

—a+b+a-+2b

3b

2t —2b x+a

a—>b a—>b

20 —2b—x —a
a—>b

T —a—2b

a—>b

T —a—2b

T

x

@ Determine el valor de a + b — ¢, si la ecuacion es de primer
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grado en .

b
1x2+<§—1>x—|—a=x2

Ademés (2b = a) y tiene por raiz al nimero —1.
‘ Resolucion

Por dato: la ecuacion es de primer grado.

(Z—1>x2+<§—1>x+a=0
-

b=14
Entonces:
a=20b=—a=2-8
Reemplazando a la ecuacion y evaluando la raiz x = —1

c
——1) 1) +8=0
(3 (—1)
entonces ¢ = 27

Sa+b—c=8+4-27=—-15

@ Resolver: /14 — /x + /14 + /z =4

‘ Resolucion ‘

Lc. Raul Champi Apaza 140 M.Sc. Roger Ccama Alejo



Recuerda: (a +0)> = a® + b* + 3ab(a + b)

(</14—\/§+ \3/14+\/§>3
<3 14—\/5)3+ <m)3+3 (i/m-ﬁ) <\3/14+\/§> (4)

28+3-§/(14—\/E)(14+\/E)(4) = 64
V(142 —z) = 3

Il
W
w

Il
W
w

z = 169

@ 5 la siguiente ecuacion:
mz + (3—n)r =5z +2m—10+n

tiene infinitas soluciones. Hallar —
n

mx+ (3—n)r = dbr+2m—10+n
mx + (3—n)r—5c = 2m—10+n

(m—-—n-—2)x = 2m+n— 10
2m +n — 10
m—mn—2

Tr =

Dato: infinitas soluciones:
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2m+n—10=0 2m +n =10 m =4
m—n—2=0

m

n

1/1/1 /1
@Calcularxde: §(§<§<§x—1>—1>—1)—1=0

4
1 _
(P2 q) =
2 8
1 — 6 —
1 (x 6 —& _
2 8
— 14
a ~
16
r—14 = 16
r = 16+ 14
r = 30
9:C+5

. . ., r—1
@ Resolver la siguiente ecuacion 21 =2
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@7 - (2)
2
|

o3 (217Y) = 98 (07%)
3-(217) = 5 (9)
3-(3)" =371 (31"

gl+3(r—1) _ g—1+2(x+5)
1+32 -3 = —1 422+ 10

3r—2 = 2x+9

r = 11

O (a+1){z—a[(l-a)z+a] -1} = (¢* = 1)(a — 1)
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(a+){z—al(l—a)z+a] -1} = (a+(a—1)(a—1)
{z—a[l-—a)z+a] -1} = (a—1)(a—1)
r—af(l—a)r+a]—1 = (a—1)>
rT—axr+a'xr—a’—1 = a*—2a+1
(1 —a+a®) = 2a° —2a +2
r(l=—a+a?) = 2(L—a+a?)

r = 2

1252n—|—3 4+ 253n+4
@ Calcular “n” si: ”*i/ 150 (5%1) = hH2n

‘ Resolucion ‘
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n+</(53)2n+3+ i o
6(5%) ()

e 56n+9_|_56n+8 _ 52n
6(53n+2)

n+</56"+8<5 +1)

6(53n+2)
42 56n+8 _ 52n
\/ 53n+2
"/ R6n+8—3n—2 — 52n
3n + 6
En+2 = g
3
S(n+2) _
n+ 2
3 = 2n
3
n = -—
2
a+1 a—+1 a+1 a+1

2x—|— =

Qi " o 2 (azb)”
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1 (O 1
@+o2 T e T @— T a—u"
S S B
@+ 02" " (a=bp P (a—by?

(=B (akbP (a2 —0) (a+b)
et 0e—0F (@0t ~ @-O@ -5 [@-ba+P
(a—b)Qx_ (a—l—b)Qx _ (a> = %)  (a+b)?

[Cl2 _ b2]2 [a2 _ b?]? [Cl2 _ b2]2 [a2 . 62]2

[(a—b)*—(a+b)?|z = (a®>—b°)—(a+b)

[a2—2ab+b2—a2—2ab—b2]x = a’?— b —a® —2ab -V

—4abr = —2b(a + b)
_a+tb
v 2a
1
& Calcular: VT = —=
V3
‘ Resolucion ‘
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1
3

1/9

(xl/:%)g"’”?’ (!
3

13

e _ (1\93
- (5)

1

¥ _ (] o
T3

1

e _ (127
1
3 _
Ve 27
1
IL':§

@ Si al triple de un numero le restamos 16 se obtiene 20. jCudl

Lc. Raul Champi Apaza 147 M.Sc. Roger Ccama Alejo



es el numero?

Al niimero que buscamos lo llamamos: x

Podemos plantear la siguiente ecuacion:

3x — 16 = 20
3x =20 + 16
r =12

El nimero buscado es 12.

@ Pedro, que actualmente tiene 42 anos, tiene 8 anos més que el

doble de la edad de Antonio. ;Qué edad tiene Antonio?

Resolucion

A la edad de Antonio la llamamos: x

Podemos plantear la siguiente ecuacion: 2x + 8 = 42

20 =42 — 8
20 = 34
x =17

La edad de Antonio es 17.

@ En una clase de matematicas en la UNA - Puno, compuesta
por 52 estudiantes, se observa que el numero de varones es 7

mas que el doble de mujeres. ;Cuantas mujeres hay en total

Lc. Raul Champi Apaza 148 M.Sc. Roger Ccama Alejo



en la clase?

& mujeres = x
& varones =7+ 2x

Entonces:

T4+2x+x = 5H2

3T 45

Hay 15 mujeres

@ Al sumarle a un numero 34 unidades se obtiene el mismo re-

sultado que al multiplicarlo por 3. jCual es ese numero?

Al ntimero que buscamos lo llamamos: x

Podemos plantear la siguiente ecuacion: x + 34 = 3x
r—3x = =34

—2r = —34

x =17

El numero buscado es 17.
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@ La suma de tres numeros naturales consecutivos es igual al

menor mas 19. ;Cuadles son estos tres nimeros?
‘ Resolucion ‘

Los numeros que buscamos los llamamos: x,x + 1,z + 2
Podemos plantear la siguiente ecuacion: () + (z + 1) + (x +
2) =x+19

z+rz+1l+ax+2=x2+19

r+r+r—x=19—-1-—-2

Los numeros buscados son 8,9 y 10.

@ En un trabajo, Miguel ha ganado el doble de dinero que Ana, y
Abel el triple de Miguel. Si en total han obtenido 144$%, ; cuanto

ha ganado cada uno?

Escribimos los nombres con sus incégnitas: Ana: x, Miguel: 2z,
Abel: 3 -2z = 6z

Podemos plantear la siguiente ecuacion: x + 2x + 6x = 144
9r = 144

x = 106
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Ana gané 16$ , Miguel 32% v Abel 96$ .

@ Royer tiene 3 monedas mas de cinco céntimos que de diez
céntimos, y 5 monedas mas de diez céntimos que monedas de
veinticinco céntimos. En total tiene s/. 2,10. ;Cudntas mone-

das de cada una tiene?

& Monedas de 5 c¢éntimos = x + 8
& Monedas de 10 céntimos = x + 5
& Monedas de 25 céntimos = x

Entonces:

0,05(x 4+ 8) + 0,10(x + 5) + 0,25(z) = 2,10
0,05 - 100(z + 8) + 0,10 - 100(z + 5) + 0,25 - 100(z) = 2,10 - 100
5(x +8) + 10(x + 5) + 25(x) = 210
40x +90 = 210
40x = 120

r = 3

& Monedas de 5 céntimos = 11
& Monedas de 10 céntimos = 8
& Monedas de 25 céntimos = 3
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@ En un salon de clases hay 20 alumnos, y cada uno iba a recibir
su regalo. Antes de la reparticion, se perdieron algunos regalos.
El tutor mandé inmediatamente que trajeran tantos regalos
como regalos habian quedado y dos regalos mas para reponer

lo perdido. jCuantos regalos se perdieron?

Alumnos = 20

Cantidad de regalos = 20 - 2 = 40

Sea: x la cantidad de regalos perdidos.
del enunciado:

Quedd: 40 — =z perdio: x
Luego: 1 =(40—2)+2= =21

Se perdieron 21 regalos

@ La edad de Diofanto. Un matematico griego muy impor-
tante fue Diofanto de Alejandria (250 d.c.), quien hizo contri-
buciones en varias areas de las matematicas. Tal vez su trabajo
mas importante lo realizo en lo que ahora se conoce como teoria

de numeros. De su obra Aritmética solo sobreviven seis de los
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libros originales; el numero total es un misterio.

En ella se encuentra una coleccién de problemas cuya soluciéon
es, en muchos de los casos, muy ingeniosas. Poco se sabe de
él, pero algunos detalles de su vida se conocen a través del
epitafio que, como un homenaje, se inscribié en su tumba. Una

traduccion libre del original es la siguiente:

Un transetunte, ésta es la tumba de Diofanto: es
él quien con esta sorprendente distribucién te dice
el nimero de anos que vivid. Su ninez ocupd la sexta
parte de su vida; después de la doceava parte, su mejilla se
cubrid con el primer bozo. Pasd aun una séptima parte de su
vida antes de tomar esposa y, cinco anos después, tuvo un
precioso nino que, una vez alcanzada la mitad de la edad de
su padre, fallecié de una muerte desgraciada. Su padre tuvo
que sobrevivir, llorando, durante cuatro anos. De todo esto se

deduce su edad.

Con base en el texto del epitafio, plantee una ecuacion pa-
ra determinar la edad de Diofanto y responda las siguientes

preguntas.

a) ;A qué edad fallecié Diofanto?
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b) (Cuédntos anos vivié antes de casarse?
¢) ¢Cudntos anos vivié su hijo?

d) (Qué edad tenia Diofanto cuando naci6 su hijo?

Si denotamos con z la edad, en anos de Diofanto al morir,
entonces la traduccion de su epitafio en términos de la variable

I €S.

T
m Anos de la ninez de Diofanto: 5 anos

= FEdad a la que su cara se cubrio de barba: % + f—Q anos

r T
» Edad a la que contrajo matrimonio: G + D + =

r
= FEdad de Diofanto cuando se convirtio en papa: — + — +

6 12
Z 45
7

= Fdad de Diofanto cuando fallecio su hijo: %+ f—Q + % +5+§

s Edad de Diofanto cuando murié: % + % + % + 5+ g +4

X X

Por tanto, podemos plantear la siguiente ecuacion: 5 + 5 +

454+ 44
— — =x
7 >

a) A qué edad fallecié Diofanto?

x = 84, asi que Diofanto falleci6 a la edad de 84 anos.

b) ¢Cuantos afos vivio antes de casarse?
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Con base en la relacion dada en el epitafio, se tiene

€T x T 84 84 &4
-+ —4+—-—=—+4+—4+—=—=14 12 =
TR AT + 74 33

por lo que Diofanto se casé a los 33 anos.

¢) ¢Cuédntos anos vivié su hijo?
El texto es muy claro en este punto?. Tuvo un precioso nino
que, una vez alcanzada la mitad de la edad de su padre,
fallecid.?, en consecuencia su hijo vivio 42 anos.

d) (Qué edad tenfa Diofanto cuando naci6 su hijo?

Por el planteamiento que se realizé anteriormente, se tiene:

Edad de Diofanto cuando se convirtio en papa:

r T x 4 84 &4
—4+h=—4+ —+—4+5=144+7T+124+5= 38
SHh = o +7+12+

+—+
6 12
Por lo que Diofanto se convirtio en papa a la edad de 38

anos.

[Ejercicios Propuestos ]

@ En los Problemas de 1 - 12, resolver las ecuaciones.

2(x —4)

+2 2-
X _ x=$—2 Q%—i——:?

3 6
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9 3
95(3—95)21(35—3)
2y—7+8y—9_3y—5
3 14 21
3

Q —(42—3) = 2[x—(42—-3)]

DO

Q (30— 1) — (52 — 3)? =

de la edad de su vastago.
. Qué edades tienen el pa-

dre y el hijo ahora?

@ Hace cinco anos, Maria
tenia el doble de la edad

de su hermano. Encuentre

—(4z — 2)?
1 1
0 — _
20(z —1) (z+1)(2x + 3)
3
0 Sol. —=
o7
20+ 7 2:13—181 13
= ol. —
95:64—2 hr — 4 14
az+1+2x+3 581
= — Sol.
2z + 1 r+1 2
3
5)
r—4 r+1
Q:I:EB _3 T — 2 1_
_M Sol. __9
(x +5)? 15
r—1 x—6 x-—5
@x—%+x—7_a:—6—g
:U_
Sol. —
r—3 © 2

z+3

3
@3 = 1Y
@ Un padre es tres veces ma-

yor que su hijo. En 12

anos, ¢l tendra el doble

la edad actual de Maria si
la suma de sus edades hoy

es de 40 anos.

@ Yo tengo el doble de mo-
nedas de diez centavos en
mi bolsillo que de monedas
de veinticinco centavos. Si
tuviera 4 monedas menos
de diez centavos y 3 mo-
nedas mas de veinticinco
centavos, tendria $ 2,60. ;.
cuantas monedas de diez
centavos y de veinticinco

centavos tengo?
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6.3. Ecuaciones cuadraticas
Definiciéon

Sean a, b y ¢ constantes reales y a # 0 entonces la funcién f
definida por la ecuacién de segundo grado f(z) = az? + bz + ¢ se
llama funcion cuadratica.

Sila funcién f(x) = ax?*+bx+c = 0 se llama ecuacién cuadratica.

Una ecuacion cuadratica es una ecuacion de la forma
2 _
ar’ +bxr +c=0
donde a, b y ¢ son numeros reales con a # 0.

6.3.1. Meétodos de solucion de ecuaciones cuadraticas

1. Por factorizacién

Propiedad de producto cero
A-B=0 siysolosi A=0 o B=0
[Ejercicios Resueltos ]

@ Resuelva la ecuacion por factorizacion.
a) a’>+8a+12=0
b) 3z% + bx =2

c) 6m(m—1)=21—m
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2. Completando cuadrados

Para que el polinomio z? + bx sea un cuadrado perfecto, sume,

2
(g) que es el cuadrado de la mitad del coeficiente de x. Esto

resulta el cuadrado perfecto.

2 4 b+ (g)L (Hg)Q
Ejercicios Resueltos

@ Resuelva la ecuacion completando el cuadrado.

a

b) 2% —4x+2 =0

)
)
¢) 202 4+8x+1=0
d)
)

8
|
8
|
|

e

3. Férmula general

Las raices de la ecuacién cuadrética ax? + bxr + ¢ = 0, donde

a # 0, son:

= Vb2 — dac
B 2a.

Ejercicios Resueltos
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@ Usando la formula cuadratica encuentre todas las soluciones
reales de la ecuacion dada.
a) 2’ —2x—15=0
b) 222 +x—3 =0
c) ¥ —6r+1=0

5 1
d) 20— —=-=0
2
e) ¥°+5r+3=0
f) 22 =3(x—1)
g) (Bw+2)* =10

h) (22—1)*=38

6.3.2. Discriminante

El discriminante de la ecuacion cuadratica ax? + bx + ¢ = 0 con
(@ # 0) es
D = b? — 4ac.

1. Si D > 0, entonces la ecuacion tiene dos soluciones reales

distintas.

2. 51 D = 0, entonces la ecuacion tiene exactamente una solucion

real.
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3. 51 D < 0, entonces la ecuacion no tiene solucion real.

Ejercicios Resueltos

@ Use el discriminante para determinar el numero de soluciones

reales de la ecuacion. No resuelva la ecuacion.

a) 2—6x+1=0

b) 322 —62+9=0

¢c) 22 4+22xr+12=0

)
)
)
d) 2> +rz—s5=0(s>0)

6.4. Otros tipos de ecuaciones cuadraticas

Ya sabemos como resolver las ecuaciones de primer y segundo
grado, sin embargo existen otros tipos de ecuaciones tales como las
ecuaciones fraccionarias, ecuaciones con radicales, etc. Que, con tan
solo hacer un cambio de variable, o elevacion a la potencia adecuada

se puede transformar en ecuaciones lineales y cuadraticas.

6.4.1. Ecuacion fraccionaria

Una ecuacion fraccionaria es aquella cuya variable o incognita

se encuentra en el denominador.

Ejercicios Resueltos
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@ En la naturaleza existen dos grupos de animales, los que co-
men y los son comidos. Sea s el numero de insectos que ha
consumido una gallina, y 2z es la densidad de presas (esta da-
do por nimero de insectos por unidad de area); entonces, lo
consumido a lo largo de un periodo, esta dado por:

1,1z
S = ——M—
0,08z + 1

© Encuentre todas las soluciones reales de la ecuacion.

1 1 5
a) + —

x—1 :c+2:4
10 12

x T —3

+4=0

1 12
r x—3

6.4.2. Ecuacion con radicales

Son aquellas ecuaciones irracionales, es decir, son ecuaciones
donde al menos una de las variables se encuentran afectada de

algtn signo radical o exponencial fraccionaria
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Ejercicios Resueltos

@ Sabia Ud, que una forma de saber la profundidad d, de un

pozo, es arrojando una piedra hacia adentro y medir el tiempo
que le toma a la piedra chocar contra el agua. Esta dado por

la ecuacion.

vd  d
41090

T —

© Encuentre todas las soluciones reales de las siguientes ecuacio-

nes.

) V2A+14+1=t
b) VB—z4+1=2-2
)

)

a

C

20+ +1=28
d \/\/ S+w=>5

6.4.3. Ecuaciones de grado superior con exponente entero

Son ecuaciones de tipo cuadratico, que se caracterizan por que la
parte literal de los términos algebraicos de la ecuacion son de grado
superior, se puede hacer un cambio de variable conveniente, de tal
manera que la ecuacion resultante es una ecuacion equivalente de

grado inferior, generalmente de segundo grado.

Ejercicios Resueltos
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@ Muchos fenémenos fisicos y quimicos, se pueden estudiar através
de una expresion matematica; sabemos que la densidad del
agua a ciertas condiciones de temperatura y presién es 1 kg./ L.
Pero cuando la temperatura se encuentra entre 0°C' y 30°C, el
volumen V' de agua en centimetros cibicos, de un kilogramo

de agua a una temperatura 1', esta dado por:

V = —0,00006797° + 0,00850437° — 0,064267" + 999,87

© Encuentre todas las soluciones reales de las siguientes ecuacio-

nes.

a) xt— 1322 +40 =0
b) ot —5z?+4=0
c) 2zt +42° +1=0

d) 2°-22°-3=0

6.5. Ecuaciones que contiene exponentes fracciona-

rias

Son ecuaciones que contienen potencias fraccionarias, el procedi-
miento es similar al tema anterior, es decir, se debe hacer un cambio

de variable de forma conveniente, con la finalidad de convertirlo en
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una ecuacion de segundo grado.

Ejercicios Resueltos

@ LEn un estanque hay peces de una sola clase, entonces la po-
blacion de peces P, se modela mediante la siguiente ecuacion,

que nos permita conocer la poblacion en funcion del tiempo t.

P = 140 + 10tY2 + 3t

© Encuentre todas las soluciones reales de las siguientes ecuacio-

nes.

a) o3 —52%3 +6=0

b) VT —3yr—4=0

c) 4z + )2 =5 +1)*2+ (z+1)"2 =0
d) 22 4+ 3272 — 102732 = 0

e) —5yr+6=0

Ejercicios Resueltos
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§ . x 3 1
@ Hallar las raices de la ecuacion: 52" 3
r 3 1
6 = 2
r? — 18 1
6z 2
x® =3z —18 = 0

@ Hallar las raices de la ecuacién:  va2 —3 ¢z +2 =10

Hacemos un cambio de variable:

e a=Jr=0d"=x

Reemplazando a la ecuacion se tiene:

© Resolver: 4772 4128 = 3 (2¢17)
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(22)7- 42 4128 = 3-27. 25
16(2%)? + 128 = 3-32 - 2¢
16 - (27)2 4+ 128 = 96 - 2°
(292 —6-2° + 8 =

Hacemos un cambio de variable:

o q=2"

@ Hallar el valor entero de r en:
e —(r+2)x+1=0

Sabiendo que sus dos raices son iguales.

‘ Resolucion ‘
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r’z? —(r+ 2z +1=0

Dato: x1 = x5 entonces se cumple.
A =0= b*—4ac =0 = b* = 4ac
Reemplazando:

[— (r +2)]" = 4*(1)

72 4+ dr + 4 = 4r?

3r? —dr —4 =0

Factorizando: (3r +2)(r —2) =0
Lr=2

@ Calcule el valor de m para que la ecuacion:

6x° + (2m + 3)r + m = 0 tenga solo una raiz.

62% + (2m + 3)z +m =0
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Del enunciado se deduce:

A = (2m +3)* —4(6)(m) = 0
4m? +12m+9—24m = 0

4m?> —12m+9 = 0

(2m —3)* = 0
2m—3 = 0
3

m — i

2

@ Encuentre la ecuacion polindmica cuyas raices son:

_3+v/29 3—+/29

o =

" 10 10

‘ Resolucion

Por formacion de una ecuacion de segundo grado.

2? — (ri+ )z +r =0
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x2_<3_18/®+3+1g/ﬁ>$+(3_m) <3+\/@

@ Si una de las raices de la ecuacion polinomial de coeficientes

racionales:
P(z) =2 —42° + ax® + bz +c =0
es (1 + \4@), calcular. a +b+ ¢

Dato:

r=1+2

r—1=+/2
Elevando a la cuarta (z —1)* = 2, desarrollando
ot — 4z’ + 627 —dx +1 =2

xt =4t + 6 —dr—1=0

entonces:
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a+b+tc=06—-4—1=1

[Ejercicios Propuestos }}

@ Mediante foctorizacion, resolver las siguientes ecuaciones

2 _ _ 5) 1

2" 4

b) 2?+4x—45=0 g) 32— 11z +10=0

¢) 2°—4r—21=0 h) 422 —4r —15=0

d) 22°+2—-1=0 i) (z+3)(z—-3)=2-9
T B

e) 4a*—bx =0 J) 65’7_595_1:0

Resolucion

© Completando Cuadrados, resolver las siguientes ecuaciones

a) 22 —6x+6=0 d) 22 +22—-4=0
b) 2 +5x—5=0 e) 202 —62—1=0
¢) 322 —6r—3=0 f) e’ +4x—1=0
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g) 33+ 2?2 —10x =0 i) 2x(4x —1) =4+ 2x

h) 7o +3(2*—=5)=2—-3 j) z(z+1)(z+3) = (z+2)°

Resolucion

© Por férmula, resolver las siguientes ecuaciones

a) 4x* + 20z + 25 = 0 f) 2r+1)?=3(z+1)?
7 1
2 | By 3 - _9
b) 222+ 5z —3=0 8 1= a9
5 1
¢) br(r+2)+6=3 ) x+3+a:—1
2 _
d) (dz—1)(2z+3) = 18p—4 ) L Z22+5 4
2 —4x + 3
e) (z+1)*=2(x—1)* i) z(3x +2) = (x +2)*

[Ejercicios Propuestos ]

@ Resuelva las siguientes ecuaciones por el método apropiado.

a) Vbr+19=x+2 o) 22 —22—1=0

b) x —1=+422 — 262 +46 h) 2223 + 23 —1=0

) (x+1)P—(z-1)P3=8 i) 9o =276~

71 | 195
d) 5x2—§x=§aj+1 i) 25(172):57
w* 11
e) 326,%4—1 k) V3z+1=2-3
f) o' —32° -4 = D (x+ 1)1 —22) = 2z +
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—1 +1 2x+9
e ) e r 1T eo1 213

m) (1+42z)*+(1+z)(1—x) = 3 1 1
302 4 21 + 4 Y 32 73 ot
W) (z 4P —(r—3)P=sg ) VITEL £ Ve =
7162 + 1

i) (z+2° — (z—1)° =
©(3x +4) + 8 W) A2z ++/Ir —3-3=0

0) (5x—4)*— Bz +5)(2x— V) Qf:\/m_{_\/ji”

1) = 20z(x — 2) + 27 W) Vot Vo E8=2yT

r+4 :z:+2_ 1

p R —
>CC—E5 :U+63 245 X) V6—2 4+ Vr+T —
V F 1 7718 V2T T 1 =0
6\ > 24
) 44— =5
Q(x x) ! x
3\ 2 12
_2) —dr+ 2 =12
Q<a: :c) ! x
Dt'l'tl”d()2+1+
etermine el conjunto solucion ae: =
o J PR r+5 x-—05H
20
22— 925

@ Hallar el valor de k para que la suma de las raices de la ecuacion
kx? 4+ 4kx + 3 = 2% sea 10.

@ Dado el polinomio p(x): " i 5T x_ 1= 0. Hallar la suma

de los elementos de p(x).
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@ Se quitan cuadrados iguales de cada esquina de una hoja metali-
ca rectangular cuyas dimensiones son 20 por 16 pulgadas. Des-
pués los lados se doblan hacia arriba para formar una caja rec-
tangular. Si la base de la caja tiene un area de 140 pulgadas
cuadradas, determine el lado del cuadrado que se quité de cada

esquina.

© Una caja con base cuadrada y sin tapa se construye a partir de
una pieza cuadrada de metal cortando cuadrados de 2 pulgadas
de cada esquina y doblando los lados hacia arriba. Encuentre
las dimensiones de la hoja metdlica, si el volumen de la caja

sera de 50 pulgadas cubicas.

@ Se lanza una pelota hacia arriba con una velocidad inicial de 80
pies por segundo. La altura h (en pies) recorrida en t segundos

estd dada por la férmula h = 80t — 16t

a) § Después de cuantos segundos la pelota alcanzard una
altura de 64 pies?

b) ¢ Cuénto tiempo tardara la pelota en regresar al piso?

¢) Determine la altura maxima que la pelota alcanza. (Su-
gerencia: El tiempo de recorrido hacia arriba es igual a la

mitad del tiempo en regresar al piso).
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@ Se dispara un proyectil verticalmente hacia arriba desde el piso
con una velocidad inicial de 128 pies por segundo. El proyectil
esta a una altura h después de t segundos del lanzamiento, en

donde h = 128t — 16t2

a) ; Después de cuanto tiempo el proyectil estard a una altura

de 192 pies por encima del suelo?

b) ¢ En qué momento el proyectil regresara al suelo? Deter-

mine la altura maxima que alcanza el proyectil.

@ Soledad tiene una caja con hilos. Le dio la mitad de los hilos
a Jorge y un tercio de las que le quedaban en la caja, se las
dio a Maria. De esta manera, le quedaron 6 hilos a Soledad, ;,

Cudantos hilos tenia al principio 7

@ Nohelia, Antonio y su madre comieron un pastel. Nohelia co-
mi6 la mitad del pastel, Antonio comié 1/4 del pastel y su

madre comié 1/3 del pastel. ; Cudnto quedé del pastel?

@ La suma de tres niimeros es 12. El segundo ntimero es 1 mds
que tres veces el primero y el tercer nimero es 1 menos que 2

veces el segundo. Entonces j, cuales son los niimeros 7

@ Roger recibid s/. 435 por trabajar 52 horas en una semana. La

jornada laboral normal es de 40 horas semanales, y su jefe paga
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una y media veces mas de lo que paga por cada hora normal

cada hora extra. Entonces, por cada hora, Roger recibe:

@ El largo de un cuadro es el doble del ancho. Si el marco del
cuadro tiene 2cm de ancho y si el cuadro y su marco tienen
una superficie 244em? mayor que la del cuadro, calcular las

dimensiones del cuadro.

@ Hallar un numero tal que sustraido en 4 y agregado en 9/4 es

igual a 1/3 de si mismo.

@ Una piscina puede ser llenada por tres canerias en forma in-
dependiente. La primera caneria llena la piscina en 15h; la
segunda en 20A y la ultima en 30h. ;, En qué tiempo llenarian

la piscina las tres canerias juntas?

@ Un vendedor de nueces tiene dos clases de fruta; una de 0,90
céntimos el kg y otra de 0,60céntimos el kg. La competencia
vende las nueces a 0,72céntimos el kg. ;En qué proporciones
debe mezclar las nueces, de tal forma que pueda competir en

el mercado?

@ Un trozo de alambre de 100 pulgadas de largo se corta en dos, y
cada pedazo se dobla para que tome la forma de un cuadrado.

Si la suma de las dreas formadas es de 397pulg?, encontrar la
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longitud de cada pedazo del alambre.

@ La empresa tu casita construy6 una unidad habitacional con
40 departamentos, se conoce que si se fija un alquiler mensual
de 120 dolares por departamento, todos seran ocupados, pero
por 5 délares de incremento en el alquiler uno quedara vacante.
El alquiler en délares que debera fijarse con el objeto de obtener
los mismos ingresos (que si se alquilaran a 120 délares cada

departamento), dejando algunos vacios para mantenimiento.
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Capitulo 7

APLICACION DE ECUACIONES

GUIA PARA MODELAR CON ECUACIONES

1. Identifique la cantidad que el problema le pide hallar. En ge-

neral, esta cantidad puede ser determinada por una cuidadosa
lectura de la pregunta que se plantea al final del problema. Des-
pués introduzca notacién para la variable (llamela x o alguna

otra letra).

. De nuevo lea cada oracion del problema y exprese, en térmi-
nos de la variable que haya definido en el Paso 1, todas las
cantidades mencionadas en el problema. Para organizar esta
informacion, a veces es util trazar un diagrama o hacer una

tabla.

. Encuentre el dato de importancia decisiva en el problema, que

dé una relacion entre las expresiones que haya citado en el Paso
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2. Formule una ecuacion (o modelo) que exprese esta relacion.

4. Resuelva la ecuacion, verifique su respuesta, y exprésela como

una oracion que conteste la pregunta planteada en el problema.

[Ejercicios Resueltos ]

@ Liscribir en notacion matematica todo los problemas en térmi-

nos de la variable indicada.

a) La suma de tres enteros consecutivos; n primer entero de

los tres.
I°=n
2" =n+1
3 =n+2

Suma = n+n+1+n+2
= 3n+3

= 3(n+1)

b) El promedio de tres calificaciones de examen si las dos pri-
meras calificaciones son 78 ; 82 y (5 = tercera calificacion

de examen.

Lc. Raul Champi Apaza 178 M.Sc. Roger Ccama Alejo



Resolucion

— 78 + 82+ (5

3
160 + C5

3

¢) El4rea (en m? ) de un rectangulo que mide tres veces més
de largo que de ancho; w = ancho del rectangulo (en m).

Resolucion

A = w- 3w
= 3uw?
d) La distancia (en kilometros) que un auto recorre en 45 mi-

nutos; v = rapidez del auto (en km/h).

Resolucion

1h
Convertimos de minutos a hora : 45 mim < > =

60 mim
3
—h
4
d = v-t
km 3
—271”
zzvkm

e) La suma de tres enteros consecutivos; n entero intermedio
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de los tres.
I°=n-1
2°=n Suma = (n—1)+n+ (n+1)

302n+1 = 3n

f) El promedio de cuatro calificaciones de preguntas de cada
una de las tres primeras calificaciones es 8; ¢ = cuarta ca-

lificacion de preguntas.

—— 848438
PC:+1—+q

24 +q
4

g) El interés obtenido después de un ano sobre una inversion
es 25 % de interés simple por ano; x = numero de dolares

invertidos.
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I = x-1-t
1
= x-20 — 12
100
= x-0,025-12
= 0,3z

h) La renta total pagada por un departamento si la renta es

$ 795 al mes; n = numero de meses.

Renta = 795 -n

i) El perfmetro (en em) de un rectangulo que es 5 ¢m més

largo que su ancho; w = ancho del recténgulo (en cm).

Perimetro = 2-ancho+ 2 - largo
=2 w+2 - (5b+w)
= 2w + 10 + 2w

= 4w + 10

j) El tiempo (en horas) que tarda en recorrer una distancia
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determinada a 55 km/h; d = distancia dada (en kiléme-

tros).

T distancia
empo = ————
p velocidad

dkrm

Jerit
55—
o

- —h
55

© Determine dos nimeros cuya suma sea 15 y la suma de sus

cuadrados sea 137.

‘ Resolucion ‘

Planteo:

e r+y=15=y=15—-z

o 124 y? =137
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Reemplazando a la segunda ecuacion se tiene:

4+ (15 —x)* = 137
o + 225 — 30z 4+ x* = 137

2% — 30z + 88 = 0

vt — 15z +44 = 0

(x—11)(z—4) =0

© Determine dos enteros impares consecutivos cuyo producto sea

143.
Planteo:

o (z)(z+2) =143

22+ 22 — 143 = 0

2 4+20+1 = 144

(x+1)* = 144
r+1 = 12
r = 11
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@ Encuentre dos enteros consecutivos cuyo producto sea 132.

‘ Resolucion

Planteo:
o (z)(x+1)=132
2 +r—132 =
(x +12)(x — 11) =
r =11 A r=—12
r=11 A x=12 v r=-12 A x=-11

@ La longitud de la hipotenusa de un triangulo rectangulo es 13
centimetros. Determine los otros dos lados del triangulo, si su

suma es 17 centimetros.

‘ Resolucion ‘

Planteo:

e r+y=1"T=—y=17—-x

° £U2+y2=132
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Reemplazando a la segunda ecuacion:

2> 4+ (17T —2)* = 169
2 +289 — 34z 4+ 2* = 169
202 —34r 4+ 120 = 0
2?2 — 172 4+60 = 0

(x—=12)(x=5) = 0

@ El perimetro de un rectdngulo es de 20 m y su area de 24 m?.

Determine las longitudes de sus lados.

Planteo:

e 2r+2y=20=y=10—=z
e r-y=24
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Reemplazando en la segunda ecuacion se tiene:

z(10 —x) =
100 — 2% — 24 =
1 —10x +24 =
(z —6)(x—4) =
r =0 A rx =41
r=6 A y=14 Y r=4 AN y=6

@ Ll diametro de un circulo es 8 em. jEn cuanto debe aumentar

el radio para que el drea aumente 337 cm??

‘ Resolucion ‘

El area del circulo inicial es:

A = mr?
A = 7T(4)2
= 167 cm?

En cuanto debe aumentar el radio para que el area aumente
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337

Area aumentada = A + 337
m(r +2)* = 167 + 337

74+ x)* = 497

(4 4+ x)* = 49
d+x = V49
x = 7—4

r = 3

@ Una empresa de taxis se dedica en renta de autos cobra 30
soles al dia y 0,15 soles por kilémetro para rentar un auto.
Royer renta un auto durante dos dias y su cuenta llega a 108

soles. jCuantas kilometros recorrio?

r = numero de kilometros recorridas

costo del recorrido + costo diario = costo total
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0,15z + 2(30) = 108

0,152 = 108 — 60

0,150 = 48
48
aj =
0,15
= 320

.". Royer manejo 320 kilometros su auto rentado.

@ Maria hereda 100, 000 dolares y los invierte en dos bancos de
depdsito. Uno de los bancos paga 6 7 y el otro paga 4% /. de
interés simple al ano. Si el interés total de Maria es 5025 dolares
al ano, jcuanto dinero se invierte a cada una de las tasas de

interés?
‘ Resolucion ‘

x = la cantidad invertida al 6 /.
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interés al 6 /. 4+ interés al 45 / = interés total

1 9 1

6. — 2 (100000 — ) = 5025
00+ 3 100 7)
Oox 9
R — ) = 5025
) ' 280( R 200 - 5025
L (100000 — z) = —— 222
ST A 100000
122
+ 2 (100000 — z) =
%6 T 206" z) 200

122 + 9(100000 — z) = 1005000
122 + 900000 — 92 = 1005000

3z = 1005000 — 900000

105000
€Tr =
3
x = 35000

". Marfa ha invertido 35,000 ddlares al 67 y los restantes
1.
65, 000 ddlares al 45 /..

@ Un jardin cuadrado tiene un andador de 3 metros de ancho
alrededor de su borde exterior. Si el area de todo el jardin,
incluyendo los andadores, es de 900 m?, jcudles son las dimen-

siones del area plantada?
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Area total = L2

900 = (x + 6)*
VO00 = z+6
30—-6 = x

24 = x

.. El area plantada del jardin es de unos 24 metros por 24

metros.

@ Un objeto fue disparado verticalmente hacia arriba a una velo-
cidad inicial vy m/s alcanzara una altura de h metros después

de t segundos, donde h y t estan relacionadas por la férmula
h = —16t* + vyt

Suponga que se dispara una bala verticalmente hacia arriba

con una velocidad inicial de 800 m/s.

a) ¢(Cuéndo caerd la bala al nivel del suelo?
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b) (Cuédndo alcanza una altura de 6400 metros?

¢) (Cuando alcanza una altura de 10400 metros?

d) (Cuél es la altura del punto mas alto al que llega la bala?

.
descenso :
4 - . »
as5ecnso 10,000 pies
h 6400 pies
— =% === ki
a).
h = —16t> + vgt
0 = —16t* + 800t

16t* — 860t = 0

t* — 50t = 0

t(t —50) = 0

t = At =250

Esto significa que la bala arranca (t = 0) al nivel del suelo y

regresa a ¢ste después de t = 50 segundos.
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h = —16t* + vyt

6400 = —16t* + 800t
16t% — 860t + 6400 = 0
t* — 50t 4400 = 0

(t — 10)(t — 40) = 0

La bala llega a 6400 metros después de t = 10 s (en su ascenso)

y otra vez después de t = 40s(en su descenso a tierra).

h = —16t% + vyt
10400 = —16t2 + 800t
16t> — 800t + 10400 = 0

2 — 50t + 650 = 0

El discriminante de esta ecuacién es D = (—50)? — 4(650) =
—100, que es negativo. Entonces, la ecuacion no tiene solucion

real. La bala nunca llega a una altura de 10400 metros.
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h = —16t* + vyt

16t* — 800t + h = 0
El discriminante de esta ecuacién tiene que ser D = 0

(—800)* — 4(16)(h) = 0
(—800)(—800) > 4(16)h
640000 > 64h

h < 10000
La maxima altura alcanzada es 10000 metros.

@ Por cada cuatro docenas de manzanas que un comerciante
compra, le obsequian dos manzanas. j Cuantos son de obsequio

si llevd 4800 manzanas?

I 4 docenas <> 12 x 4 + 2 = 50 manzanas.

En los 4800 que llevo hay:

4800
w0 = 96 grupos de 50

entonces habra:

2 x 96 = 192 manzanas de obsequio.
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@ Juan es el doble de rdpido que Pedro. Si juntos pueden hacer
una obra en 10 dias, ; Cuanto tiempo le tomara a Juan hacerlo

solo?

‘ Resolucion ‘

Juan hace : 2k
- 3k Juntos hacen en un dia

Pedro hace : 1k

— Fn 10 dias hacen: 30k
30k

Juan lo harfa solo en : o 15 dias
@ La mitad de un barril contiene vino y cuesta S/. 800. Si se

agregan 50 [ de vino de la misma calidad, el nuevo costo es S/.

1000. ;, Cual es la capacidad del barril?

‘ Resolucion ‘
Cantidad costo
barril
ag” .5/, 800
barril

S T80 — s/, 1000

Por aspa simple:
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2
5 barril = 4 barril + 400

barril barril
T (1000) = 800 < aZfZ 4—50)

barril = 400 {

@ Un padre deja al morir a cada uno de sus hijos s/,12500, pero
uno de sus hijos no acepta y la herencia se reparte entre los
demas, recibiendo cada uno s/,15000. ; Cudl es el valor de

verdad de las siguientes proposiciones?.

[) El nimero de hijos es 6
IT) El padre dejo a sus hijos s/,75000

[1T) Si los hijos hubieran sido 11 con, las mismas condiciones,

cada uno recibiria s/. 7500.

Cada uno recibe adicionalmente 15000 — 12500 = s/. 2500

% los hii . 12500
os hijos que recibieron son: =
Jond 2500

[) El nimero de hijos es:
5+1=6-(V)

IT) Herencia:

12500 x 6 = s/. 75000 - - - (V)
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[1I) Si uno no aceptaria entonces c¢/u recibiria:

%Oozs/. 7500+ -+ (V)

@ Un comerciante compra un lote de 60 televisores por s /. 27000.
Vendié después 3 docenas de ellos ganando s/. 150 en cada uno
de ellos. Halle el precio de venta de cada uno de los restantes

si quiere obtener un beneficio total de s/. 12600.

‘ Resolucion ‘

DATOS:

o« Pp, = s/. 27000

e 60 Tv

27000
:PCU:W:ZLE)O/TV

Vende:
36 Tv. a (450 + 150) / Tv

— Py, = 36(600) = 21600

Los restantes:

24 Tvas/.xc/ Tv

— PV2 = 24(26)
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Sabemos que:

PVT = PCT + Gr
PV1 + PV2 = PCT + G

21600 + 24x = 27000 4 12600
r = s/. 750

@ Linda compr6 manzanas a 4 por 3 soles y los vende a 5 por 7
soles. ; Cudl es el valor de verdad de las siguientes proposicio-

nes?

[) Con 200 manzanas gana S/. 130
IT) S/. 208 es la utilidad de 320 manzanas.

[1T) En una manzana gana S/. 0, 70.

Compra:

4manz — s/.3

20 manz —> s/. 15

Vende:
5manz — /.7

20 manz —> s/. 28

En la compra y venta de 20 manz. gana s/. 13, entonces:

[) 200 manz gana
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13x 10 =5/.130...(V)

IT) 320 manz gana
13 % 16 = S/. 208... (V)

[1I) En una manzana gana

13
5g = 5/ 0,64 (F).

@ Por una docena de manzanas que compré me obsequiaron 1

manzana. Si he recibido 780 manzanas, entonces son ciertas:

[) Compre 72 decenas.

IT) Si cada manzana cuesta s/. 0, 40 me ahorre s/ 24,50.

[1T) Gasté en total s/. 288.

‘ Resolucion ‘

1 doc <> 12 4+ 1 = 13 manzanas.
780

ft docenas = 0 13

Entonces el § manzanas compradas:

60 x 12 = 720 manzanas

720
[) £ Docenas = 10 2...(V)

IT) En 60 manzana que fueron de regalo ahorré:

60 x 0,40 = S/. 24 ... (F)
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I1I) Gasté en 720 manzanas:

720 x 0,40 = s/. 288... (V)

@ Hallar el mayor de dos nuimeros sabiendo que su suma es el
maximo numero de tres cifras diferentes y su diferencia es el
maximo numero de dos cifras iguales. Dar como respuesta la

suma de las cifras de dicho numero.

Suma = 987

Diferencia = 99

S+D 987+ 99
2 2

Dicifras =0+ 4+3=12

Mayor = = 543

@ Un alumno pregunta al profesor la hora y esté le responde:\
Quedan del dia 6 horas menos de las transcurridas”. Entonces
son clertas:

[) El angulo que forman las agujas de un reloj es 90°.
IT) Hace una hora eran las 2 pm.

[1I) Dentro de una hora las agujas formaran un angulo de 120°.

S=24: D=6
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24 4+ 6

Horas transcurridas =

2
= 15h = 3pm
[) A las tres en punto se forma un angulo recto.- - - (V).
IT) Hace una hora eran las 2 pm - -- (V).

[1I) Dentro de una hora las agujas formaran un éngulo de 120°

- (V).

@ A un numero se le agregd 10, al resultado se le multiplico
por 5 para quitarle enseguida 26, a este resultado se extrae la
raiz cuadrada para luego multiplicarlo por 3, obteniendo como

resultado final 24. ;Cuél es el numero?
‘ Resolucion ‘

Ubicando las operaciones en el orden en que han sido mencio-

nadas tenemos:

+10 x5 —26 %3

ufih =l == = g ¥

Aplicando el método del cangrejo, se tiene:

8 18 90 64 8 = 24
~_ “ ~_ “ x_ S 7 x_ ~
—10 ) +26 ()2 =3

Rta.
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@ Tengo tres cajas rojas con cuatro cajas verdes cada una, ademas
que en cada una de las verdes contiene cinco cajas amarillas
con seis cajas azules dentro de cada amarilla, ; cuantas cajas

tengo en total 7

Resolucion

Cajas
3 Rojas 3 =3
4 Verdes  4-3 = 12
5 Amarillas  5-4-3 = 60

6 Azules 6- 5-4-3 = 360
Total 435

Rta.

@ Si necesito reunir la cantidad de 7,50 soles utilizando tnica-
mente monedas de 1 sol, 50 céntimos y 10 céntimos, y ademas
se requiere que haya al menos una moneda de cada valor, jcual

seria la menor cantidad total de monedas que deberia juntar?

T
7,50 = 6(1,00) + 2(0,50) + 5(0, 10)
7.50 = 6,00 + 1,00 + 0,50

.. como minimo son: 6 + 2+ 5 =13
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Rta.

3
@ Mary tiene 1 de dinero que tiene Roy. Si Roy cediera el = %

de su dinero a Mary, le quedaria 1 del dinero que entonces

tendria Mary. ; Cual es el valor de x 7

Resolucion
Inicio Final
M—§R R’—§M’
4 4
3 /(3
— R—2%R=-(-R+2%R
4\ 4
3 /(3
R1l—a2%)=-(-4+2%)R
4\ 4
3 (3
1 — _“ (=
x % 4(4+x%>
16 9 3
%Z/ZI’%
Z_L:x%
25% =2 %

Rta.

€ Pepito, Jaimito y César son 3 ninos que juntos tienen mas de
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8 soles. Si Jaimito tuviera 4 soles mas, entonces tendria mas
dinero de lo que tienen Pepito y César juntos. Jaimito tiene
menos soles que César, y éste tiene menos de 5 soles. Si los
3 ninos tienen numeros enteros de soles ; Cuantos soles tiene

Jaimito 7

o P+ J+(C >8

o J<(C<5)h
3<4<bh

o J+4>P+C
3+4>2+4

" Jaimito tiene s/. 3,00

@ Una pareja de esposos disponen de s/. 350 para asistir al teatro
con todos sus hijos. Si compran entradas de s/. 45, le sobraria;
y si compran entradas de s/. 65, le faltarfa para mas de uno.

;, Cuantos hijos tiene dicha pareja?

o 45x < 350
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e 06bx > 350 + 65
x> 6,38.....(1])

De las ecuaciones (II) y (I) se tiene:

6,38 <2<T7,7

Son personas entonces r = 7

Pta. Tiene 5 hlJOS.I

& En un colegio existen 1000 alumnos que son atendidos por 19
personas entre profesores y profesoras. Cada profesor atiende
30 alumnos mas que cada profesora. Unicamente, se decidio
aumentar en 8 alumnos mas la clase de cada profesora, redu-
ciéndose asi las de los profesores. ; A cuantos alumnos atiende

ahora cada profesor ?

‘ Resolucion ‘
Inicio:

Profesor: V

Profesora: M

oM +V=19— M=19-V

e zM + (z 4 30)V = 1000
2(19 = V) + (z 4 30)V = 1000
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192 — 2V + 2V 4+ 30V = 1000
. 1000 — 30V =—8

l B 19

40

Final:

(x +8)M + RV = 1000
(z+8)(19 — V) + RV = 1000

Como x =40 y V' = 8 se tiene:

48(11) + 8R =1000

8RR =1000 — 528
472
R=_"=
8
R =539

Rta.

@ En una reunion, si los varones sacaran a bailar a toda las muje-
res, 10 % de los varones se quedaria sin bailar. Si la cantidad de
varones disminuye en 19 % y las mujeres aumentaran en 20 %
para nuevamente salir todos a bailar, ; qué tanto por ciento

del numero de mujeres se quedara sin bailar?
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‘ Resolucion

100 %V — M =10%V

00 %V =M
10M
(e —

9

100%V — M =10%V

0%V =M
10M
V="

9

Rta.
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Ejercicios Propuestos

@ Lscribir en notacion matematica todo los problemas en térmi-

nos de la variable indicada.

a) La concentracion (en oz/gal) de sal en una mezcla de 3
galones de salmuera que contiene 25 onzas de sal a la que
se ha agregado agua pura; x = volumen de agua pura

agregada (en galones).

b) EI valor (en céntimos) del cambio en un monedero que
contiene el doble de monedas de 5 céntimos que de céntimo,
monedas de 10 céntimos mas que de 5 céntimos, y tantas
monedas de 25 céntimos que de monedas de 5 combinadas;

p = numero de monedas de un céntimo cuatro.

© [ PROBLEMA DE CAIDA DE CUERPOS] Supon-

gamos que un cuerpo se deja caer desde una altura hg sobre
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el suelo. Entonces su altura después de t segundos esta dada
por h = —16t%> + hy, donde h se mide en metros. Use esta

informacién para resolver el problema.
a) Si una pelota se deja caer desde 288 m sobre el suelo,
;cuanto tarda en llegar al nivel del suelo?

b) Una pelota se deja caer desde lo alto de una casa de 96 mde

alto.

s ;Cuanto tardara la pelota en caer la mitad de la dis-

tancia al nivel del suelo?

» ;Cudanto tardara en caer al suelo?

‘ Resolucion ‘

O [PROBLEMA DE CAIDA DE CUERPOS] Use Ud.
La férmula h = —16t% + vgt que se estudia en el ejemplo

anterior.

a) Una pelota de Futsal se lanza directamente hacia arriba a
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una velocidad inicial de vy = 40 m/s.

;Cuando llega la pelota a una altura de 24 m?

;Cuando llega a una altura de 48 m?

;Cudl es la altura maxima ( hyg,) alcanzada por la

pelota?

;Cuando alcanza la pelota el punto méas alto de su tra-

yectoria?
» ;Cuando cae al suelo?
b) (Con qué rapidez debe ser lanzada hacia arriba una pelota

de Futsal para que alcance una altura maxima de 100 m?

[Sugerencia: Use el discriminante de la ecuacion 16t*—uvgt+

h=0]

@ [ECUACION DE LENTES] Si F es la longitud focal de
un lente convexo y un objeto se coloca a una distancia x desde

el lente, entonces su imagen estara a una distancia ”y” del lente,
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donde F', x vy y estan relacionadas por la ecuaciéon de lentes

L1 N 1
F oz y
Suponga que un lente tiene una longitud focal de 4,8 cm y que

la imagen de un objeto estda 4 cm mas cerca del lente que el

objeto mismo. ;A qué distancia del lente esta el objeto?

‘ Resolucion ‘

© [POBLACION DE PECES] La poblacién de peces de
lago Titicaca sube y baja de acuerdo con la férmula P =
1000(30 + 17t —t%). Aqui P es el niimero de peces en el tiempo
t, donde t se mide en anos desde el 1 de enero de 2021, cuando

la poblacion de peces se estimo por primera vez.

a) ;En qué fecha la poblacion de peces serd otra vez la misma

de como era el 1 de enero de 20217

b) (Antes de qué fecha habran muerto todos los peces del lago
Titicaca?

‘ Resolucion ‘
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O [ POBLACION DE PECES] Un gran estanque en la
localidad de Chupa es abastecido de peces. La poblacion P de
peces esta modelada con la formula P = 3t+10+/t+140, donde
t es el numero de dias desde que los peces fueron introducidos

en el estanque. ; Cuantos dias tardara la poblacion de peces en

llegar a 5007

@ [UTILIDADES] Un fabricante de hornos encuentra que la
utilidad P (en ddlares), generada por producir  hornos de po-
llerfa por semana, esta dada por la formula P = 1—056(300 — )
siempre que 0 < x < 200. ;Cuantos hornos deben ser fabrica-

dos en una semana determinada para generar una utilidad de
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$ 12507

‘ Resolucion ‘

O [VOLUMEN DE SOLIDOS] La esfera, el cilindro vy el
cono, como se muestra en la figura, tienen todos ellos la misma

medida, de radio () y el mismo volumen (V).

a) Use las formulas conocidas del volumen, para demostrar
que

4
—7rd = 7rihy y —nr’ = —mr?h
3 3 3

b) De estas dos ecuaciones anteriores despeje ud. hy y h.

r’"“J_T_ :

‘ Resolucion ‘
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Capitulo 8

DESIGUALDADES

CONJUNTOS E INTERVALOS

Un conjunto es una coleccion de objetos, y estos objetos se lla~
man elementos del conjunto. Si A es un conjunto, la notacion a € A
significa que a es un elemento de A, y b ¢ A quiere decir que b no
es un elemento de A. Por ejemplo, si Z representa el conjunto de

enteros, entonces —2 € Z pero v/3 ¢ Z.

EJEMPLO
1. A=1{1,2,3,4,56)
2. A={z/x esunenteroy 0 <z <7}

Si A y B son conjuntos, entonces su union A u B es el conjunto
formado por todos los elementos que estan en A o B (0 en ambos).

La interseccion de A y B es el conjunto A n B formado por todos
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los elementos que estan en A y B. En otras palabras, A n B es la
parte comun de A y B. El conjunto vacio, denotado por (¥, es el

conjunto que no contiene elementos.

[Ejercicios Resueltos ]

@ Ponga el simbolo correcto (<, >, =) en el espacio.

a) =30 —4 ) ; 0 0.46
b) © [0 313

f) | -3 3
c)o.25mi ) I=31 013
d) 3,333 O 3,33 g) 1.41 O 2

© Escriba cada enunciado en términos de desigualdades.

a) 2z es positivo

b

W es menor a o

n es mayor o igual a 27

1

)
)
)
d) @ es menor a 5y mayor a —3
)
)
)
)

e) La distancia de R a 4 es como maximo 9

f) w es negativa

g) z es mayor a b

h

Yy es como maximo 6

i) m es positiva y menor o igual a 12
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j) testd al menos 5 unidades de 7

8.1. Intervalos

Los intervalos son subconjuntos de los niimeros reales que sirven
para expresar la solucion de las inecuaciones, estos intervalos se

representan graficamente en la recta numérica real.
{a,by ={x/a <z < b} la,b] = {z/a < x < b}

Consideramos los siguientes tipos de intervalos:

1. Intervalo Cerrado  ([a,b] < a <z < b)

2. Intervalo Abierto ({a,b) < a <x <b)

3. Intervalo Semi abiertos ({a,b) < a <z <b)

a) Cerrado en a y abierto en b:  ([a,b) © a <z <)

b) Abierto en a y cerrado en b:  ( {a,b] < a <z < b)

77
77
7
77

a T b
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4. Intervalo Infinitos

//////////////////////////////////////
//////////////////////////////////////

//////////////////////////////////////
//////////////////////////////////////
//////////////////////////////////////

a x +00

@ LExprese el intervalo en términos de desigualdades y, a conti-

nuacion,grafique el intervalo.
a) (—4,0)
b) [-5,—4]

c) 3,7
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f) [-3,+w0)

© Exprese la desigualdad en notacion de intervalos y, a continua-
cion, grafique el intervalo correspondiente.
a) T <4
b) x> 6
) —2<z< !
c) — r < -
2
d) <9

e) b<xr<8
© Grafique el conjunto.

a) [2,3)u[1,4]

b) <1§] A 0.8
c) [—2,4] n{3,7)

d) (=1,2) U [0,5]
) (54| (-l

f) [2,8] u <§, +oo>
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8.2. Inecuaciones lineales de una variable
Definicién

La solucion de una desigualdad en una variable es el conjunto
de todos los valores de la variable, para los cuales la desigualdad

es una proposicion verdadera.

Nota:

e Cuando el mismo numero real se suma o se resta a ambos
lados de una desigualdad, el sentido de la desigualdad no se altera.
e Ll sentido de la desigualdad se preserva si ambos lados se
multiplican (o dividen) por el mismo nimero positivo y se invierte

cuando se multiplican (o dividen) por el mismo nimero negativo.

[Ejercicios Propuestos ]

@ Resuelva las siguientes desigualdades:

a) 2z+1>x+5 ¢) 2u—11 <5u+6

b) 3z <4—x f) bx +7>31—3zx

¢) 2x =6z +4<z+38 ¢) 32z —1)>4+5(x—1)
d) 4z —10> 122 — 4

© La familia Verdana tiene una huerta con 90 plantas de tomates.

El numero de plantas de cada fila excede en 3 al doble del
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numero de filas. Determinar el numero de filas y el nimero de

plantas por fila.

© Se debe preparar un terreno cuadrado para sembrarlo y cer-
carlo con alambre. Si el costo por preparar el terreno es de $
0.5 dolares por metro cuadrado, y la cerca cuesta $ 1 ddlar el
metro lineal. Determinar las dimensiones del terreno si el costo

por prepararlo y cercarlo es de $ 120 dolares.

@ Hay que repartir $ 60.000 entre cierto nimero de amigos, pre-
sentes en una reunion, en partes iguales. Alguien nota que si
hubieran dos amigos menos, a cada uno le corresponder ?a $
2.500 mas. Cuantos son los amigos presentes y cuanto le co-

rresponde a cada uno? Soluci “on:

@ Dos trabajadores A y B realizan juntos una tarea en 10 dias.
Trabajando por separado, el trabajador A tardaria 5 dias mas
que B. Determinar el nimero de dias que tardaria en realizar

la tarea cada uno de ellos trabajando por separado. Soluci “on:

@ La corriente de un rio tiene una velocidad de 3km/h. Un bote
recorre 40km contra la corriente y 40km con la corriente en un
total de 14 horas. Determinar la velocidad del bote en aguas

tranquilas.
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@ Un comerciante rehtusa vender en 15000 pesos un cierto numero
de pacas de algodon. Dos meses mas tarde, cuando el precio
ha subido 5 pesos por paca, las vende en 15190 pesos. Si en el
curso de los dos meses se destruyeron dos pacas, encontrar el
precio por paca de la primera oferta y el nimero original de

ellas.

© Un terreno deportivo tiene forma rectangular, de tal manera
que la medida de su ancho es a cm, y la medida de su largo es
el triple de la medida de su ancho. El terreno se encuentra ro-
deado de una pista cuyo borde exterior también es rectangular,
de lados paralelos a los del terreno y separados del terreno a la
misma distancia. Determinar el ancho de la pista en términos
de la medida del ancho del terreno, para que el area de la pista

y la del terreno sean iguales.

@ Hallar tres numeros reales, sabiendo que el segundo es mayor
que el primero en la misma cantidad que el tercero es mayor
que el segundo, que el producto de los dos mas peque’nos es

85 y que el producto de los dos mayores es 115.

@ Dos ciclistas A y B parten de un punto P al mismo tiempo y

en direcciones que forman un angulo recto entre si. El ciclista
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B se desplaza a 7 km/h mas rdpido que A. Después de 3 horas
se encuentran a 39km de distancia uno del otro. Determinar

la velocidad de cada ciclista.

Inecuaciones cuadraticas

Definicién

Una desigualdad cuadratica de una variable, tal como z, es una
desigualdad que tiene términos proporcionales a z y a 2 y términos
constantes. Las formas estandares de una desigualdad cuadratica
son:

ar®+bx +c>0 (o bien < 0) o bien

ar’ +br+c>0 (o bien < 0)

en donde a, by ¢ son constantes determinadas (a # 0).
Nota (El método de solucién de las desigualdades cuadraticas):

e Escribir la desigualdad en la forma estandar.

e Reemplazar el signo de desigualdad por un signo =y resolver la
ecuacion cuadratica resultante. Las raices dividen la recta numérica
en intervalos.

e En cada intervalo elegir un punto y probar la desigualdad

dada en ese punto. Si es verdadera (falsa) en ese punto, entonces
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es verdadera (falsa) en todos los puntos de ese intervalo.
e Para una desigualdad estricta, en el conjunto solucion no se in-
cluyen los puntos extremos de los intervalos. Para una desigualdad

no estricta si se incluyen esos puntos extremos.

Ejercicios

@ Resuelva las siguientes desigualdades:

8.3. Inecuaciones Fraccionarios

Una inecuacién fraccionaria en una incognita es de la forma.

P@) _, P(z)

o 0 o) <0 Q(x) # 0

Donde P(z) y Q(x) son polinomios diferentes de cero.
Para resolver una inecuacion fraccionaria debe tenerse en cuen-
ta que las inecuaciones dadas anteriormente es equivalente a las

lnecuaciones

P(x)-Qz) >0 0 P(r)-Qr) <0 y Qz)#0

P(z) > () =

* 52w Q)

Qz) >0
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 Pla) . P) Q)
T I Q@)
Q(x) <0

[Ejercicios Propuestos ]

<0-Q*z) = P(x)-

@ Resolver las siguientes inecuaciones:

3 1
< Rt._ 9
2 r—> 2—x a. (= [4
r+1 €T
b = Rt 3,2
)2—1' 3+ x @ >
3xr — 2
c) u > —4 Rta.(—o0, —1) <— +0o0
r+1
) 5 Rta. (3,3 U (I, +o0)
3v—7° 3—2x 27 14

T+ 2 x2—|—2

e) o 2 2 Rta. (2, +0o0)
T — 2 T
f Rta. {(—o0, =2 29
)a:+2 x—2 a. (=0, =2) [3 >
-4 =2
< Rta. (—2
2) r24+2 22 +1 @ (=2, +0)

r—1 2x T
< _
x r+1 x-—1

—23 + 22 + 222 — 40
> ORta. (—oo, —7Yu[—5,0)u[2, 4
mE a. (=0, =T)u[=5,0)0[2,4]

Rta. (—o0,—1) U (0, 1)

8.4. Inecuaciones Polinomicas

Las inecuaciones polinémicas tiene la forma:

n—2

P(x): apx" + ar" a4+ .. +a,>0
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2

Q(z) : apx" +aiz" t Fax" *+ ... +a, <0

Y son llamados también inecuaciones de orden superior.

Existen tres casos para resolver inecuaciones polinomicas y son

los siguientes:

CASO I:

El polinomio P(x) tiene raices reales de multiplicidad simple (es

decir son nimeros reales y diferentes).

p(z) =a(lx —r)(z—ro)(x—r3)...(x —7p)

Donde: 1 < ry <73 < ... <1, los pasos a seguir son los siguien-
tes:

1. Se hallan los valores criticos resolviendo el polinomio p(z) = 0.
2. Se ubica los valores criticos sobre una recta real.

3. Se anota con signos alternados (+), (=), (+), (=) ... empe-
sando de derecha a izquierda.

4. El conjunto solucién lo conforman la unién de los intervalos
con signo positivo si p(x) > 0, o la unién de intervalos con signos

negativos si p(x) < 0.
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CASO II:

Si alguna de las raices del polinomio p(x) = 0 son reales de
multiplicidad de orden mayor que uno se tiene:
1. Cuando una de las raices del polinomio p(x) = 0 es PAR |
en este caso a la raiz no se considera para la determinacion de los
intervalos.
2. Cuando una de las raices del polinomio p(x) = 0 es IMPAR,
en este caso solo se considera una raiz para la determinacion de los

intervalos y para dar la solucion.

CASO III:

Cuando una de las raices del polinomio p(z) = 0 no son reales,

en este caso no se considera para la determinacion de los intervalos.

[Ej ercicios Resueltos ]

4+ 9
10z
M. Solucién

y x > 0. Halle el minimo valor entero de

@ Sea M =

Descomponemos el valor de M:
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Por la desigualdad de medias:

M </x4 1 4 4
4 7 NV 10210z 10z 10z
M J2E 1 4 4
4 102102102 10%
M /16
- 2 -
4 104

2
M > 4=

10
M > 08

Mmm =1

© Si se lanza una pelota hacia arriba, el siguiente polinomio mo-

dela su altura en el instante ¢.
H(t) =10 + 4t — t*

Halle la maxima altura que logra alcanzar.

Derivando

H'(t)=4-2t

[gualamos a cero para obtener el tiempo donde se tiene la
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altura maxima.

4—-2t =0

Reemplazando

H2) =10+4(2) — (2)2 = 14

@ Halle el conjunto solucion de:

(z —7)(z —6)
(z = 5)°

Eliminamos las expresiones positivas

(&)@~ )
(@5

r—6<0 A xz#{1,7}

<0

<0

r<6 A x#{l,T7}

r e (—w,6)— {1}

[Ejercicios Propuestos ]

Resolver las siguientes inecuaciones polinomicas:

Q' -2 —-8<0 Rta. (—2,2)
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Q (22 +22)(2*—1)—-24>0 Rta. (—o0, —3) U (2, +0)

Qrt+22° —a?+42r—-6<0 Rta.{(—3,1)
Q@ 2° + 32 —52° —152% + 42+ 12> 0 Rta. {(—3,—2) U
<_17 1> Y <27 +OO>
—1—+/5
ex5—6x4—x3+29x2+8x—15<0Rta.<—oo,T\f>u
—1 5
<—1,i> U (3,5)
2
x+4 x —2
< Rta.
?4+4dr+4  x?+4 a i
@ < v Rta. @

24+4 24x+4

Q (z—2)(z—4)(z—1) < (z—2)(z+2)(z+7)Rta. <—oo, —g>u
(2, +00)

) 1
Q v+ (—\/5+\/§>x<6

(2 — 2 —6)*(2 — 2)°(3 + x)?
o (2x + 1) (23 — 8)(x? — 4x)

xt =2 —t—dr—6 0
@ 3 — Azt +x—4 -

< 0

T 2 8a?
@ — < = a>0

r—a xT—a x2—a?’

®$6—22L’5—4$4—|—14$3—33$2+60$—35<O

@az7—2x6—1Ox5+20x4+5x3—7x2+7x—24<O
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@ Hallar la inecuacion entera de coeficientes racionales, de grado

minimo, cuya solucién es: (—o0, —2) U (—2,2) U (3, +0)

@ Hallar la inecuacion mas simple cuyo conjunto solucion es:

<—OO, _3> o [_17 1> o [47 +OO>
@ Construir una inecuacion racional cuyo conjunto solucion sea

(—o0,—2) U [—1,3] U (4, +0)

8.5. Inecuaciones Exponenciales

Las inecuaciones exponenciales en una incognita son de la forma:

G R S (R C R <

Donde f(x) y g(z) son expresiones en x.

Para resolver estas inecuaciones se consideran dos casos:

CASO I:

Si a > 1 entonces las expresiones de la inecuacion dada son

desiguales en el mismo sentido.
Si  af® > a8 o f(x) > g(x)

Si  af™ < at™ < f(x) < g(x)
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CASO II:

51 0 < a < 1 entonces las expresiones de la inecuacion dada son

desiguales en sentido contrario.
Si  af™ > a8™ & f(x) < g(x)

Si  af™ < at™ & f(x) > g(x)

[Ejercicios Resueltos B

2x+3

@ Resolver la inecuacion: </(0,00032)5=2 > 4/(0,2) 2

32\ 2013
i/(moooo) > V(027
9 5(bz—2) M

25z — 10 2 + 3
02y 3  >(02) 4

(25% — 10)4 < (2z + 3)3
100z — 40 < 6z + 9

z < 49/94
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(0,0128)37~1

1
© Resolver la inecuacion: [(0,2)@HE=2]7=3 > e

Como 0 < a < 1 representa el segundo caso de inecuaciones

exponenciales:
(x+1)(x —2) 1or 4
r—3
(x+ 1)(z—2) — (122 — 4)(z — 3)
<0
r—3
2’ —x —2— 122° + 367 + 4o — 12
<0
r—3
112? — 39z + 14
> ()
r—3

(11z* =392 + 14)(x —3) >0, x # 3

39 £ /905
x
22 ’
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Puntos criticos: z = # 3




39 — /905 3 39 + /905 400
22 22

_ 39 — v/905 39 + v/905
C.COS = 7 ;3 ) U . , 00

Ejercicios Propuestos |

Resolver las siguientes inecuaciones exponenciales:

93—3:
9:v—i—3 -3

3x—15

Q9 > Q@ /(0,00032)57-2 > 4/(0,2) 7"

5z+3 5 2z+1

(729)%(243)  (243)8(27)+-@ (0,216) 1" > 4/(0,36)"c"
(81)2x > (27)4x

z—3
1
43 = < 42 072 20 —9
© V81715 < /243710 o <25> v (0:2)

32x—3 . 34—:)3

4r—3

_ T r—2
0 (05" > (00625)%° @~z — < (3")
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Capitulo 9

RELACIONES Y FUNCIONES

9.1. Relaciones

Definicién.-

Una relacién implica una conexiéon o correspondencia. En el
contexto de una relacion, se refiere a la correspondencia que exis-
te entre dos conjuntos, donde cada elemento del primer conjunto

tiene al menos un elemento correspondiente en el segundo conjunto.

Cuando a cada elemento de un conjunto le corresponde solo uno
del otro, se habla de funcién. Esto quiere decir que las funciones
matematicas siempre son, a su vez, relaciones matematicas, pero

que las relaciones no siempre son funciones.

235



9.1.1. Par Ordenado

Llamaremos asf a la expresion matematica (a,b), donde a es la
primera componente y b es la segunda componente.

Ejemplo: Son pares ordenados (—2,7), (3,10), (7,/2)

Igualdad de pares ordenados

Definiciéon

Dos pares ordenados son iguales si y solo si son iguales sus pri-
meras y segundas componentes, respectivamente. La igualdad de

pares (a,b) v (¢, d) se define como:

(a,0) =(c,d) <= a=c A d=b

Ejemplo: Si (2z—y,z+y+3) = (r+y+1,2x+y), hallar

T+ .

Mediante igualdades de primeras y segundas componentes tene-

mos:

2r—y=x+y+1 A r+y+3=2zx+y

2r—xrx=y+y+1 A —y+y+3=2r—=x
x=2y+1 A x =3
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Sabemos que z = 3 entonces reemplazando en x = 2y + 1 tenemos
que y = 1.

Sx+ty=3+1=4

9.1.2. Producto Cartesiano
Definicion

Dados dos conjuntos A y B no vacios, se define el producto
cartesiano de A por B representado por A x B, como el conjunto
de pares ordenados (a, b) de tal manera que la primera componente

a € Ay la segunda componente b € B. Es decir:

AxB = {(a,b)Jae A A be B}

Ejemplo: Si A = {1,2,3}

Ax B =1{(1,4),(1,9),(2,4),(2,9),(3,4), (3,9)}
Representacion Geométrica del Producto Cartesiano

Para graficar el producto cartesiano A x B a cada uno de los
conjuntos A y B lo representamos sobre dos rectas perpendicula-
res, al conjunto A en el eje horizontal y al conjunto B en el eje

vertical, la interseccion de ambos conjuntos seran los pares orde-

nados de A x B.
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Ejemplo: Si A ={1,2,3} vy B =1{5,7,9}.

Entonces:
AxB ={(1,5),(2,5),(3,5),(1,7),(2,7),(3,7),(1,9),(2,9),(3,9)}

El conjunto A estd en el eje horizontal y el
conjunto B esta en el eje vertical.

Graficamente:

Observacion: Si A = B = R entonces este producto represen-
ta el plano cartesiano. El producto cartesiano R x R, se denota

R?, donde R es el conjunto de los nimeros reales, se define como:

R? = {(z,y)eR¥zeX A yeV}

9.1.3. Relaciones Binarias

Definicién 4.3 Se llama relacion binaria entre los elementos
de un conjunto A y los elementos de un conjunto B a todo sub-
conjunto R del producto cartesiano A x B esto es, una relacién

binaria R.

Resunarelacionde Aen B« Rc Ax B

donde:
= El conjunto A es el conjunto de partida.

» [l conjunto B es el conjunto de llegada.

Ejemplo: Si A= {28}y B = {1,9}.
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Entonces:
Ax B=1{(21),(2,9),(8,1),(8,9)}

Los siguientes conjuntos de pares ordenados son relaciones de A en

B.

Ry = {(279)7(87 1)} yRy=AxD

Dominio de una Relacion

Definicién 4.4 Se llama dominio de una relacion R de A en
B, (R < A x B) al conjunto de todas las primeras componentes
de los pares ordenados de la relacién. Se denota Dom (R) y se

define por:

R:A— B entonces Dom(R)={reA/dye B A (x,y)e€

Esto es: z € Dom(R) < dy € B/(x,y) € R

Rango de una Relacién

Definicion 4.5 Se llama rango de una relaciéon R de A en
B, al conjunto de todas las segundas componentes de los pares

ordenados de la relacién. Se denota Ran (R) y se define por:
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R:A— B entonces Ran(R)={yeB/dzeA A (x,y)€ R}

Esto es: y € Ran(R) « dx € A/(z,y) € R

Ejemplo: Si R = {(3,1),(3,9),(5,1),(6,9), (6,10)}. Hallar el

dominio y el rango.

Dom (R) = {3,5,6} y Ran (R) = {1,9, 10}

9.1.4. Clases de Relaciones

Considerando una relacion R en A, es decir; R : A — A
donde A es un conjunto no vacio, se definen los siguientes tipos de

relaciones:
Relacién Reflexiva

La relacion R se denomina Reflexiva, si todo elemento de A esta

relacionado consigo mismo, es decir:

Resreflexivaen A < Ve A— (z,2)€ R
Relacién Simétrica

La relacién R se llama Simétrica cuando para todos los pares

(x,y) el par (y,x) también es un elemento de R; es decir:
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R es simétricaen A <  V(r,y)e A— (y,x) € R

Relacién Transitiva

La relacion R se llama Transitiva cuando para todos los pares
(x,y) € Ry (y,2) € R, el par (x,z) también es un elemento de

R: es decir:

R es transitivaen A < Si
(x,y) e R A (y,2)e R—> (x,2) € R
Relacién de Equivalencia

La relacion R se llama de Equivalencia si es: Reflexiva, Simétrica

y Transitiva.

Relacién Antisimétrica

La relacion R se denomina Antisimétrica si y solo si, (x,y) € R

v (y,x) € R entonces z = y. Formalmente:

R es antisimétricaen A < Si

[(z,y) e R A (y,z)eR|— 2z =y
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9.1.5. Inversa de una Relacion
Definicion

Si R A x B es una relacion de A en B entonces a la relacion

inversa de R lo expresaremos por R~ y estéd definido por:

R = {(y.x)eBxAl(z,y) R}

Ejemplo: SiR = {(7,8),(6,4),(2,7)} = R '=/{(8,7),(4,6),(7,2)}

9.1.6. Grafica de una Relacion de R en R

Llamaremos grafica de una relacion de R en R al conjunto de
puntos P(x,y) cuyas coordenadas satisfagan a dicha relacion, la

cual puede estar expresada de la siguiente manera;

E(z,y) =0, E(z,y)>0, E(zr,y) <0, E(z,y)=>
0, E(z,y) <0

Discusion de la Grafica de una Relaciéon

Dada la ecuacion E(x,y) = 0 para trazar la grafica de una

relacion daremos el siguiente criterio:

1. COORDENADAS AL ORIGEN
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= Interseccion con el eje X
Para hallar el punto de interseccion con el eje X hacemos

y = 0y se resuelve la ecuacion E(x,0) = 0.

= Interseccion con el eje Y
Para hallar el punto de interseccion con el eje Y hacemos

x = 0y se resuelve la ecuacion E(0,y) = 0.
2. SIMETRIAS
a) Simetria con el eje X Existe simetria con respecto al eje
X sise cumple E(z,y) = E(z, —y).

b) Simetria con el eje Y Existe simetria con respecto al eje Y’

si se cumple F(z,y) = E(—z,y).

c) Simetria con el origen Existe simetria con respecto al ori-

gen si se cumple E(z,y) = E(—x, —y).

3. EXTENSION

Consiste en determinar el dominio y rango de la relacion.

» y = f(x) (Para calcular el dominio de la relacion)

» x = f(y) (Para determinar el rango de la relacion)
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4. ASINTOTAS
Entre las clases de asintotas figuran las asintotas verticales, ho-
rizontales y oblicuas, ahora solo mencionaremos las dos asinto-

tas primeras.

= Asintotas Verticales:
Tienen la forma x = a La recta x = a es una asintota
vertical de la relacién E(z,y) = 0 si para cada (x,y) €
E(x,y), se tiene que para "y” bastante grande la distancia
de 72" a”a” es decir |x — a| es muy pequeno.

Para calcular las asintotas verticales se despeja la variable

"y” de la ecuacion FE(x,y) = 0.

= Asintotas Horizontales:
Tienen la forma y = b La recta y = b es una asintota verti-
cal delarelacion E(z,y) = 0siparacada (z,y) € E(z,y),

se tiene que para "z bastante grande la distancia de "y”

a b’ es decir |y — b| es muy pequeno.

Para calcular las asintotas verticales se despeja la variable

72" de la ecuacién E(x,y) = 0.

5. TABULACION
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Consiste en calcular un nimero determinado de pares ordena-

dos a partir de la ecuacién E(x,y) = 0.

9.2. Funciéon

La nocion de correspondencia aparece en la vida diaria. Por

ejemplo:

La estatura es una funcion de la edad.

La temperatura es una funcion de la fecha.

El costo de enviar un paquete por correo depende de su peso.

El area de un circulo es una funcién de su radio.

El nimero de bacterias en un cultivo es funcion del tiempo.

El peso de una astronauta es una funcion de su elevacion.

El precio de una mercancia es una funcion de la demanda de

esa mercancia.

A cada libro de una biblioteca le corresponde un nimero de

paginas.

A cada ser humano le corresponde una fecha de nacimiento.

Estos ejemplos de correspondencia involucran dos conjuntos.
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Definicion

Una funcion es una relacién entre un conjunto de entrada, lla-
mado dominio, y un conjunto de salida, llamado rango, que asigna
a cada elemento del dominio un tnico elemento del rango.

Formalmente, una funcion se denota como f : A — B, donde
f es el nombre de la funcion, A es el dominio y B es el rango. Para
cada elemento x en el dominio A, la funcién asigna un tinico valor
f(x) en el rango B. Esto quiere decir, que dos pares ordenados

distintos no pueden tener la misma primer componente.

Ejemplo

@ SiA={1,2,345}y B ={a,b,c d} se tiene que:

‘ Resolucion ‘

= [ ={(1,d),(2,D),(3,¢)} es una funcion.
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» f = {(2,b),(3,¢),(3,d)} no es una funcién, ya que no

cumple con la definicion.
» f=1{(2,a),(3,a),(4,d)} es una funcion.

© Sea A = {Carlos, Juan, Maria} y B = {18anos, 20anos, 22anos}

y se define la funcién f “tiene la edad” de A en B.

Resolucion

f = {(Carlos,20anos), (Maria, 18anos), (Juan, 22anos)}.

Esquematicamente se muestra en al figura

Carlos 20 anos

/ \ 18 anos

22 anos

Maria

Juan

Dominio y Rango de una Funcién

= Se llama dominio de una funciéon f al conjunto de todas sus

primeras componentes y se denota por Dom(f), Dy es decir.

Di={reX/AyeY A (vy)ef}
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= Se llama rango de una funcién f al conjunto de todas sus

segundas componentes y se denota por Ran(f), Rj es decir.

Ry={yeY/q3ze X A (x,y)€ f}

Ejemplo

@ Sean A = {1,2,3,4} v B = {a,b,c,d} y la funciéon f =
{(1,a),(2,b),(3,D)}, se tiene que Dom(f) = {1,2,3} y Ran(f) =
{a,b}.

9.2.1. Funciones Especiales

1. Funcion Lineal

Es aquella cuya grafica siempre es una linea 1 y=z+ 5
recta y cuya regla de correspondencia tiene
la siguiente forma general:

flz)y=ax+b VYa,beR,a#0 1 1 7

DfZRnyZR Y

2. Funcion Identidad

Es una funcién tal que la imagen de cual- Y
quier elemento es éste mismo y cuya regla 14
de correspondencia tiene la siguiente forma

general:

fl@) == ! !
DfZRnyZR
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3. Funcién Constante

Una funcion f es constante si la variable de-
pendiente y toma el mismo valor de a para
cualquier elemento del dominio (variable in- Y
dependiente x) y cuya regla de corresponden- 1
cia es: y=-

fl@)=a 1 R
DfZRnyZCL v

4. Funcién Valor Absoluto

La funcién valor absoluto tiene la siguiente

regla de correspondencia: +Y | z |
1 -
T, r=0
f(x) = |z|, donde  [z] = x x
—x; <0 -1 1 7
D;=Ry Ry =0, +o0 > ]

5. Funcién Cuadratica

Son funciones polinémicas de grado 2, es de-
cir, el mayor exponente del polinomio es x
elevado a 2 y cuya regla de correspondencia x?
tiene la siguiente forma general:

flx)=ax®> +bx +c, a#0

dac — b? oo - .
da -1 1 X

dac — b?

—] v

4a

Sia>0 Df:Rny:[

Sia<0 DfZRny=<—OO,

6. Funcion Cubica

Las funciones ctibicas (o funciones de tercer
grado) son funciones polinémicas de grado
3, tiene la siguiente forma general:

flx)=az® +bz* +cx+d, a#0 D —

DfZRnyZ]R

9.2.2. Operaciones de Funciones

Consideramos dos funciones f,g : R — R si Dy n D, # &
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7. Funcién Polinémica

s aquella cuya grafica siempre es una linea
recta y cuya regla de correspondencia tiene
la siguiente forma general:

fx) =

A" + ap 2" 4+ ar+ag, TeER

Donde ag, ai, as,..., a, 1, a, son nimeros
reales, a, # 0.

8. Funciéon Racional

Las funciones racionales f(z) son el cociente
de dos polinomios. La palabra racional hace
referencia a que esta funcién es una razon
tiene la siguiente forma general:

P(x)
Q(z)

fx) =

Donde Q(z) # 0
Representa una funcién hiperbdlica.

9. Funcién Raiz Cuadrada Y

Es aquella cuya grafica siempre es una linea 1
recta y cuya regla de correspondencia tiene
la siguiente forma general:

fla) =
D;=R*y Ry = [0, +o0 > Ve

10. Funcién Signo

Es aquella cuya grafica siempre es una linea
recta y cuya regla de correspondencia tienen
la siguiente forma general:

L
f(z) = sgn(z), donde sgn(z) = { *
O, xTr = O

Df = Ry Rf = {—1,0,1}
1. IGUALDAD DE FUNCIONES

Diremos que son funciones f y g son iguales si:
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11. Funcién Maximo Entero

Su regla de correspondencia tiene la siguien-
te forma general:

f(z) =|z| donde |z| =nen<zr<n+1
DfZRnyZZ

12. Funcion Exponencial

2$
Llamaremos funcién exponencial de base ”a”
a la funcion que se define de R en R y regla

de correspondencia tiene la siguiente forma

general: /1

f(z) =a", donde a >0, a # 1

D; =Ry R;=R"* 1 1 *
Cuando la base a > 1 (Creciente)
Cuando la base 0 < a < 1 (Decreciente) ’

13. Funcion Logaritmica

bR

Se llama funcién logaritmica de base ”"a” y
es denotada por y = log,z, tal que z > 0, a
la funcién inversa de la funcién exponencial
f(z) = a” y su regla de correspondencia es:

f(x) = logaz
dondez >0Aa>0Aa#1
Df=R+ny=R

Cuando la base a > 1 (Creciente)
Cuando la base 0 < a < 1 (Decreciente)

flz) =g(x) = VoeD;=D,
Su dominio: Dy = D,
Ejemplo: Las funciones f(z) = 2° + 2, g(z) = 27 + 2
Son iguales porque Dy = D, = Ry f(x) = g(z)

2. SUMA DE FUNCIONES
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Si f y g son dos funciones con dominio Dy y D, respectiva-

mente.

f+g: IR— IR
r— (f+9)(z) =
f(x) + g(z)

Su dominio: Yz € Dyyy = Dy n D,

3. RESTA DE FUNCIONES

Si f y g son dos funciones con dominio Dy y D, respectiva-

mente.

Su dominio: Yz € Dy_y, = Dy n D,
4. MULTIPLICACION DE FUNCIONES

Si f y g son dos funciones con dominio Dy y D, respectiva-

mente.

f-g: IR— IR
z— (f-g)(z) = f(z) - g(x)
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Su dominio: Vo € Dy, = Dy n D,

5. DIVISION DE FUNCIONES

Si f y g son dos funciones con dominio Dy y D, respectiva-

mente.

~ (-1

Su dominio: Ve € Dy = Dy n Dy A g(x) # 0
g

Ejemplo

1
Q Si f(z) = /x y g(r) = —. Hallar las funciones f + g, fg,

f — g, = y calcular sus dominios.

Dom(f) = R, u {0} y Dom(g) = R — {0}
= (f+9)(x) = f(2)+g(z) = o+t = 2 Dom(f+
g) = Dom(f) n Dom(g) = R,

= (fg)(z) = f(z)g(z) = vz (1) = £ Dom(fg) =
Dom(f) n Dom(g) = R,
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Como g(x) # 0 para cada x en su dominio, entonces

Dom <£> =R,
g

© La funcidén factorial f(n) = n! se define como el producto

de los n primeros enteros positivos; es decir,

fn)=nl=1-2-3-4...(n—1)-n

a) Evalte f(2), f(3), f(5) y f(7)

b) Demuestre que f(n+1) = f(n) - (n+1)
f6) ()
@) f6)
f(n+1)
f(n)

c) Simplifique

d) Simplifique

‘ Resolucion ‘

¢ f(2) =2x1=2
e f(3)=3x2x1=6
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e f(5)=5x4x3x2x1=120
o f(7)=Tx6x5x4x3x2x1=>5040

b).

e f(n+1)=f(n)-(n+1)
Ix2x3x4x5...xnx(n+1)=nlx(n+1)

nlx(n+1)=nlx(n+1)

d).
o St fl)x(n+1)

fn) f(n)

© Otra funcién de un entero positivo n proporciona la suma de

los n primeros enteros positivos al cuadrado:
1
s(n) = gn(n + 1)(2n+ 1)
Encuentre el valor de la suma 12 + 22 4+ 3% 4 42 4 ... 100?
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S(n) = én(n +1)(2n + 1)

S(100) — é(lOO)(101)(201) _ 338350

9.2.3. Composicion de Funciones

Definiciéon

Dadas dos funciones f y g, talesque: f : X — Y, g:Y — Z
y que Ry n D, # &, entonces la funcion compuesta denotado por:

g o f es aquella funcion definida por:

h=(go f)(x)=g(f(x)) es la regla de correspondencia

f
X/\Y/g_\z

h=gof

Dgof = {SL’/IEDf N\ f(:l?)EDg}

Observacion: Para que exista la composicion de funciones

g o f es necesario que Ry n D, # &

@ Dadas los conjuntos A = {—2,0,1,2,4} . B = {-2,—1,0,3,4,5}
C = {—4,0,1,2} y las funciones f : A > B,g: B —> C
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definidas por
J= {(_27 _1)7 (07 3)7 (17 4)7 (27 0)7 (47 5)} )
g = {(_27 0)7 <_17 _4)7 (37 1)7 (57 2)} . Hallar go f
Tenemos que Ran(f) = {—1,0,3,4,5} y Dom(g) = {—3, —1, 3,5},
luego se tiene que Ran(f) n Dom(g) = {—1,3,5} # ¢, nos in-

teresa los pares de g y f que tengan como segundas y primeras

componentes a—1,3 y 5 respectivamente, esto es:
(_27_1) € f A (_17_4) €g— (_27 _4) € gOf

(0,3)e fA(3,1)eg—(0,1)ego f

(4,5)e fA(5,2)eg— (4,2)ego f
Por lo tanto, g o f = {(—2,—4), (0,1),(4,2)} .
Esqueméticamente:

<]

]
Ry
~_ 7

gof
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E go f - {(_27 _4)7 (07 1)7 (47 2)}

Propiedades de la Composicién de Funciones

1. fog # go f No es conmu-
tativa 1. (f-g)oh = (foh)-(goh)
2. (f+g)oh = (foh)+(goh) 2. I"oI™ = 1" n,m €

Distributiva Y/

3.(fogloh = fo(goh) 3. fol=Iof=fVf

Asociativa

9.2.4. C(Clases de Funciones

1. FUNCION INYECTIVA
Definicién

La funcién f : X — Y es inyectiva (univalente) si cada
elemento del rango le corresponde un tinico elemento del do-
minio, es decir, si existen dos elementos x,xo € Dy distintos
xr1 = X9 cuyas imagenes son distintas f(x1) # f(x2) lo que es

equivalente a decir:

Si X1,T2 € Df : f(:Ul) = f(LL"Q) = 1 = X9
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Ejemplo

@ Determinar si las siguientes relaciones son funciones inyec-

tivas:
= {(17 2)7 (27 3)7 (37 1)7 (474)} y
g = {(17 1)7 (27 3)7 (37 1)7 (474)7 (574)} :

Resolucion

Se tiene que f es una funcion inyectiva, pues si tomamos
dos elementos diferentes del dominio, las iméagenes corres-
pondientes son también diferentes. En el grafico se observa

claramente esta situacién (uno a uno):

Por otro lado, en el grafico de g se observa que:
L#3yg(1l) =93) =1

4#5yg(4) =g0) =4

Esto es, hay dos elementos del dominio que tienen la misma

imagen (dos a uno), por lo tanto g, no es inyectiva.
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Observacién. En forma gréafica se puede determinar si una
funcién es inyectiva o no, para esto trazaremos un recta para-
lela al eje X, si dicha recta corta a la grafica en dos partes o
mas, entonces la funcion f no es inyectiva y si corta en un sélo

punto, entonces la funcion f es inyectiva.

2. FUNCION SOBREYECTIVA

Definiciéon

La funcion f : X — Y es sobreyectiva (o suryectiva) si y solo
si, Vy € B, existe x € Atal quey = f(x); esto quiere decir que
todo elemento de B es imagen por lo menos de un elemento

de A es decir el Ry coincide con el conjunto de llegada.

f X — Y es sobreyectiva si Ry = B
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Ejemplo

@ Sean A = {1,2,3,4} y B = {1,3,5,7} y las funcio-
nes de A en B: f = {(171)7(27 1)7(373)7(47 5)} Yy g =
{(1,3),(2,1),(3,5),(4,7)}. Determinar si son o no funcio-

nes sobreyectivas.

Ran(f) # B, luego f no es sobreyectiva de A en B 0 no
estan definidas sobre B.

Ran(g) = B = {1, 3,5, 7}, luego g es sobreyectiva o esta
definida en B.

© Dada la funcién: f: R — R/f(x) =z + 3. | f es sobre-

yectiva?

Al ser f(x) = x4 3 una funcién lineal, podemos decir que
el Ry = Ry como el conjunto de llegada R es idéntico al

rango de la funcion f.

.". La funcién si es sobreyectiva.

3. FUNCION BIYECTIVA
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Definicién
La funcion f : X — Y se llama funcion biyectiva, si la
funcién f es inyectiva y sobreyectiva simultaneamente.

Ejemplo: Determinar si la funciéon f : [0,2 >—< —0, 0]
tal que f(x) =

a) Analizamos si es inyectiva, es decir: f(x) = f(x1) = = =

es biyectiva.

Ty

i I
= = Ix] — 2T = x1x — 22
T —2 1'1—2

= r ==X

Por lo tanto f es inyectiva.

b) Ahora veremos si f es sobreyectiva, para esto es suficiente

ver si el rango de f coincide con el conjunto de llegada.

2
y=—" = =" ¢c0,2>
T — 2 y—1
2
= 0<—y<2
y—1
2 2
s 0L J J <2
y—1 y—1
Y 1
s 0K <0
y—1 y—1
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y €< —0,0], luego Ry =< —a0,0] entonces f es sobre-

yectiva.

.. Como f es inyectiva y sobreyectiva entonces f es biyectiva.

9.2.5. Funcién Par y Funcion Impar

Definicién.-

Sea f una funcion tal que siempre que x esté en el dominio, —x

también esta en el dominio.
1. fes PAR si f(—z) = f(z) para todo z en el dominio

2. fes IMPAR si f(—z) = —f(x) para todo x en el dominio

9.2.6. Funciones Moné6tonas, Crecientes y Decrecientes

1. FUNCION MONOTONA

La funcion f se llama mondtoma si la funcién f es creciente o

decreciente.

2. FUNCION CRECIENTE

La funcion f se llama creciente si para todo 1,22 € Dy se

tiene:

T < T2 = f(x1) < f(22)
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Reconocemos a una funcion como creciente, si al observar la

grafica de izquierda a derecha, ésta esta de subida.

Si f es creciente con dominio |x1, x2], se tiene: Ry = | f(z1), f(x2)]

3. FUNCION DECRECIENTE

La funcion f se llama decreciente si para todo x1,z9 € Dy se

tiene:

Ty < 9= f(x1) > f(x2)

Reconocemos a una funcion como creciente, si al observar la

grafica de izquierda a derecha, ésta esta de bajada.

Si f es decreciente con dominio [, z1], se tiene: Ry = | f(x2), f(z1)]

9.2.7. Funcion Inversa

Consideremos la funcion f = {(x, f(x))/x € Dy} con dominio
Dy y rango Ry entonces diremos que existe la funcion inversa, si
y solo si, f es inyectiva. Se define su funcion inversa denotada por
f=té f
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7 =A{(f(2),x)/x € Dy}

donde: Df—1 = Rf y Rf—l = Df

Observacién. En el plano cartesiano las graficas de las funciones

f v f! son simétricas entre si respecto a la funcién identidad

f@) =

Propiedades de la Funcion Inversa
L. f7(f(x)) =z, Vx € Dy

2. f(f'(z)) = x,Yor e Dy
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[Ej ercicios Resueltos ]

@ Sea f una funcién definida en Z que cumple f(z+3) = f(z)+
f(3), VxeZ

., Cuales de las siguientes proposiciones son verdaderas 7

‘ Resolucion
a). Si ¢ = 0 entonces:
fle+3) = flz)+ f(3)
f0+3) = f(0)+ f(3)
fB3) = F(0)+ f(3)
fB)=fB) = f(0)
0 = f(0)
S f0)=0... . (Verdadero)
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b). Si x = —3 entonces:

flx+3) = f(z)+ f(3)
F(=3+3) = f(=3)+ f(3)
£0) = f(=3)+ f(3)
0 = f(=3)+ f(3)
f(=3) = —£(3)
F(=3)=3......... (Falso)

¢). Si x = 9 entonces:

fO+3) = f(9)+f(3)
f(12) = f(6+3)+ f(3)
= f(6) + f(3) + f(3)
= fB+3)+f3)+ f(3)
= fB)+fB)+fB)+/(3)

Sof(12) =4f(3) . (Verdadero)

© Determine una ecuacién de una funcién y = f(x) cuyo domi-

nio es:

Lc. Raul Champi Apaza 267 M.Sc. Roger Ccama Alejo



Resolucion

Resolucion

Si Dom(f) = 3,0) =2 -3 >0= 2 > 3 =

y = In(x — 3)

@ Determine una ecuacién de una funcién y = f(x) cuyo rango

es:
a) [3,0)
e s
Si Ran(f) = [3,0) = y—-3 =2 0=y > 3 =
T =4Yy—3
Sy =243
b) (3,0)

Resolucion

Si Ran(f) = 3,0) = y—-3 > 0=y > 3 =
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@ Se define las funciones
f=100,1),(1,2),(2,3)}

9= {(_17 0)7 (07 1)7 (37 2)}
Halle la suma de elementos del Ran(ftog).

Esquematicamente:

Hi

L fog ={(3,1):(0,0)}
@ Hallar la composicién fog para f = {(1, —2), (2, —=5), (3,0), (4, —1)}
9= {(07 1)7 (17 0)7 (37 3)7 (_174)7 (27 1)} :
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Esquematicamente:

L fog=1{(30);(2,-2);(0,-2); (=1, 1)}

O Dada la funcion
f:[a,8] —> [b,20]
donde f(z) = 32 +4x — 2°, si f es biyectiva. Calcular: a+ b
| Resolucion |
Completando cuadrados:

f(z) =36 — (x — 2)?, f es biyectiva y decreciente entonces:

a+b=6+0=06

@ Seca f : IR — IR una funcién, tal que f(xy+1) = f(z)f(y)—
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fly) —xz+2 Vx,yelR. Sif(0)=1, Hallar f*(x).

F@)fy) = fly) —z+2=fly)f(z) - f(z) -y +2
L @) — fly) —o+2= fOpfE) — flz) —y+2
f@)=fly) +z—y

Si y = 0 entonces f(z) =z + 1

L ff(x)=2-1

@ Si los pares ordenados (z* + y*, z + 2) y (0,10) son iguales,

donde x , y , z € IR. Hallar: z +y + 2

Resolucion

Si (2% + 9?2z +2) = (0,10) igualando pares ordenados se

tiene:

rT+y+z=238

@ Sea la funcion f = {(3,u), (9,6),(3,2), (9,w), (1,5)} que tie-

ne solo tres elementos. Determine: u + w.
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‘ Resolucion ‘

Igualando pares ordenados se tiene:

1=
@ Hallar el dominio de la funcién f(z) = vizlzl 10x

‘ Resolucion ‘

Por propiedad de Raiz cuadrada

I—|z|>20 A 22+1#0

1
— |z |<1 A :U;é—§

—1<x<1 <= por propiedad

vel-11]- {%}

2 1
@ La funcién f de IR en IR definida por f(x) = T

x| + 2

, tiene
rango [m, M].

1
Hallar : 2M — im

‘ Resolucion ‘
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Por propiedad de valor absoluto
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v T+ 2
y = 2z +1 y(r +2) = 2x+1
—T + 2

y(—r+2) = 2x+1 vy +2y = 2z +1

—xy +2y = 2z+1 2y —1 = 2r—wy

2y —1 = 2(2+y) 2y—1 = z(2—-y)
_ 2y — 1

9y-1 _ y-1 _

Y+ 2 —y +2
y e IR — {—2} S yelR— {2}

Entonces: m=-2 y M =2

1 1
= 44 =
+52)
— 441
= D
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Ejercicios Propuestos

@ Cual de las siguientes relaciones definen una funcion de A en

A siA={z/re NAz <12}

@ Sea f(x) = 2%+ 42 — 3. Calcule f(1), f(—1), £(0)y f(+/2).

@ Sea g(x) = v/x — 1 + 2x. Calcule g(1), g(3), g(5) v g(10)

1 ()_1
$2+4yg:€ o

@ Sean f y g las funciones dadas. f(z) =

Determine lo siguiente:

a) f() d) [g(a)]?
b) g(a®) e) +/f(a)
c) f(va)

@ Sealafunciéon f : Z — Z/f(x) = max+b con m y b constante,

tal que 2f(2) + f(4) = 21y f(—3) — 3f(1) = 16. Hallar el
f(1)

valor —=.

3

@ Encuentre el dominio de la funcion f.

a) f(z) =+/3x—5
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D) f(@) = VT2
O fla) = Vi-a?
d) f(z)=+va2?2-9
) flr)= 5o
0 f(x) do 4+ 7

YT 622+ 13z — 5

@ Sean las funciones
F={(2.1),(3,5), (4,2), (5.8), (6,1), (7,4), (3, 4)} ¥
g = {(2,4),(3,3), (4,3), (5,1), (6,4), (7,6), (8, 6)}: sca h una
funcién con dominio {1,2,4,5,8} tal que g = h o f. Hallar
h(1) + h(2) + h(4) + h(5) + h(3).

Q Sean A = {1,2,3}y B = {1,2,3,4},s1 f = {(3,1), (,3),(2,3)}
es una funcion de A en B; g = {(3,1),(y, 2), (1,3)} es una
funcion inyectiva de A en A; h = {(1,1), (2,w), (3,2), (4,2)}

es una funcion sobreyectiva de B en A, determinar yz—(x+w).

@ Determine si la funcién f es biyectiva.

a) f(x)=2x+9
) 0=
¢) f(zr)=5—3z?

d) f(z)=22>-2—3
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a) f(x)=3z"—4x

o

)

) flx)=Tat — a2+ 7
c) f(x)
d) f(z) = 22° — 44
e) flx) =2
£y f(z) =223+ 2?
g) f(x)
h) f(z)
i) f(x)=22%—3x+4

@ Secan las funciones f y g funciones de Q en Q tales que f(2z +
1) =22 — 1y g(z) = 3z — a, con a € Q, donde (f o g)(3) =
(go f)(a—1). Hallar f(a)
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Ejercicios Propuestos Adicionales

@ Sean f,g,h ¢ IR — IR si cion f(z) = 42* — k(4w —

g(x) =2z +1, g(h(z)+ 1) + 6 no tenga interceptos
f(x)) = 2%, g(h(z) + con el eje x.

2f(x)) = 3 — 2% — 3z, en-

tonces g(h(—g(f(1)))) es:

b) 1 d) 3
a) 0 c) 2 e) 4
b) 1 d) 3 Q@ Scan las funciones reales
de variable real f(z) =
© Sean f 'y ¢ funciones r+2 <1
reales inyectivas tales que: -1, o>1
f(x)=x2—;3, r# 0 g(z) = —2>+1, 220 ;
g Nz) = L~ 17 r # —3 Cuales de las siguientes pro-
x+3 o
hallar: 11 (9—10f>( _ %) posiciones.
sabiendo que (f~1 o g) (t) = a) (gof)(x) = —a2—4dx—
1 3, ze[-21]
) b g L4 D) Domlge f) = Dom(s)
b) 5 ¢) —2 c) (go fllz) = —2° +

2z , xe[—=2,4+o]
@ Hallar la suma de valores en-

teros de k para que la fun- son verdaderas 7
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@ Scan las funciones reales a) |—oo,1]
de variable real f(x) = b) [1,2]
r+2 , <1
c) | —,2]
r—1, z>1
g2) =2 , 20 4 DO
Cuéles de las siguientes afir- e) N.A.
maciones.

@ Se definen las siguientes fun-

2) (g0 f)(x) = 2% + 4z + ciones de IR en IR g(x) =

4 , r € IR T e
1, z>1
b) gof esfuncion inyectiva. @) =40, z=1 .
c) (gof)(z) =2 -2z + 1, z<1

1, ze]—o0, 2| h(z) = fk(:c—l) se afirma

a) Ran(h) = Ran(f)

b) Ran(fog) = {0,1}

¢) Dom(fog) = IR

son verdaderas ?

@ Sean las funciones reales

de variable real f(x) =

—V2—-x + 3
1

son verdaderas:
g(r) =

Q Sea f : ZT » IR definida

enton-
iz — 2| — [22 — 6|

ces, Dom(f)n Dom(g)n
Ran(f)n Ran(g) esigual

a.

por F(1) = 4 f(2) = 4.
f(n+2) =44+ f(n) se afir-

ma :
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a) f(8)
b) f(35) = 68 Vn e Z*

16 ¢) f(n) es miltiplo de 4 |
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Capitulo 10

MODELADO CON FUNCIONES

Empezamos con una situacion practica que ilustra el proceso de

elaboracion.

10.1. PASOS PARA MODELAR CON FUNCIONES

1. Expresar verbalmente el problema. Identificar verbal-
mente la cantidad que se desea modelar como funcién de las

otras cantidades del problema.

2. Escoger la variable. Asignar un simbolo, como x, a una de
las variables y expresar las demas variables en relacion a este
simbolo. Encontrar todas las variables utilizadas para expresar

la funcion del Paso 1).

3. Establecer el modelo. Escribir la funcién en términos al-

gebraicos al expresarla como una funcién de la tnica variable
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seleccionada en el Paso 2.

4. Usar el modelo. Use la funcion para responder las preguntas
formuladas en el problema. Si se busca encontrar un maximo
o un minimo, emplear los métodos escritos en las sesiones an-

teriores.

(Ejercicios Resueltos B

@ Formule una funcion que relacione el perimetro de un cuadrado

con su area A.

Area de un cuadrado:
VA =P =1=+A
perimetro de un cuadrado:

V Ph=4l— Py=4J/A

@ Formule una funcién que relacione el area de un circulo con su

diametro d.

\/d:27“2>7“:§

2
d2
Rk
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© Formule una funcion que relacione el diametro de un circulo

con su circunferencia (.

B NS
V{ =2rr=r1r=—>
2T

\/d=2'r:>d=2<£>:>d=£
2T T

@ Formule una funcion que relacione el volumen de un cubo con

el area A de su base.

A=
— V=P 1l—=V=A-VA
V=10

@ Formule una funcion que relacione el area de un circulo con la

longitud x de un alambre que se dobla en forma de circulo.

T
VI=2mr—r=—
2T
T\ 2 x2
/A0=WT2=>AO=7T<_) = Ap = —
2T 4

O [PROBLEMA DE NUMEROS]. La suma de dos ntime-
ros positivos cuyo producto es 50 se expresa como una funcion

de uno de los nimeros.

Resolucion
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z-y =950 50 50
— =2 =D
flx)=y+u= ! !
© [PROBLEMA DE NUMEROS]. Formule una funcién

que exprese la suma de un nimero y su reciproco cuando se

trata de dos numeros distintos de cero.

Sea: = # 0

, 1
reciproco de x: —
x
La suma del niimero y su reciproco es:
1
flz) =2+~
x

O [PROBLEMA DE NUMEROS]. Se busca expresar co-
mo funcion de uno de los niimeros la suma del cuadrado de uno
de ellos y el doble del cuadrado del otro, dados dos nimeros

no negativos cuya suma es 1.

T

r+y=1 ) )
—y=1-r= f(z)=2"4+2(1—2)

f(x) = 2% + 2y
L f(x) = 32% —da + 2

O [PROBLEMA DE NUMEROS]. Se desea encontrar dos
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numeros cuya suma sea 34 y cuya diferencia sea 10.

r+y = 34

= r =44 = x = 22

x—y = 10

Reemplazando a la primera ecuacion se tiene:

r+y=34=—=2+y=4=—y =12
Rpta: los niimeros son 22 y 12.

@® [PROBLEMA DE NUMEROS]. Se plantea encontrar
dos numeros donde la suma sea el doble de su diferencia.
Ademas, el nimero mas grande se obtiene al sumarle 6 al doble

del nimero mas pequeno.

a = mas grande
b = pequeno

a+b = 2(a—0b) a+b = 2a—-2b =a+3 = 0
a = 6+2b a = 6+2b da—2b = 6

Reemplazando a la segunda ecuacion se tiene:

a—2b=0=a—-12=06= a = 18

Rpta: los niimeros son 6 y 18
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@ [VALOR DE MONEDAS]|. Un estudiante de la UNA -
PUNO tiene 14 billetes en su bolsillo, todos ellos de denomi-
naciones de 10 y 20 soles. El valor total de su cambio es de 270
soles. Se desea determinar la cantidad de billetes de 10 soles y

de 20 soles que tiene.

Sea:
x: billetes de $10
y: billetes de $20

T+y = 14 —107 — 10y = —140
= = 10y =130 =y =13

10z +20y = 270 107 + 20y 270

Remplazando a la primera ecuacion se tiene.
r+y=4d=zc+13=1d=uax=1

Rpta: el alumno tiene un billete de s/. 10 y 13
billetes de s/. 20

Q@ [PRECIO DE ENTRADA]. En un parque de diversiones,
el costo de entrada es de s/. 1,50 para los nifios y s/. 4,00
para los adultos. Durante un dia determinado, se registré un
total de 2200 personas que ingresaron al parque, generando
una recaudacion total de s/. 5050 por la venta de boletos. Se
busca determinar la cantidad de ninos y adultos que ingresaron

al parque.
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T =NIN0oS
y =adultos
T +y = 2200 —4r —49 = —8800
= — —2,50 = —3750 = z = 1500
1,50z +4y = 5050 Loz +4g = 5050

Reemplazando a la primera ecuacion y se tiene:

x4y = 2200 = 1500 + y = 2200 = y = 700
Rpta: ingresaron 1500 ninos y 700 adultos

Q@ [GASOLINERA]. En una estacién de servicio, se vende
gasolina regular a s/. 2.20 por galén y gasolina premium a s/.
3.00 por galon. Al finalizar la jornada, se registro la venta de
un total de 280 galones de gasolina, generando ingresos por s/.
680. Se desea determinar la cantidad de galones vendidos de

cada tipo de gasolina.

x: gasolina regular
y: gasolina premium

T+y = 280 —3x —% -840
— = —0,87 = —160 = 2 = 200
2,20z +3y = 680 2,20z + 39 680

Remplazando a la primera ecuacion se tiene.

r+y=280= 200+y =280 =y = &0
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Rpta: se vendieron 80 galones de gas premiun y 200 galones

de gas regular.

Q@ [ PUESTO DE FRUTAS]. En el mercado central de la
ciudad de Puno, hay un puesto que vende fresas en dos va-
riedades: fresas estandar y fresas de lujo. El precio de un kilo
de fresas estandar es de s/. 7, mientras que un kilo de fresas
de lujo se vende por s/. 10. Durante un dfa, se vendieron en
total 135 kilos de fresas, generando ingresos por s/. 1100. Se
busca determinar la cantidad de kilos vendidos de cada tipo

de fresas.

x: fresa estandar
y: fresa de lujo

r+y
7r + 10y

Remplazando a la primera ecuacion se tiene.

= —3z = —250 = x = 88,33

135 10z — 10 = —1350
==
1100 Tr+107 = 1100

T4y =135 = 8833 +y =135 = y = 51,7

Rpta: se vendieron 88, 33 cajas de fresa estandar y 51,7 cajas

de fresa de lujo.

@ Considere el intervalo [z1, 2] y la funcién lineal f(z) = az+b

Ty + 962) _ o) + f(a)
2 2 7
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a > 0.

F57) ma(F57) +
5 = (M5 454
()t
f(x1+x2) _ (az1 +b) + (azy + D)
f(ll?liﬂfg) _ f($1)+f(2332) -

2 2
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[—] de 1OS extremos. A continua-

cién, una porcion del alam-

@ Formule una funciéon que

, ) bre se dobla en forma de
relacione el area de un

., ny cuadrado, mientras que la
triangulo equilatero con la

otra porcion se dobla en for-
longitud s de uno de sus la- P

i ma de circulo. Se busca ex-
08.

presar la suma de las areas

resultantes como una fun-

cion de x.

© Dado un alambre de longi-

tud 200, se realiza un cor-

te de longitud x desde uno
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[Ej ercicios Resueltos ]

@ En la figura, se muestra un circulo de radio h con centro en
(h, h). Se desea expresar el area de la regién sombreada A co-

mo una funcion de h.

Resolucion

A =g T
s_h2 4
As=z(4—ﬂ')

© Una persona cuenta con 60 metros de alambre para cercar su

jardin rectangular. Sin embargo, solo necesita cercar tres de
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los lados, ya que el cuarto lado esta delimitado por su casa. Se
busca determinar el area maxima que puede cercar utilizando

estos 60 metros de alambre.

‘ Resolucion ‘

Pared

Area maxima: Az = 1Y
Perimetro: 2x + y = 60
Aplicando propiedad de Medias: MA > MG

2:62—|— Y > \/@

(307 > (v/2ay)
900 = 2zy
450 = xy

Az = Ty = 450

© La cantidad de calorfas quemadas en una hora de ejercicio
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en una maquina caminadora depende de la velocidad utiliza-
da. Cuando una persona se ejercita a una velocidad de 2,5
km/h, quema 210 calorias, mientras que a una velocidad de 6
km/h, quema 370 calorias. Se desea determinar una funcion
lineal C'(V') que se ajuste a estos datos, donde C' representa

las calorias quemadas en una hora y V' es la velocidad de la

caminadora.
Vi=25  C =210, (1)
Vo=6  Cop=370m.. 2)
Funcién lineal a reemplazar: C(V) =aV + b
210 = a(2,5) + b a = 45,7
— 160 = (3,5)a =
370 = a(6) + b b=958

C(V) = 45,7V + 95,8

@ Se tiene el objetivo de construir un tanque horizontal de acero
para almacenar gas propano, el cual tendra la forma de un
cilindro circular recto de longitud 3m con una semiesfera en
cada extremo. Sin embargo, el radio r aun no ha sido deter-
minado. Se busca expresar el volumen V' del tanque como una

funcion de 7.
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El calculo del volumen de la parte cilindrica del tanque se
puede realizar multiplicando la altura de 3m por el area de la

base del cilindro, la cual es igual a 772

volumen del cilindro = 3nr?

Los dos extremos semiesféricos del tanque juntos forman una
esfera de radio r. Al aplicar la féormula del volumen de una

esfera, obtenemos el resultado correspondiente.

volumen de los dos extremos = §7r7“3

Por lo tanto, el volumen V' del tanque es:

4 4
V = §7T7“3 + 32V = 5777“2(47“ +9)

© [AREA DE UN JARDIN] La propiedad distributiva de
los numeros reales nos dice que la nueva area del jardin de
legumbres, expresada como A = 20(30 + z), también se puede

escribir como A = 600 + 20x.

20 pies (RS AR
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Aplicando la propiedad distributiva de nimeros reales a

A =20(30 + x) se tiene A = 600 + 20z

o [VARIACI()N DE TEMPERATURA] En la grafica
de barras se muestran las altas temperaturas diarias de Omak,
Washington, y Geneseo, Nueva York, durante una semana es-
pecifica en junio. Utilizando Ty para representar la temperatu-
ra en Omak y Ty para representar la temperatura en Geneseo,
se calcula la diferencia Ty — T v el valor absoluto | Ty — Tt |
para cada dia mostrado. ; Cudl de estos dos valores proporciona

mas informacion?

Omak, WA
B Geneseo, NY

75 1
70 3
65 1

Dom Lun Mar Miérc Jue Vier Sib
Dia

oo
=
1

Temperatura
alta diaria (°F)
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DIAS Ty — Te | Ty — T |

Lunes |72—7T75=—3F"||72—75|=3F"
Martes | 74 —74=0F" || 74— T4 |=0F"
Miercoles | 81 — 75 =6F" | |81 —75 |=6F"
Jueves | 78 —69 = 9F° || 78 — 69 |= 9F"
Vernes | 71 —70=1F" ||71—70 |= 1F"
Sabado |70 —71=—1F"||71 =70 |= 1F"

Domingo |68 — 77 = —9F" || 71 — 70 |= 9F"

El valor de Tjy — T proporciona informacion mas detallada,
ya que nos permite analizar tanto la diferencia de temperatura
entre los dias de la semana en las dos ciudades como también
nos indica si la temperatura de una ciudad estuvo por encima
o por debajo de la otra. Por ejemplo, considerando el dia lunes,
podemos observar que la temperatura en Omak, Washington,
fue 3F" mas baja que en Geneseo, Nueva York. Por otro la-
do, el valor absoluto | Ty — T | solo nos da la diferencia de

temperatura sin considerar la direccion (mayor o menor).

@ [ENVIO DE UN PAQUETE POR CORREO | La
oficina de correos tiene una restriccion en cuanto a los paquetes
que acepta, la cual establece que la suma de la longitud mas la

circunferencia del paquete no debe ser mayor a 108 pulgadas.
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Por lo tanto, para el paquete mostrado en la figura, debemos

asegurarnos de que se cumpla la siguiente condicion: L+2(x+

y) < 108.

a) ;La oficina de correos aceptara un paquete de 6 pulgadas
de ancho, 8 pulgadas de profundidad y 5 pies de largo? ;Y
un paquete que mida 2 pies por 2 pies por 4 pies?

b) (Cudl es la maxima longitud aceptable para un paquete

que tiene una base cuadrada que mide 9 pulgadas por 9

pulgadas?
|.._ L —-| 5 pies = 60 pulg.
m 6 pulg. % ==
\‘. 8 pulg.

a) e x = 8pulg .01 aceptara la oficina de
y = Gpulg COITEOS.
L = 60pulg.

jan 2(56 n y) < 108 e Primero convertimos de

' lgad
60 + 2(8 + 6) < 108 PIEs & PHIGATAS

5 i 12 pulg
x = 2 pies =
60 + 28 < 108 PS5\ T pies

24 pul
88 < 108 L

. (12 pulg>
y = 2 pies : =
1 pres
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24 pulg y = 9pulg

L = 4 pies (1125;?) = L ="pulg.

48 pulg L+209+9) <108

L+2(x+y) <108 L +36 < 108

48 4+ 2(24 + 24) < 108 L <108 — 36

48 + 96 < 108 L <72

144 < 108 es absurdo La longitud méxima acep-

:.no aceptara la oficina de tada para un paquete de

COITEOs. base cuadrada que mide
b) x = 9pulg 9 x 9 es de 72 pulgadas.

O [ DISTANCIA A LA ESTRELLA MAS CERCA-
NA] Préxima Centauri, la estrella mas cercana a nuestro sis-
tema solar, se encuentra a una distancia de 4.3 anos luz. Dado
que un ano luz equivale aproximadamente a 5,900,000,000,000

millas, utilizaremos esta informacion para expresar la distancia

en millas.
Datos:

d = 4,3 anos luz
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1 afio luz = 5,9 x 10!
de acuerdo al ejercicio nos pide expresar en millas:

5,9 x 101
4,3 (%) = 4,3x5,4x 10" millas = 2,5x10'? millas

.. Respuesta:2,5 x 10'? millas.

O [ VELOCIDAD DE LA LUZ| La velocidad de la luz
es de aproximadamente 186, 000 millas/segundo. Utilizando la
informacion de que el diametro de un electron es de alrede-
dor de 0,0000000000004 centimetros, podemos calcular cuanto

tiempo tarda un rayo de luz del Sol en llegar a la Tierra.

datos:

velocidad de la luz: ¢ = 186000 mill/s
distancia de la tierra al sol: d = 93 x 10° mill
tiempo: t =7

entonces

d= vt

93 x 10° = 8600 x ¢

. 000seg =t

@ [VOLUMEN DE LOS OCEANOS] La profundidad pro-

medio de los océanos es de 3,7 x 10° m y el 4rea de los océanos
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es de 3,6 x 10 m?. Para determinar el volumen total del
océano en litros, utilizamos la conversion de que un metro

cubico contiene 1000 litros.

Resolucion

Datos:

profundidad: h = 3,7 x 10?
Area: A = 3,6 x 10™
Volumen: v="77

entonces:

V=Axh

V =36 x 10" x 3,7 x 10
Por lo tanto

V =13 x 10 m3

@ [DEUDA NACIONAL] En julio de 2010, la poblacién de

Estados Unidos era de 3,070 x 108 personas v la deuda nacional
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ascendia a 1,320 x 10 délares. Se desea determinar la parte

de la deuda que corresponde a cada persona.

Datos:

poblacién: p = 3,070 x 10°

Deuda nacional = 1320 x 1013

parte que adeuda cada persona: X=777
entonces por regla de tres simple:

3,070 x 10% personas .............. 1,320 x 1013

1 persona.............. X

resulta;
1,320 x 10"

3,070 x 108
L X =43 x 10

QI NUMERO DE MOLECULAS] Una sala sellada en un
hospital tiene dimensiones de 5 m de ancho, 10 m de largo y 3
m de alto, y esta llena de oxigeno puro. Considerando que un
metro cubico contiene 1000 litros y que 22,4 litros de cualquier
gas contienen 6,02 x 10% moléculas (ntimero de Avogadro), se
desea determinar la cantidad de moléculas de oxigeno presentes

en la sala.
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V=Axh

V=Ilxaxh

V = 10m x bm x 3m = 150m?

convirtiendo de m? a L(litros): 150m? x 1000L/(1 m?) = 15 x
104L

Resolviendo por regla de tres simple:

Por lo tanto:
(6,02 x 10%® x 15 x 10%)/(22,4) = 4,03125 x 10*7
el namero de moléculas de oxigeno que hay en la sala es

Lx = 4,03 x 107

(13 [AREA DE UNA ESFERA | El drea superficial S de
un objeto es una funcién de su radio r y se puede calcular

mediante la formula S(r) = 4mr?.

a) Encuentre S(2) y S(3).

b) (Qué representa sus respuestas en la parte (a)?

‘ Resolucion ‘
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S(2) = 47 x (2)? = 167
S(3) = 47 x (3)? = 367

b).

S(2) representa el area de la superficie de una esfera de radio
r = 2. Mientras S(3) representa el area de la superficie de una

esfera de radior = 3

Q@ [LEY DE TORRICELLI]. Un tanque contiene 50 galones
de agua, que se descarga por una fuga en el fondo, haciendo
que el tanque se vacie en 20 minutos. El tanque se descarga
con mas rapidez cuando esta casi lleno porque es mayor la
presion sobre la fuga. La Ley de Torricelli da el volumen de

agua restante en el tanque después de £ minutos como

2
t
V(t)=50<1—2—0> , 0<t<20

a) Encuentre V(0) y V(20).
b) (Qué representan sus respuestas a la parte (a)?

¢) Haga una tabla de valores de V' (t) parat = 0, 5, 10, 15, 20.
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a).
0\ 2
e Parav(0) = v(0) =50 (1 — 2—()) = 50
20

e Para v(20) = v(20) = 50 (1 - 2_O>2 =0

b).

Representa el volumen de agua restante en el tanque después
de ¢ = 0 min

Representa el volumen de agua restante en el tanque después

de t = 20 min.

c).

TIEMPO (t)| VELOCIDAD (v)
0 50
5 28.125
10 12.5
15 3.125
20 0

@ /A qué distancia puede usted ver? Debido a la cur-
vatura de la Tierra, la distancia maxima D que se puede ver

desde la cubierta de observacion de un edificio de altura h se
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calcula utilizando la formula
D = \/2rh + h?

donde r = 3960 millas es el radio de la Tierra, y tanto D como
h se miden en millas. Se desea determinar a qué distancia se
puede ver desde la cubierta de observacion de la Torre CN de
Toronto, que se encuentra a una altura de 1135 pies sobre el

suelo.

a) Encuentre D(0,1) vy D(0,2).
b) (A qué distancia puede usted ver desde la cubierta de ob-

servacion de la Torre C'IN de Toronto, a 1135 pies del suelo?

¢) Los aviones comerciales vuelan a una altitud de unas 7

millas. ;A qué distancia puede ver el piloto?

Torre CN § 5

a).
e D(0,1) = 4/2(3960)(0,1) + (0,1)? = 28,14 millas
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e D(0,2) = 4/2(3960)(0,2) + (0,2)? = 39,8 millas

b).
h = 1135 pies
b — 1135 0 1 milla
= 1€S. ———
PS- 5980 pies

h = 0,215 millas

D(0,215) = 4/2(3960)(0,215) + (0,215)% = 41,26 millas

c).

D(7) = 4/2(3960)(7) + (7)2 = 235,56 millas

@ [CIRCULACION SANGUINEA] Cuando la sangre cir-
cula por una vena o una arteria, su velocidad v alcanza su
maximo en el eje central y disminuye a medida que aumenta
la distancia r desde dicho eje (como se muestra en la figura).
La formula que describe la relacién entre v y r se conoce co-
mo la ley de flujo laminar. Para una arteria con un radio de
0,5 cm, la funcién que relaciona v (en ecm/s) con r (en cm) se

expresa de la siguiente manera:
v(r) = 18,500 (0,25 —r*) , 0<r<05

a) Encuentre v(0,1) y v(0,4).
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b) (Qué le dicen sus respuestas a la parte (a) acerca de la

circulaciéon sanguinea en esta arteria?

¢) Haga una tabla de valoresde v(r) = 0, 0,1, 0,2, 0,3, 0,4, 0,5.

a).
e v(0,1) = 18,500 (0,25 — (0,1)?) = 4440 cm/s
e v(0,4) = 18,500 (0,25 — (0,4)%) = 1665 cm/s
b).

e Significa que la sangre se mueve a través de una vena o

arteria de radio 0,1 cm a una velocidad de 4440 cm/s.

e Significa que la sangre se mueve a través de una vena o

arteria de radio 0,4 cm a una velocidad de 1665 cm/s

c).
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RADIO (rem) | VELOCIDAD (v cm)/s)
0 4625
0.1 4440
0.2 3885
0.3 2960
0.4 1665
0.5 0

(17) [TAMANO DE LA PUPILA | Cuando se incrementa
la brillantez x de una fuente de luz, el ojo reacciona reduciendo
el radio R de la pupila. La relacion entre R y x se describe

mediante la funcién:

13 4+ 7294
R(xg) = 4| =1~
() \/ 1 + 4204

En esta funcion, el valor de R se mide en milimetros y x se

mide en unidades de brillantez adecuadas.

a) Encuentre R(1), R(10) y R(100).

b) Haga una tabla de valores de R(x).

‘ Resolucion ‘

a).

Lc. Raul Champi Apaza 308 M.Sc. Roger Ccama Alejo




1+ 4(1)04

13+ 7(10)°% /30
R(10) = — [ Z =166
» R(10) \/1+4(1o)074 T

13 + 7(100)%4
.R(100)=\/3+(00) = 5—7=1,48

.R(l):\/13+7(1)0’4: %:2

1 + 4(100)0 26
b).

r | R(x)
1 2

10 | 1.66
100 | 1.48

Q@ [RELATIVIDAD | Segiin la Teorfa de la Relatividad, la
longitud L de un cuerpo es una funcion de su velocidad v con

respecto a un observador. Para un cuerpo cuya longitud en
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reposo es 10 m, la funcién esta dada por

U2

L(v) =104/1 - =

c2

donde ¢ es la velocidad de la luz (300,000 km/s).

a) Encuentre L(0,5¢), L(0,75¢) y L(0,9¢).

b) (Cdémo cambia la longitud de un cuerpo cuando aumenta

su velocidad?

Resolucion

a).

e L(0,5¢) O\/l
C)

= 104/1 — (0,5)% = 8,66 m

(0, 75
o L(0,75¢) 10\/1 2k = 104/1— (0,75)% = 6,61 m

09
o L(0,9¢) O\/l o _ 1 1= (0,9)% = 4,36 m
b).

La longitud de un objeto disminuye a medida que se aumenta

su velocidad.

@ IMPUESTO SOBRE LA RENTA] En un determinado
pals, el impuesto sobre la renta T se calcula en funcion del

ingreso x utilizando la siguiente funcion:
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-

0 si 0<z < 10000
T(x) =< 0,08 si 10000 < z < 20000
1600 + 0,15z si 20000 <

\

a) Encuentre T'(5000) , T'(12000) y 7'(25000).

b) (Cuél es el significado de sus respuestas en la pregunta (a)?

a) o T(5000) =0
° T(12000) = 0,08(12000) = 960
° T(25000) = 1600 + 0,15(25000) = 5350

b) La respuesta en la parte (a) indica que existe una relacion
directa entre el ingreso y el impuesto de renta, donde a me-
dida que el ingreso aumenta, también lo hace el impuesto,

y viceversa.

(%0 [DETERMINACI()N DE UNA DISTANCIA]| Una
mujer se encuentra parada en una colina y desde alli observa
una astabandera cuya altura se conoce que es de 60 pies. El
angulo de depresién a la parte inferior del poste es de 14°,
mientras que el angulo de elevacién hacia la parte superior del

poste es de 18". Se busca determinar la distancia, representada
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como x, entre la mujer y el poste.

De la figura se tiene:

rtan(18") 4+ ztan(14") = 60

z (tan(18") + tan(14°)) = 60
60
tan(18") 4 tan(149)
r = 104,5

€Tr =

Rta: La distancia de la mujer al poste es de 105 pies.

@ [ ALTURA DE UNA TORRE] Existe una torre de agua
ubicada a una distancia de 325 pies de un edificio (ver figu-
ra). Desde una ventana del edificio, un observador nota que el
angulo de elevacién hacia la parte superior de la torre es de
39Y, mientras que el dngulo de depresién de la parte inferior de
la torre es de 25Y. Se busca determinar la altura de la torre y

la altura de la ventana.
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325 pies

Resolucion

De la figura se tiene:

Hjpura = 325 tan(25") + 325 tan(39°)
Hjtura = 325 (tan(250) + tan(390))
Hjtura = 151,55 + 263,18

o Hupura = 414,73 pies

@ [DETERMINAR UNA DISTANCIA] Un avién se en-
cuentra volando a una altitud de 5150 pies, directamente sobre
una carretera recta. Dos automovilistas se desplazan en sus au-
tos por la carretera, ubicados en lados opuestos del avién. El
angulo de depresion desde la posicion del avion hacia uno de
los automéviles es de 35", mientras que hacia el otro automévil

es de 52°. Se busca determinar la distancia entre los dos au-

tomoviles.
5150 5150
tan(35") = = = 4024
* tan(35) « _° tan(35°)
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.................

Mgdargs 3 b bhotionst
-

1 1
e tan(52') = o150 = b °150

= ———— = 7355
b tan(52Y)

dTotal = a+b
Adroa = 4024 4+ 7355

drotar = 11379

Rta: La distancia a la que estan entre si los dos autos es de

11379 pies

@ [ DETERMINAR UNA DISTANCIA] Un avién se
encuentra volando a una altitud de 5150 pies. Los dos au-
tomoviles se encuentran en un lado del avion y se observa que
el angulo de depresion desde la posicion del avidon hacia uno
de los automdviles es de 38°, mientras que hacia el otro au-
tomavil es de 52°. Se desea determinar la distancia entre los

dos automoviles.
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Resolucion

5150 5150

tan(520) = —— = = 6591,69
» tan(52) Y - Y tan(520) ’
5150
o tan(38") =
y+x
tan(38") (y + ) = 5150
L. L0
YT (30
5150
T = _
tan(38°) Y
1
= 20 6016
tan(38")
xr = 2575

Rta: La distancia la que estan entre si los dos autos es de

2575 pies.

@ [ALTURA DE UN GLOBO ] Un globo de aire caliente
se encuentra flotando sobre una carretera recta. Para calcu-
lar la altura a la que se encuentran los tripulantes del globo,

ellos miden simultaneamente el angulo de depresion hacia dos
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senalamientos consecutivos de kilometros ubicados en la misma
direccion del globo. Los angulos de depresion medidos son de
20" v 22°. Se busca determinar la altura a la que se encuentra

el globo.

‘ Resolucion ‘

h 0
o tan(22') = - = r= () h cot(227)
0 h
o tan(20") =
1+
tan(20°) (1 +z) = h
tan(20") (1 + hcot(22°)) = h
tan(20”) + htan(20°) cot(22") = h
tan(20°) = h — htan(20°) cot(22")
tan(20") = h (1 — tan(20") cot(22"))
tan(20°) _
1 — tan(200) cot(220)
h

3,7 =
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Rta: La altura a la que esta el globo es de 3,7 km.

@ [ALTURA DE UNA MONTANA] Con el fin de esti-
mar la altura de una montana sobre una meseta, se realiza la
medicion del angulo de elevacion hacia la cima de la montana,
el cual resulta ser de 32°. Luego, se realiza una segunda medi-
cion a una distancia de 1000 metros mas cerca de la montana
a lo largo de la meseta, y se obtiene un angulo de elevacion de

35Y. Se busca estimar la altura de la montana.

e tan(3p’) = h = T = h cot(35°)
T

N tan(35°)
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h

* tan(32) = 155012

tan(32") (1000 +

I
> o

tan(32") (1000 + A cot(35”)

1000 tan(32°

)
)
1000 tan(32") + htan(32") cot(35") =
(327) — htan(32") cot(35")
(32°)
)

1000 tan(32°
1000 tan(32°
1 — tan(32Y) cot(35Y)

58072 =

(1 — tan(32") cot(350))

Rta: La altura de la montana es de 5807 pies.

@ [ALTURA DE UNA CAPA DE NUBES] Con el propési-
to de medir la altura de la capa de nubes en un aeropuerto,
un trabajador enciende un reflector y lo dirige hacia arriba
formando un dngulo de 75% con respecto a la horizontal. Un
observador situado a una distancia de 600 metros realiza la
medicion del angulo de elevacion del reflector y observa que es

de 45Y. Se desea encontrar la altura h de la capa de nubes.

De la figura se tiene:
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600 m -
h cot(45%) + hcot(75%) = 600

h (cot(45") + cot(75%)) = 600

. 600
ot (459) + cot(759)

h = 473.18

" h~473 m

@ [DISTANCIA AL SOL] Cuando la Luna se encuentra en
su fase de cuarto creciente, la Tierra, la Luna y el Sol forman un
angulo de 90 (ver figura). En ese momento, se mide el angulo
formado por el Sol, la Tierra y la Luna, y se obtiene un valor
de 89,85. Si la distancia entre la Tierra y la Luna es de 240,000

millas, se desea estimar la distancia entre la Tierra y el Sol.

Tierra
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Por razones trigonométricas:
240000

c05(89,85) =
T
240000

£ 0,00261799083
z = 91673351,94

. x &~ 91,7 millones de millas

@ [VELOCIDAD DE UN AVION] Un hombre realiza un
vuelo en un pequeno avion desde Fargo hasta Bismarck, Da-
kota del Norte, cubriendo una distancia de 180 millas. Debido
a que realiza el vuelo en contra del viento, el viaje le lleva 2
horas. En el viaje de regreso, el viento sigue soplando a la mis-
ma velocidad, lo que permite que el viaje se realice en solo 1
hora y 12 minutos. Se busca determinar la velocidad del piloto
en condiciones de calma, es decir, sin viento, y la velocidad a

la que sopla el viento.

= -

i

viento

—

‘ Resolucion ‘
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x: velocidad del avién (piloto)

y: velocidad del viento

d
d=vt — v=-
' h
1 hora - 12 min = — = 1,2hrs
Oman
e velocidad con viento en calma = d/t
180
Venca ma — 3 o 150
: 1,2
180
Vencontm - 7 = 90
x-y=90
x+y=150
2x=240
x=120
x-y=90
120-y=90
y=30

Rpta: la velocidad del piloto con el viento en calma es

120mi/h y la velocidad del viento es 30mi/h

@ [VELOCIDAD DE UN BOTE] Un bote se desplaza
aguas abajo en un rio entre dos puntos, distantes 20 millas,
en un tiempo de una hora. Por otro lado, el viaje de regreso,

en contra de la corriente, tarda 2 horas y media. Se busca de-
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terminar la velocidad del bote y la velocidad de la corriente

del rio.

DATOS:
o d = 20 millas
e v = velocidad de la corriente

ox = velocidad del bote

d=vt

V= 22—7(;) =8

v = ? = 20

x+y=20 x+y=20
X-y=8 14+y=20
2x=28 y=6
x=14

Rpta: la velocidad del bote es de 14 mi/h y de la corriente es
de 6mi/h
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@ [NUTRICION] Una investigadora lleva a cabo un experi-
mento para probar una hipdtesis relacionada con los nutrientes
niacina y retinol. Para ello, alimenta a un grupo de ratas
de laboratorio con una dieta diaria compuesta exactamente
por 32 unidades de niacina y 22 unidades de retinol. Utiliza
dos tipos de alimentos comerciales en forma de pastillas. El ali-
mento A contiene 0.12 unidades de niacina y 100 unidades de
retinol por gramo, mientras que el alimento B contiene 0.20
unidades de niacina y 50 unidades de retinol por gramo. Se
desea determinar la cantidad de gramos de cada alimento que

la investigadora proporciona diariamente al grupo de ratas.

e x: cantidad de alimento A 22000

80000 500

e y. cntidad de alimento B 5 T 3 Y + 50y = 22000
1.0.12x + 0.20y = 32 -4§m/:-4§mo
0.12x = 32 -0.20y (o300 40

300 5y 3 3
X=——— _

T X = 200g

800 5y

100( 22 =22 4 50y =

(5 -%)

Rpta: Ella le da 40g del alimento B y 200g del alimento A.
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@ MEZCLAS DE CAFE] Un cliente en una cafeterfa ad-
quiere una mezcla de dos variedades de café: Kenia, que tiene
un costo de s/. 3.50 por kg, y Sri Lanka, que tiene un costo
de s/. 5.60 por kg. El cliente compra tres libras de la mezcla
en total, lo cual le cuesta s/. 11.55. Se desea determinar la
cantidad de kg de cada variedad de café que fueron utilizadas

en la mezcla.

x = kg de café Kenia

y = kg de café lanka
-(350)x +y =3
3.50x 4+ 5.60y = 11.55
-3.50x - 3.50y = -10.50
3.50x 4 5.60y = 11.55
2.10y = 1,05

y =05

X+y=3—-x4+00=3—->x=25

Rpta: en la mezcla entro 2,5 kg de café kenia y 0,5 kg de café

lanka

@ [PROBLEMA DE MEZCLAS] Un quimico posee dos
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grandes contenedores de solucion de éacido sulfurico, los cua-
les tienen diferentes concentraciones de acido en cada uno. Al
mezclar 300 ml de la primera solucién con 600 ml de la segun-
da solucion, obtiene una mezcla que tiene una concentracion
acida del 15 %. Por otro lado, al mezclar 100 ml de la primera
solucion con 500 ml de la segunda solucién, obtiene una mezcla
con una concentraciéon dcida del 12.5%. Se desea determinar
las concentraciones de acido sulfirico en los contenedores ori-

ginales.

ex = la concentracion de la primera mezcla

ey = la concentracion de la segunda mezcla
300x + 600y = 0,15(900)

-3 (100x + 500y = 0,125 -600)

300x + 600y = 13

-300x - 1500y = -225

900y =-90 - y = __TQOOO — y= 0,10

100x + 500y = 75

100x 4+ 500 (0,10) = 75

100x = 75 - 50
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100x = 25
x = 0,25
Rpta: el primer contenido tiene una mezcla de acido sulfurico

a una concentracion del 25 %. El segundo contenido tiene una

concentracién del 10 %

@ [PROBLEMA DE MEZCLAS] Una bidloga dispone de
dos soluciones de salmuera, una con una concentracion de sal
del 5% y otra con una concentracion de sal del 20 %. Se busca
determinar la cantidad de mililitros de cada solucion que debe

mezclar para obtener 1 litro de una solucién que contenga un

15% de sal.

e x = cantidad de sal en la primera

e v = cantidad de sal en la segunda
-0,20 (x 4+ y = 1000)
0,05x + 0,20y = 140
-0,20x - 0,20y = -200
0,05x 4+ 0,20y = 140

-0,15x = -60
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—60
X =
0,15
x = 400

Rpta: la bidloga tendra 400 mL en la primera salmuera al 5%

de sal y 600 mL en la segunda salmuera al 20 % de sal.
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[Modelado con Funciones

@ Temperaturas relacio-

nadas La relacion funcional
entre grados Celsius T°C
y grados Fahrenheit T°F
es lineal. Exprese T°F' co-
mo una funcion de T°C
si (0°C, 32°F) y (60°C,
140°F) estan en la grafi-
ca de T°F. Muestre que
100°C" es equivalente al pun-
to de ebullicion Fahrenheit

212°F'. Vea la figura.

Fahrenheit (F) Celsius (C) Kelvin (K)

21228~ agua—-100° L —Hierve-—— [§

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

F Temperaturas relacio-

nadas La relacion funcional
entre grados Celsius T°C
y unidades kelvin T°K es
lineal. Exprese T°K como
una funcién de 7°C dado
que (0°C, 273°K) y (27°C,
300°K) estédn en la gréafica
de T°K. Exprese el punto
de ebullicion 100°C' en uni-
dades kelvin. El cero abso-
luto se define como 0°K. j A
qué es igual esto en grados
Celsius? Exprese T°K como
una funcién lineal de T°F'.
JA qué es igual 0°K en gra-
dos Fahrenheit? Vea la figu-

ra del ejercicio anterior.
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depreciacion de linea recta,

o depreciacion lineal, cons-

ta de un articulo que pier-

.. , ) de toda su utilidad inicial
© Interés simple En interés

. . de A dolares a lo largo de
simple la cantidad A deven-

. un periodo de n anos por
gada con el paso del tiem-

o una cantidad — anual. Si un
po es la funcién lineal A = n

. articulo que cuesta $ 20 000
P+ Prt, donde P es el capi-

, ~ cuando esta nuevo se depre-
tal, t se mide en anos y r es

o cia linealmente a lo largo de
la tasa de interés anual (ex-

_ 25 anos, determine la fun-
presada como un decimal).

~ cién lineal que proporcio-
Calcule A al cabo de 20 anos

. . na el valor V' después de
si el capital es P = 1000 y

_ ) x anos, donde 0 < x <
la tasa de interés anual es 3,4

. . 25. jCual es el valor del
/.. (En qué instante se cum-

articulo al cabo de 10 anos?

ple que A = 22007

QO Depreciacion lineal La @ Una pelota se lanza hacia
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arriba desde el nivel del piso

con una velocidad inicial de

96 pies/s. La altura que al-

canza la pelota con respec-
encontraria  una

) GO
to al suelo esta dada por la Q (fomo

., L. ecuacion de la recta que es
funcién cuadrética S(t) = 4

_16£2+96t. ; En qué instan- perpendicular a la bisectriz

del segmento de la recta que

—1 10 Y —3 4
asa por
p p 2 ) 2 J

7

te la pelota estd en el sue-
lo? Grafique S sobre el inter-
valo de tiempo para el cual

S(t) = 0.

Q@ Usando sélo los conceptos

O En el problema 5, jen qué presentados en esta seccion,

instante la pelota estd a 80
pies por arriba del piso?
,Cuan alto asciende la pelo-

ta’.

;como demostraria o refu-

taria que el triangulo con
vértices (2,3), (—=1,-3) y

(4,2) es rectangulo?
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Q Temperatura Fah-

renheit Suponga que:
@ Aceleracion debida a la

T(t) = 50+10sen 17T—2(t—8), 0 <grav@dad Debido al movi-

miento de rotacion de la Tie-

es un modelo matematico de
rra, la forma de ésta no es

la temperatura Fahrenheit a
esférica, sino que se elonga

las t horas después de me-
en el ecuador y se achata en

dianoche durante un cierto
los polos. Como resultado, la

dia de la semana.
aceleracion debida a la gra-

a) ;Cudl es la temperatura vedad no es la constante 980
a las 8 a.m.? cm/s?, sino que varfa con la
b) ;A qué hora(s) se cum- latitud 6. Estudios satelita-

ple T'(t) = 60 ? les han sugerido que la acele-
racion debida a la gravedad

c) Encuentre las tempera-
g es aproximada por el mo-

turas maxima y minima,
delo matematico

asi como las horas a que

ocurren. g = 978,0309+5,18552 sen” H—0,005
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Encuentre g gura.

a) En el ecuador (0 = (0°) a) Sivy = 13,7 m/s, ¢ =
b) En el polo norte y 40y g = 9,8 m/s?
¢) A 45° latitud norte compare los alcances que

se obtienen para las al-

turas h = 2,0 my h =

2,4 m.

b) Explique por qué un in-

@ Lanzamiento de bala £l cremento en h produ-
alcance de una bala solta- ce un incremento en el
da desde una altura h por alcance R si los otros
arriba del nivel del piso con parametros se mantie-
una velocidad inicial vy a un nen fijos.
angulo ¢ con respecto a la ¢) ;Qué implica lo anterior
horizontal puede aproximar- respecto a la ventaja que
se por el modelo mateméti- la altura otorga a un lan-

Co: zador de bala?

L/Xj(f—,
_ 20 [Uo sen ¢ + \/v% sen2 o + 2 8 T \

donde g es la aceleracién de-

bida a la gravedad. Vea la fi-
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@ Considere una escalera de

longitud L apoyada en un
muro con una carga en el
punto P como se muestra en
la figura. El angulo 87 al que
la escalera esta al borde de

deslizarse, esta definido por:

X C

L 1+ c%(c + tan )

donde ¢ es el coeficiente de
fricciéon entre la escalera y el

piso.

a) Encuentre [ cuando
C = 1y la carga esta
en la parte superior de

la escalera.

b) Encuentre 5 cuando ¢ =

3
0,5 v la carga esta a 1

de la longitud de la es-
calera empezando desde

el piso.

Q@ Un avion se desplaza hacia

el oeste a velocidad cons-

tante v; cuando sopla vien-

to desde el norte a veloci-

dad constante v,. El rum-

bo del avion al sur del oes-

te esta dado por: 6 =
U2

tan~! <—> Vea la figura.
U1

Encuentre el rumbo de un
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avion que se desplaza hacia

el oeste a 300 km/h si so-

pla viento desde el norte a

60 km/h.

QO Exprese el drea  del

T rectangulo sombreado en la

figura como una funcion de
T

x+2y=4

(x.»)

Q@ Sean m y n enteros po-

sitivos. La suma de dos

numeros no negativos es

S. Exprese el producto de

la m-¢sima potencia de @ Exprese la longitud del seg-

uno y la n-ésima poten-
cia del otro como una fun-

cion de uno de los numeros.

mento de recta que contiene
al punto (2,4) mostrado en
la figura como una funcion

de x.
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(0.3
(2.4)

(x.0)

@ Exprese como una funcion

de x la distancia de un pun-
to (z,y) sobre la grafica de
r+y = 1 al punto (2,3).

@ Exprese como una funcion

de x la distancia de un pun-
to (z,y) sobre la grafica de

y = 4 — 2 al punto (0, 1).

@ Un ranchero desea cercar un

corral rectangular cuya area
es de 1000 pies? usando dos
tipos de valla distintos. A
lo largo de dos lados para-
lelos, la valla cuesta $ 4 por
pie. Para los otros dos lados
paralelos, la valla cuesta $
1.60 por pie. Exprese el cos-
to total para cercar el corral
como una funcion de la lon-
gitud de uno de los lados con

valla que cuesta $ 4 por pie.

@ Pl marco de un cometa.cons-
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ta de seis partes de plasti-
co ligero. El marco externo
del cometa consta de cua-
tro partes cortadas de ante-
mano; dos partes de longi-
tud 2 pies y dos partes de
longitud 3 pies. Exprese el
area del cometa como una
funcion de z, donde 2x es la
longitud de la barra trans-
versal horizontal mostrada

en la figura.

2 pies 2 pies
x X

3 pies 3 pies

Resolucion

@ Una empresa desea cons-

truir una caja rectangular
ablerta con un volumen de
450 pulg®, de modo que la
longitud de su base sea tres
veces su ancho. Exprese el
area superficial de la caja co-

mo una funcion de su ancho.

@ Un tanque conico, con el

vértice hacia abajo, tiene un
radio de 5 pies y una altu-
ra de 15 pies. Vea la figu-
ra. Hacia el tanque se bom-
bea agua. Exprese el volu-
men del agua como una fun-
cion de su profundidad. |
Sugerencia: El volumen de
1

un cono es V = ~mr?h |

3
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|+p1.':15_'-| ra.

x\ !_.H.,_If ‘ Norte

)( I / 15 pies

h :

agua

il :/-f l Qeste
|

Automovil B

Este
Automovil 4

Sur

@ Fl automévil A pasa por el @ Enelinstante t = 0 (medido

L en horas), dos aviones con
punto O en direccion al es-

. una separacion vertical de 1
te a velocidad constante de P

40 mi/h: el automévil B pa- min pasan uno encima del

. otro, volando en direccio-
sa por el mismo punto 1 hora

, L, nes opuestas. Vea la figu-
después en direccion al nor-

. ra. Los aviones vuelan ho-
te a velocidad constante de

60 1w /h Exprese la distan- rizontalmente a velocidades

cla entre los automoviles co- de 500 min/h y 550 min/h.

mo una funcion del tiempo ¢, a) Exprese la distancia ho-
donde ¢ se mide empezando rizontal entre los aviones
cuando el automovil B pasa como una funcién de ¢. |
por el punto O. Vea la figu- Sugerencia : Distancia
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= velocidad x tiempo. ]

b) Exprese la distancia dia-
gonal entre los aviones

como una funcion de t.

[ | N,

ey dy —

@ La piscina que se muestra en

la figura mide 3 pies de pro-
fundidad en la parte poco
profunda, 8 pies en la pro-
funda, 40 pies de largo, 30
pies de ancho y el fondo es
un plano inclinado. Hacia la
piscina se bombea agua. Ex-
prese el volumen del agua en
la piscina como una funcion

de la altura h del agua por

arriba del extremo profun-
do. [ Sugerencia: El volu-
men es una funciéon definida
por partes con dominio defi-

nido por 0 < h < 8. |

E—f

& Las regulaciones del Servi-

cio Postal de Estados Uni-
dos de América para el envio
de paquetes postales estipu-
lan que la longitud mas la
circunferencia (el perimetro
de un extremo) de un paque-
te no debe exceder 108 pulg.
Exprese el volumen del pa-

quete como una funcion del
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ancho x mostrado en la fi- @) A una gran plancha metdli-

gura.

@ Exprese la altura del globo
mostrado en la figura como
una funcion de su angulo de

elevacion.

1
1
= 1
1
I

£ - -
-~ % Angulo de elevacién!
i

i |
300 pies |

*

ca de 40 pulg de ancho se da
forma de V' al doblarla por
la mitad a lo largo de su lon-
gitud. Exprese el area de la
seccion transversal triangu-
lar del canal como una fun-
cién del angulo 6 en el vérti-
ce de la V. Vea la figura.
K
\

20 pulg

P

@ Como se muestra en la fi-

gura, un tablén esta apoya-
do en un caballeta, de modo
que un extremo esta apoya-

do en el suelo y el otro con-

Lec. Raul Champi Apaza 339

M.Sc. Roger Ccama Alejo



tra una construccion. Expre-
se la longitud L del tablon
como una funcién del angu-
lo € indicado. [Sugerencia:
Use dos triangulos rectangu-

los.]

@ Un ranchero desea cercar un

terreno de pasto en forma de
triangulo rectangulo usan-
do 2 000 pies de valla a la
mano. Vea la figura. Ex-
prese el area de ese terreno
como una funcién del angu-

lo 0. [Sugerencia: Use los

simbolos en la figura para

formar cot 0 y csc 6]

y = zsen6

T = zcosb

@ Una estatua se coloca en un
pedestal como se muestra en
la figura. Exprese el angu-
lo de vision € como una fun-
cién de la distancia x desde

el pedestal.
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Nivelde - =~

la vista X

@ Una mujer en una isla desea

llegar a un punto R en una

costa recta desde un pun-

to P en la isla. El punto P

@ En un texto de ingenierfa, el esta a 9 min de la costa y

area del octagono mostrado a 15 min del punto E. Vea

en la figura estd dada por la figura. Si la mujer rema

A = 3.3172. Demuestre que en un bote a una velocidad

esta férmula es en realidad de 3 min/h hacia un pun-

. iy (o to () en tierra, y luego ca-
una aproximacion al area;

. , mina el resto del camino a
es decir, encuentre el area

exacta A del octdgono como una velocidad de 5 min/h,

. exprese el tiempo total nece-
una funcion de r.

sario para que la mujer lle-
o - gue al punto R como una

funcion del angulo 6 indica-

do. | Sugerencia: Distancia

= velocidadl x tiempo]
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@ Exprese el volumen V de o
U

@ Se piensa construir una ca-

ja cerrada en forma de cu-
bo usando dos materiales
distintos. El material para
los lados cuesta 1 centa-
vo por centimetro cuadrado
y el material para las ca-
ras superior e inferior cuesta
2.5 centavos por centimetro
cuadrado. Exprese el costo
total C' de construccion co-
mo una funcién de la longi-

tud z de un lado.

caja que se muestra en la fi-
gura como una funcion del

angulo # indicado.

@ Se construira un canalén con

una lamina metalica de 30
cm de ancho al doblar los
bordes de ancho 10 em a lo
largo de cada lado, de modo
que los lados formen angu-
los ¢ con la vertical. Vea la

figura . Exprese el area de
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la seccidon transversal del ca-
nalon como una funcion del

angulo ¢.

10 cm ~ 10 cm

10 em

@ Un tubo metalico se insta-

laré horizontalmente alrede-
dor de una esquina en for-
ma de angulo recto desde un
vestibulo de 8 pies de ancho
hacia un vestibulo de 6 pies
de ancho. Vea la figura. Ex-
prese la longitud L del tubo
como una funcion del angulo
0 que se muestra en la figu-

Ia.

" \'\-
6 pies ‘\\_

=8 pies—

@ En la figura se muestra un

prisma cuyas caras parale-
las son triangulos equilate-
ros. La base rectangular del
prisma es perpendicular al
eje x y esta inscrita en el
cireulo 2? + y? = 1 Expre-
se el volumen V' del prisma

como una funcion de z.
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como una funcién del angu-

lo 0 indicado. [ Sugerencia:

El area superficial lateral

@ El contenedor que se mues- de un cono esta dada por

tra en la figura consta de TRV R? + h? |
un cono invertido (abierto abierto
en su parte superior) sujeto
a la parte inferior de un ci-

lindro circular recto (abierto

en sus partes superior e infe-

rior) de radio fijo R. El vo-

Resolucion

lumen V del contenedor es

fijo. Exprese el area super-

ficial total S del contenedor
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Capitulo 11

SISTEMA DE ECUACIONES

Se denomina sistema de ecuaciones a un conjunto de ellas que
se verifican par un mismo valor de las incognitas.
Sistemas Equivalentes: Dos o mas sistemas son equivalentes
cuando tienen las mismas soluciones
Solucién de un Sistema: Es un conjunto de valores de las
letras llamadas incognitas, que al sustituir por estos valores en las
ecuaciones, todas se transforman en identidades.
Método de eliminacién y Resolucién: Son muy variados

entre los mas elementales se encuentran:
1. Sustitucion
2. Tgualaciéon
3. Reduccion

Se explican estos métodos con el siguiente sistema.
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[Ejercicios Propuestos ]

@ Resolver los siguientes sistemas.

( (
2z + 5y = 26 . 12(x 4+ 2y) — 82z + y) = 2(bx — ¢
a) < i) <
3r— 4y = =7 20(x — 4y) = —10
\ \
. (
z+3y =6 L) rly—2) -yl —-3)=-14
b) < 1)
| 5w -2y =13 | y(z —6) —z(y +9) =54
) (6x+9y—4 2
0 1 dr 45y =5 dr—6y+5 5
| Az — 10y = -7 k) S
) 2x+3y—3_£
11z — 13y = —163 3z +2y—4 11
d) A 3T + 2y
—8x+ Ty = 04 _ g
. r+y—15
( 1)
\ 10z + 18y = —11 )
€) 4r 5y —1)
L16:1:—9y=—5 S 3 = —1
( (22 +5
f 5(z +3y) — (Tx + 8y) = —6 17 —(5—y) =—60
<
L7x—9y—2(:zc—18y)=n@ )
62
r Y02 (1 —2) =40
2(x +5) = 4(y — 4x) L 2
g) 3 (3z+4y 30
| 10(y —z) = 11y — 122 r—Gy 23
)
3x—4y—2(2x—7)=0n) <
h) < 9r—y 63
\5(:6_1)_(29_1)20 \3+:E—y_ 37
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( dr+1 2y —5>5 1
T — — 4 D=
9 3 :c+y a
n) A« q) <
y+2 x4+ 18 1
Yy— = ———=15b
\ 7 10 Ty
(3 7_2 b
r 3y 3 _+§:2
0) 1 r) <
1, 8 103 2 3 2-3a
4y &4 r Yy a
(3 N 1 B 47 2 2_m—i—n
10x Sy_ 60 x y_ mn
P) A s) <
§ 1 4
4= 9= @__:0
| o 4y 5 r Yy
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