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Prólogo

Este libro es un manual de MATEMÁTICA BÁSICA para los estudiantes de ciencias e

Ingenieŕıas.

Bienvenidos al apasionante mundo de Matemática Básica, una disciplina matemática

que ha sido una fuente inagotable de conocimiento y aplicación en una amplia variedad de

campos, desde la f́ısica y la ingenieŕıa hasta la economı́a y las ciencias sociales. Este libro

es una gúıa exhaustiva diseñada para ayudarle a comprender y dominar los conceptos

fundamentales de la integración.

La integración es una continuación natural de la diferenciación y juntas forman el

corazón del cálculo, una de las piedras angulares de las matemáticas. Mientras que la

diferenciación se centra en el estudio de las tasas de cambio, la integración nos permite

abordar problemas relacionados con la acumulación y la totalización. Desde el cálculo

de áreas bajo curvas hasta la resolución de ecuaciones diferenciales, el cálculo integral se

presenta como una herramienta poderosa y versátil para resolver una gran variedad de

problemas en la vida real.

A lo largo de este libro, exploraremos los conceptos de antiderivadas, integrales in-

definidas, diversas técnicas de integración, integrales definidas, áreas, volúme-

nes y longitud de arco. Trabajaremos juntos para desarrollar tu comprensión de estos

conceptos, paso a paso, con ejemplos claros y ejercicios prácticos que te ayudarán a for-

talecer tus habilidades.

Este libro está diseñado tanto para aquellos que están dando sus primeros pasos en el

mundo del cálculo integral como para aquellos que desean profundizar en su conocimiento

y aplicarlo en situaciones más avanzadas. Independientemente de tu nivel de experiencia,

te animamos a abrazar el desaf́ıo del cálculo integral, ya que ofrece una ventana fascinante

a la belleza y utilidad de las matemáticas.

Al final de cada caṕıtulo, encontrarás problemas y ejercicios cuidadosamente seleccio-

nados que te desafiarán a aplicar lo que has aprendido. No temas cometer errores; son

oportunidades para aprender y mejorar. A medida que avanzas en el libro, te sorprenderás

de lo que eres capaz de lograr.

Los autores.
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9.1.6. Gráfica de una Relación de R en R . . . . . . . . . . . . . . . . . . 242

9.2. Función . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 245

9.2.1. Funciones Especiales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 248

9.2.2. Operaciones de Funciones . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 249

Lc. Raul Champi Apaza 7 M.Sc. Roger Ccama Alejo



9.2.3. Composición de Funciones . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 256

9.2.4. Clases de Funciones . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 258

9.2.5. Función Par y Función Impar . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 263

9.2.6. Funciones Monótonas, Crecientes y Decrecientes . . . . . . . . . . . 263

9.2.7. Función Inversa . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 264

10.MODELADO CON FUNCIONES 281

10.1. PASOS PARA MODELAR CON FUNCIONES . . . . . . . . . . . . . . . 281

11.SISTEMA DE ECUACIONES 345

Bibliograf́ıa 349

Lc. Raul Champi Apaza 8 M.Sc. Roger Ccama Alejo



Caṕıtulo 1

LÓGICA

La lógica es el estudio de los procesos válidos del razonamiento humano. Por ejemplo:

“Todos los hombres son mortales” y “Alberto es un hombre”, luego razonamos “Alberto

es mortal”.

Enunciado

Es toda frase u oración que sea la algún idea.

Proposición

Es aquel enunciado aseverativo (afirma algo) del cual se puede afirmar si es verdadero

o falso, pero no ambos a la vez, con respecto a una realidad.

Ejemplos

1. Las siguientes expresiones son proposiciones:

aq Lima es la capital de Bolivia

bq Mañana es martes

cq ?
64 � 8

2. Las siguientes expresiones no son proposiciones:

aq ¡Hola Pedro!

bq ¿Cómo estas?

9



Clases de Proposiciones

1. Proposiciones simples

Llamadas también atómicas, monádicas o monarias, son aquellas en las que aparece

una afirmación o acción. Se caracterizan por ser expresadas mediante oraciones que no

utilizan conjunción gramatical y el adverbio “no”.

Ejemplos

I). Son proposiciones atómicas

1 Luis es estudioso

2 El angulo llano mide 180 grados.

3 Lima es capital del Perú

4 José baila en la fiesta

5 Augusto barre el pasadizo

6 Beto es pareja de Ana

7 Jorge estudia medicina

8 El diccionario es nuevo

9 Ciertos niños son mas educados

10 Todos los hombres son fuertes

2. Proposiciones compuestas

Llamadas también moleculares, son aquellos que están constituidas por proposiciones

simples, enlazadas entre si por conjunciones gramaticales o afectadas del adverbio de

negación “no”.

Lc. Raul Champi Apaza 10 M.Sc. Roger Ccama Alejo



Ejemplos

I). Son proposiciones moleculares

1 Luis es estudioso y Marco es flojo

2 Pedro estudia matemáticas y Luis estudia historia

3 Carlos es ingeniero y Luis tiene 10 años

4 Si Juana trabaja entonces no ve televisión

5 Johsilyn ganó el partido o está enferma

Términos de Enlace

Son términos que sirven para formar proposiciones moleculares, también llamados

conectivos lógicos. Algunos términos de enlace son “y”, “o”, “no” , “si,...entonces”,“si y

solo si” . El termino de enlace ”y”, ”o”, ”si,...entonces” y ”si y solo si” actúan sobre dos

proposiciones y el termino de enlace ”no” actúa solo sobre una proposición.

Ejemplos

I). De acuerdo al términos de enlace se tiene las siguientes formas básicas:

1 La luna no está hecha de queso verde.

2 El viento arrastrará las nubes o hoy lloverá con seguridad.

3 3   5 y el angulo recto tiene 90 grados.

4 Si estamos en diciembre ,entonces pronto llegara la navidad.

5 Lima es la capital del Perú ,si y solo si, Santiago es la capital de Ecuador.

Observación

La proposición

“La luna no está hecha de queso verde”,

Lc. Raul Champi Apaza 11 M.Sc. Roger Ccama Alejo



se puede también escribir en la forma alternativa

“No es cierto que la luna no está hecha de queso verde”

Proposiciones compuestas básicas

1. La negación

Dado una proposición p, llamaremos la negación de p a otra proposición que denota-

remos por � p y que se le asigna el valor opuesto a p. Su tabla de verdad es:

p � p

V F

F V

El principio lógico de la negación es:

“Si una proposición es verdadera su negación es falsa, rećıprocamente si dicha proposición

es falsa su negación es verdadera”

Nota:

La proposición � p se lee “no p”o también “No es cierto que p”

La negación puede utilizar también.

es falso que................................................

no ocurre que.............................................

no es cierto que.........................................

no es verdad que.......................................

no es el caso que.......................................

Ejemplo

Sea la proposición

p � Lima es la capital de México

Su negación es:

� p � Lima no es la capital de México

Lc. Raul Champi Apaza 12 M.Sc. Roger Ccama Alejo



2. La conjunción

La conjunción de dos proposiciones p y q es la proposición compuesta que resulta de

unir p y q mediante el conectivo lógico “y” que se simboliza p^ q. Su tabla de verdad es:

p q p^ q

V V V

V F F

F V F

F F F

Su principio lógico es:

“La conjunción p^ q es verdadero, solo cuando p es verdadero y q es verdadero, en todos

los demás casos es falso ”

NOTA:

1. existen también conjunciones impĺıcitas. Cada coma (,) significa una conjunción.

También se considera conjunciones cuando exista punto y coma (;) o un punto

seguido (.) siempre que no haya otra expresión que esté al lado otro conectivo.

2. Para formar una conjunción se puede usar otras palabras que unan las proposiciones

tales como: pero, además, incluso y otras mas, veamos los ejemplos siguientes.

1 Tu libro es azul aunque mi libro es rojo

2 Ana barre el piso sin embargo el cuarto está limpio

3 Mary es buen estudiante tambiÃ©n es deportista

4 Vero llegó tarde a la universidad igualmente llegó tarde ala casa

5 Luis no está. cansado no obstante ha jugado toda la tarde

6 Maŕıa gusta de nadar tanto como gusta de bailar

Lc. Raul Champi Apaza 13 M.Sc. Roger Ccama Alejo



3. La disyunción

La disyunción de dos proposiciones p y q es la proposición que resulta de unir p y q

con el conectivo lógico “o” en el sentido inclusivo que se simboliza por p_ q. Su tabla de

verdad es:

p q p_ q

V V V

V F V

F V V

F F F

Su principio lógico es:

“La proposición p _ q es falso únicamente en el caso en que p y q son ambos falsos, en

cualquier otro caso es verdadero”

4. La condicional

La condicional o implicación de dos proposiciones p y q es la proposición compuesta

mediante el conectivo lógico “si..., entonces ...” y se simboliza por p Ñ q. Su tabla de

verdad es:

p q pÑ q

V V V

V F F

F V V

F F V

Su principio lógico es:

“La proposición implicativa es falsa únicamente en el caso en que la proposición p es

verdadera y la proposición q es falsa, siendo verdadera en los demás casos”

NOTA:

La proposición p es llamado antecedente y la proposición q es llamado consecuente.

Lc. Raul Champi Apaza 14 M.Sc. Roger Ccama Alejo



Ejemplos:

1 Si José viaja entonces conoce Lima.

2 Si Maŕıa se enfermó, deja de ir a la universidad

3 Ya que Janeth es profesional, tiene su propia empresa

NOTA:

1. Una condicional puede utilizar otras palabras que unan las proposiciones, ejemplo:

......................por consiguiente..............

......................de modo que......................

......................de allÃ que...................

......................en consecuencia...............

......................por lo tanto..................

......................en conclusión..................

......................luego.........................

......................cuando........................

......................puesto que....................

......................porque........................

......................ya que........................

......................cada vez que..................

......................si............................

......................dado que......................

5. La bicondicional

La bicondicional o doble implicación de dos proposiciones p y q es la proposición

compuesta mediante el conectivo lógico “si y solo si” y se simboliza por p ô q.Su tabla

de verdad es:
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p q pô q

V V V

V F F

F V F

F F V

Su principio lógico es:

“La proposición bicondicional es verdadera cuando p y q son verdaderas o falsas a la vez,

en los otros casos es falsa”.

RESUMEN

Conjunción Disyunción débil Disyunción fuerte Condicional Bicondicional Negación

p q p^ q p_ q pY q pÑ q pØ q � p

V V V V F V V F

V F F V V F F F

F V F V V V F V

F F F F F V V V�



�
	

�



�
	Ejercicios Propuestos

1 Determinar cual de las siguientes expresiones son proposiciones

aq 5� 7 � 16� 4

bq 3� 6 � 15� 1 y 4� 2 � 2� 5

cq ¿El silencio es fundamental para estudiar?

dq ¡Estudia matemáticas!

eq Nosotros estudiamos en la universidad

fq Los hombres no pueden vivir sin oxigeno

gq ¡Arriba Puno!

hq 5� x � 4

2 ¿Cuál de las siguientes proposiciones son verdaderas y cuales falsas?

Lc. Raul Champi Apaza 16 M.Sc. Roger Ccama Alejo



aq Si 3� 3 � 6, entonces 4 � 4

bq Si 19� 7 � 3, entonces 4p5� 3q � 32

cq Si 5� 7 � 35, entonces 10� 3 � 13

dq Si 5� 2 � 7, entonces 3� 6 � 9

eq 4� 8 � 12 y 9� 4 � 5

fq 8� 4 � 12 o 8� 3 � 2�



�
	

�



�
	Ejercicios Resueltos

1 Evaluar mediante tabla de verdad la proposición � pp^ qq ô r� p_ � qs

Resolución

p q � pp^ qq ô r� p _ � qs
V V F V V F F F

V F V F V F V V

F V V F V V V F

F F V F V V V V

2 Evaluar mediante tabla de verdad la proposición � rpÑ pp_ qqs

Resolución

p q � rp Ñ pp_ qqs
V V F V V V

V F F V V V

F V F F V V

F F F F V F

3 Evaluar rp� p_ qq^ � qs Ñ� p, mediante una tabla de verdad

Resolución

p q rp� p _ qq ^ � qs Ñ � p

V V F V V F F V F

V F F F F F V V F

F V V V V F F V V

F F V V F V V V V
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4 Evaluar p� p_ qq Ñ pr ^ pq mediante una tabla de verdad

Resolución

p q r p� p _ qq Ñ pr ^ pq
V V V F V V V V

V V F F V V F F

V F V F F F V V

V F F F F F V F

F V V V V V F F

F V F V V V F F

F F V V V F F F

F F F V V F F F

�



�
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�
	Ejercicios Propuestos

Evaluar mediante una tabla de verdad las siguientes proposiciones:

1 ppô� qq ô pq Ñ pq

2 pp^ � qq Ñ p� p_ qq

3 rpp^ qq_ � ps Ñ pp_ qq

4 ppÑ qq Ñ pq Ñ pq

5 p� p_ qq Ñ p� q Ñ� pq

6 pp_ � qq Ñ pq Ñ pq

7 � r� pp^ qq Ñ� qs _ p

8 pp^ rq ô p� q _ rq

9 � pp_ � qq ^ p� p_ rq
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Tautoloǵıas, contradicciones y contingencias

1. Tautoloǵıas

Son proposiciones compuestas que siempre son verdaderas cualquiera que sea el valor

de las proposiciones componentes.

Ejemplos

Se tiene las siguientes:

1 rp^ pp_ qqs ô p es una tautologia.

p q rp ^ pp_ qqs ô p

V V V V V V V

V F V V V V V

F V F F V V F

F F F F F V F

2 rppÑ qq ^ ps Ñ q es una tautologia.

p q rppÑ qq ^ ps Ñ q

V V V V V V V

V F F F V V F

F V V F F V V

F F V F F V F

2. Contradicción

Son proposiciones compuestas que siempre son falsas cualquiera que sea el valor de las

proposiciones componentes.

Ejemplos

Se tiene las siguientes:

1 ppÑ qq ^ pp^ � qq es una contradicción.
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p q ppÑ qq ^ pp ^ � qq
V V V F V F F

V F F F V V V

F V V F F F F

F F V F F F V

2 rpp^ qq _ qs ^ � q es una contradicción.

p q rpp^ qq _ qs ^ � q

V V V V V F F

V F F F F F V

F V F V V F F

F F F F F F V

3. Contingencia

Son proposiciones compuestas que no son tautologias ni contradicciones, es decir, son

proposiciones que en algunos casos es F, en otros V.

Ejemplo

ppÑ qq Ñ p es una contingencia.

p q ppÑ qq Ñ p

V V V V V

V F F V V

F V V F F

F F V F F�



�
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�
	Ejercicios Propuestos

1 Determinar cual de las siguientes proposiciones es una tautologia

aq rpp_ � qq ^ qs Ñ p

bq rpp^ qq _ qs ô q

cq r� p^ pq^ � rqs ô� pp_ rq

Lc. Raul Champi Apaza 20 M.Sc. Roger Ccama Alejo



2 Por medio de una tabla de verdad, establecer, si cada una de las siguientes propo-

siciones compuestas es tautoloǵıa, contradicción o contingencia.

aq ppô qq ô rppÑ qq ^ pq Ñ pqs

bq � ppÑ qq ô� p� q Ñ� pq

cq ppÑ rq ô rppÑ qq ^ pq Ñ rqs

3 Determinar mediante la tabla de verdad cual de las siguientes proposiciones es una

tautoloǵıa, contradicción y contingencia.

aq ppÑ qq ^ pq Ñ pq

bq rpp_ qq^ � qs Ñ r

cq � rpp_ pq Ñ qs

dq � pp_ qq ^ p

4 Cual de las siguientes proposiciones es una contradicción

aq � pp^ qq ô pp^ � qq

bq � ppÑ qq ô pp_ � qq

cq � ppô qq ô p� pô� qq

Implicación lógica y Equivalencia lógica

1. Implicación lógica

A toda proposición condicional pÑ q que sea una tautoloǵıa se le llama “implicación

lógica” (o simplemente implicación) en este caso la condicional la denotaremos por pñ q.

Ejemplo

Verificar si la proposición rp� p_ qq^ � qs Ñ� p es una implicación lógica
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p q rp� p _ q q ^ � qs Ñ � p

V V F V V F F V F

V F F F F F V V F

F V V V V F F V V

F F V V F V V V V

6 rp� p_ qq^ � qs ñ� p

2. Equivalencia lógica

A toda proposición bicondicional pô q que sea una tautoloǵıa se le llama “equivalencia

lógica” (o simplemente equivalencia) y en este caso denotaremos a la bicondicional por

pðñ q.

Ejemplo

Verificar si la proposición rp^ pp_ qqs ô p es una equivalencia lógica

p q rp ^ pp_ qqs ô p

V V V V V V V

V F V V V V V

F V F F V V F

F F F F F V F

6 rp^ pp_ qqs ðñ p�



�
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	Ejercicios Propuestos

1 Verifique cuales son implicaciones lógicas

aq � pÑ ppÑ qq

bq rppÑ qq^ � qs Ñ� p

cq pÑ pp_ qq

dq rppÑ qq ^ ps Ñ q

eq ppô qq Ñ ppÑ qq

2 Verifique cuales son equivalencias lógicas:
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aq ppÑ qq ô p� p_ qq

bq ppô qq ô rppÑ qq ^ pq Ñ pqs

cq rpp^ qq _ ps ô p

dq rpp_ qq ^ ps ô p

eq � ppÑ qq ô pp^ � qq

Proposiciones lógicamente equivalentes

Cuando sus tablas de verdad de dos proposiciones p y q son idénticas. se denominan

“lógicamente equivalentes” (o simplemente equivalentes) en este caso se simboliza en la

forma p � q.

Ejemplo

Verificar si las proposiciones pÑ q y � q Ñ� p son lógicamente equivalentes.

p q pÑ q

V F V

V V F

F F V

F V V

p q � q Ñ� p

V V V

V F F

F V V

F F V

6 ppÑ qq � p� q Ñ� pq

NOTA:

Un par de proposiciones lógicamente equivalentes p � q resulta siempre una equiva-

lencia lógica pðñ q y viceversa.

Equivalencias notables

1. Ley de la doble negación

� p� pq � p
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2. Ley de la idempotencia

aq p^ p � p

bq p_ p � p

3. Leyes conmutativas

aq p^ q � q ^ p

bq p_ q � q _ p

4. Leyes asociativas

aq p^ pq ^ rq � pp^ qq ^ r

bq p_ pq _ rq � pp_ qq _ r

cq pô pq ô rq � ppô qq ô r

5. Leyes Destributivas

aq p^ pq _ rq � pp^ qq _ pp^ rq

bq p_ pq ^ rq � pp_ qq ^ pp_ rq

cq pÑ pq ^ rq � ppÑ qq ^ ppÑ rq

dq pÑ pq _ rq � ppÑ qq _ ppÑ rq

6. Leyes de Morgan

aq � pp^ qq �� p_ � q

bq � pp_ qq �� p^ � q

7. Leyes de condicional

aq pÑ q �� p_ q

bq � ppÑ qq � p^ � q

8. Las leyes de la bicondicional

aq pô q � ppÑ qq ^ pq Ñ pq

bq pô q � pp^ qq _ p� p^ � qq
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9. Leyes de absorcion

aq p^ pp_ qq � p

bq p_ pp^ qq � p

cq p^ p� p_ qq � p^ q

dq p_ p� p^ qq � p_ q

10. Leyes de transposición

aq pÑ q �� q Ñ� p

bq pô q �� q ô� p

11. Adicionales

aq p^ V � p

bq p_ F � p

cq p^ F � F

dq p_ V � V

eq p^ � p � F

fq p_ � p � V�
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	Ejercicios Resueltos

1 Simplificar rp� p^ qq Ñ pr^ � rqs^ � q

Resolución

rp� p^ qq Ñ pr^ � rqs^ � q � rp� p^ qq Ñ F s ^ � q

� r� p� p^ qq _ F s ^ � q

�� p� p^ qq^ � q

� p�� p_ � qq^ � q

� pp_ � qq^ � q

� p� q _ pq^ � q

�� q ^ p� q _ pq
�� q
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2 Simplificar � r� pp^ qq Ñ� qs _ q

Resolución

� r� pp^ qq Ñ� qs _ q �� r�� pp^ qq_ � qs _ q

�� rpp^ qq_ � qs _ q

� r� pp^ qq^ �� qs _ q

� r� pp^ qq ^ qs _ q

� rq^ � pp^ qqs _ q

� q _ rq^ � pp^ qqs
� q

3 Simplificar rpp^ qq _ pp^ � qqs _ p� p^ � qq

Resolución

rpp^ qq _ pp^ � qqs _ p� p^ � qq � rp^ pq_ � qqs _ p� p^ � qq
� pp^ V q _ p� p^ � qq
� p_ p� p^ � qq
� p_ � q

4 Simplificar � r� pp^ qq Ñ� qs _ p

Resolución

� r� pp^ qq Ñ� qs _ p �� r�� pp^ qq_ � qs _ p

�� rpp^ qq_ � qs _ p

� r� pp^ qq^ �� qs _ p

� rp� p_ � qq ^ qs _ p

� rq ^ p� p_ � qqs _ p

� rq ^ p� q_ � pqs _ p

� pq^ � pq _ p

� p_ p� p^ qq
� p_ q

5 Simplificar rppÑ qq_ � ps ^ p� q Ñ pq
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Resolución

rppÑ qq_ � ps ^ p� q Ñ pq � rppÑ qq_ � ps ^ p�� q _ pq
� rppÑ qq_ � ps ^ pq _ pq
� p� p_ q_ � pq ^ pq _ pq
� p� p_ qq ^ pp_ qq
� p� p^ pq _ q

� F _ q

� q

Observación

La tabla de verdad de la proposición anterior:

p q rppÑ qq _ � ps ^ p� q Ñ pq
V V V V F V F V V

V F F F F F V V V

F V V V V V F V F

F F V V V F V F F

6 Verificar las siguientes implicaciones

aq � pñ ppÑ qq

Resolución

p q � p Ñ ppÑ qq
V V F V V

V F F V F

F V V V V

F F V V V
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Usando leyes lógicas:

� pÑ ppÑ qq ��� p_ ppÑ qq
� p_ p� p_ qq
� p_ � p_ q

� V _ q

� V

bq pp^ qq ñ pp_ qq

Resolución

p q pp^ qq Ñ pp_ qq
V V V V V

V F F V V

F V F V V

F F F V F

Usando leyes lógicas:

pp^ qq Ñ pp_ qq �� pp^ qq _ pp_ qq
�� p_ � q _ p_ q

� pp_ � pq _ pq_ � qq
� V _ V

� V

cq pp^ qq ñ ppô qq

Resolución

p q pp^ qq Ñ ppØ qq
V V V V V

V F F V F

F V F V F

F F F V V
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Usando las leyes lógicas:

pp^ qq Ñ ppô qq �� pp^ qq _ ppô qq
�� pp^ qq _ rpp^ qq _ p� p^ � qqs
� r� pp^ qq _ pp^ qqs _ p� p^ � qq
� V _ p� p^ � qq
� V

7 Verificar las siguientes equivalencias

aq ppÑ qq ðñ p� p_ qq

Resolución

p q ppÑ qq ô p� p _ qq
V V V V F V V

V F F V F F F

F V V V V V V

F F V V V V F

Usando leyes lógicas:

ppÑ qq ô p� p_ qq � p� p_ qq ô p� p_ qq
� rp� p_ qq ^ p� p_ qqs _ r� p� p_ qq^ � p� p_ qqs
� p� p_ qq_ � p� p_ qq
� V

bq � pp^ qq ðñ p� p_ � qq

Resolución

p q � pp^ qq ô p� p _ � qq
V V F V V F F F

V F V F V F V V

F V V F V V V F

F F V F V V V V
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Usando leyes lógicas:

� pp^ qq ô p� p_ � qq � r� pp^ qq ^ p� p_ � qqs _ r�� pp^ qq^ � p� p_ � qqs
� r� pp^ qq^ � pp^ qqs _ rpp^ qq ^ pp^ qqs
�� pp^ qq _ pp^ qq
� V

cq rp^ pp_ qqs ðñ p

Resolución

p q p ^ pp_ qq ô p

V V V V V V V

V F V V V V V

F V F F V V F

F F F F F V F

Usando leyes lógicas:

rp^ pp_ qqs ô p � pô p

� pp^ pq _ p� p^ � pq
� p_ � p

� V

8 Dada la proposición: “Si 3� 4 � 7 entonces 8 es primo, o 4 no es par”

aq Negar oracionalmente la proposición

bq Determinar el valor de verdad de la proposición original

Resolución

Sean: p=“3� 4 � 7”, q=“8 es primo”, r=“4 es par”.

La proposición en śımbolos es: ppÑ qq_ � r.

aq Su negación es:

� rppÑ qq_ � rs �� ppÑ qq^ � p� rq
� pp^ � qq ^ r
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Oralmente “3� 4 � 7, 8noesprimoy4espar”

bq En la proposición:V ppq � V, V pqq � F, V prq � V

Entonces: V rppÑ qq_ � rs � V rpV Ñ F q _ F s � V pF _ F q � F�
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	Ejercicios Propuestos

Simplificar las siguientes proposiciones

1 p� p_ � qq ^ r� p^ pq Ñ pqs

2 rppÑ qq Ñ pp^ qqs _ pp_ rq

3 � r� pp^ qq Ñ� qs _ p

4 rp� p^ qq Ñ pq Ñ pqs ^ p

5 r� ppÑ qq Ñ� pq Ñ pqs ^ pp_ qq

Inferencia Lógica

Definición Para expresar la forma en que se razona, la lógica debe permitir deri-

var conclusiones a partir de un conjunto de premisas. Las premisas son formulas que se

consideran ciertas para un problema dado y la conclusión es una formula que se quiere

mostrar que es cierta (bajo las premisas), para el problema. Al proceso de encontrar una

forma de llegar a una conclusión partiendo de unas premisas, se le conoce con el nombre

de Inferencia Lógica.

Tiene la forma:

pp1 ^ p2 ^ . . .^ pnq ÝÑ C

Donde las proposiciones p1, p2, . . . , pn son llamadas premisas y que originan como conse-

cuencia otra proposición C llamada CONCLUSIÓN.

Regla de Inferencias

1. Modus Ponendo Ponens (MPP)
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p ÝÑ q
Su representación simbólica es: p

q

p ÝÑ q
Su representación simbólica es: � q

� p

2. Modus Tollendo Tollens (MTT)

3. Modus Tollendo Ponens (MTP)

p_ q p_ q
Su representación simbólica es: � q o � p

p q

4. Regla de Adjunción (A)

p
Su representación simbólica es: q

p^ q

5. Regla de Simplificación (S)

Su representación simbólica es: p^ q o p^ q
p q

6. Doble Negación (DN)

Su representación simbólica es: p o �� p
�� p p

7. Ley de la Adición (LA)

Su representación simbólica es: p o q
p_ q p_ q

8. Ley de D’Morgan (LD)

Su representación simbólica es: � pp_ qq o � pp^ qq
� p^ � q � p_ � q
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9. Ley de Silogismo Hipotético (SH)

p ÝÑ q
Su representación simbólica es: q ÝÑ r

p ÝÑ r

10. Ley de la Simplificación Disyuntiva (SD)

Su representación simbólica es: p_ p
p

11. Leyes Conmutativas (LC)

Su representación simbólica es: p_ q o p^ q
q _ p q ^ p

12. Reglas de Premisas (RP)

El conjunto de premisas está conformado por las proposiciones P1, P2, . . . , Pn, donde

C es la Conclusión.

P1

P2
...
Pn

C � P1 ^ P2 ^ . . .^ Pn

�
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	Ejercicios Resueltos

1 Determinar la validez de la inferencia: ”Si el triángulo es isósceles entonces tiene

dos lados iguales. Pero, el triángulo no tiene dos lados iguales; por lo tanto, no es

isósceles”.

Resolución

Sean:

p � El triángulo es isósceles

q � El triángulo tiene dos lados iguales

Entonces, el esquema de la inferencia es:
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pÑ q
� q
6� p

p q ppÑ qq ^ p� qq Ñ � p

V V V F F V F

V F F F V V F

F V V F F V V

F F V V V V V

1 3 2 5 4

6 Como el resultado de la tabla de verdad es una tautoloǵıa, la inferencia es válida.

2 Mediante una tabla de verdad, establecer si es válida la inferencia:

pÐÑ� q
q _ r
� r

6� q

Resolución

p q r ppÐÑ� qq ^ pq _ rq ^ p� rq ÝÑ � pqq
V V V F F V F F V F

V V F F F V F V V F

V F V V V V F F V V

V F F V F F F V V V

F V V V V V F F V F

F V F V V V V V F F

F F V F F V F F V V

F F F F F F F V V V

1 3 2 5 4 7 6

6 El resultado de la tabla de verdad no es una tautoloǵıa, por lo tanto, la inferencia

es una falacia.
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3 Establecer si es válida la inferencia:

p ÝÑ q
� p△ � r
r ÐÑ q
6 p ÝÑ r

Resolución

En conclusión, si V pp ÝÑ rq � F , entonces, V ppq � V y V prq � F trasladamos

estos valores en la primera y tercera premisa:

V pV ÝÑ qq ÝÑ V pqq � V (única posibilidad)

V pF ÐÑ qq ÝÑ V pqq � F (única posibilidad)

6 Como la variable q tiene los valores de verdad y falsedad a la vez, concluimos

afirmando que la inferencia es válida.

4 Comprobar la validez del enunciado siguiente: ”Si estudio, entonces no perderé ma-

temáticas y si no juego fútbol, entonces estudiaré; pero perd́ı matemáticas. Por

tanto, jugué fútbol”.

Resolución

Sean:

p � ”estudio”, q � ”pierdo matemáticas”, r � ”juego fútbol”.

Entonces, el enunciado dado es como sigue:

Si V prq � F y V pqq � V , entonces en la primera y tercera premisas se tiene:

V pp ÝÑ F q � V , entonces V ppq � F y V pV ÝÑ pq � V , entonces V ppq � V

6 Como la variable p tiene los valores F y V a la vez, se deduce que la inferencia

es válida.
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Circuitos Lógicos

El valor de verdad de una proposición puede asociarse al pasaje de corriente en un

circuito eléctrico controlado por un interruptor.

Mediante una proposición p para representar un interruptor se tiene:

Circuito Cerrado

Pasa corriente por el interruptor cuando V ppq � V .

Figura 1.1:

Circuito Abierto

No pasa corriente por el interruptor cuando V ppq � F .

Figura 1.2:

Considerando las clases de instalaciones: en serie y paralelo.

Circuitos en Serie

Consideramos dos interruptores p y q conectados en serie:

Figura 1.3: p^ q

De aqúı tenemos el comportamiento de la conjunción p y q.

Cuando se representa un circuito abierto en serie que deja pasar corriente, entonces de-

ducimos que � p^ � q es falso.
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Figura 1.4: � p^ � q

Circuitos en Paralelo

Consideramos dos interruptores conectados en paralelo:

Figura 1.5: p_ q

De aqúı tenemos el comportamiento de la conjunción p o q.

Cuando se representa un circuito abierto en paralelo que no deja pasar corriente, entonces

deducimos que � p_ � q es falso.

Figura 1.6: � p_ � q

�
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	Ejercicios Resueltos

1 Determinar la menor expresión que representa el circuito dado:

aq Circuito:
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Resolución

tp_ rq _ p� q^ � pqsu^ � p Absorción

� tp_ r� p_ qsu^ � p Asociativa

� tpp_ � pq _ qu^ � p Complemento

� tV _ qu^ � p Identidad

� V^ � p Identidad

�� p

Por lo tanto el circuito equivalente es:

bq Circuito:

Resolución

tpp^ qq _ rp� p^ � qq _ qsu ^ p Absorción

� tpp^ qq _ rq_ � psu ^ p Asociativa

� trpp^ qq _ qs_ � pu ^ p Absorción

� pq_ � pq ^ p Absorción

� p^ q

Por lo tanto el circuito equivalente es:

cq Circuito:
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Resolución

rp� p^ � qq _ pp_ qqs ^ tp_ rq ^ pq_ � pqsu Absorción

� rp� p^ � qq _ pp_ qqs ^ tp_ qu Negación

� r� pp_ qq _ pp_ qqs ^ pp_ qq Complemento

� V ^ pp_ qq Identidad

� p_ q

Por lo tanto el circuito equivalente es:

dq Circuito:

Resolución
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tpp_ qq ^ rpr^ � qq _ pq_ � rqsu _ rp� r ^ qq _ pr^ � qqs Negación

� tpp_ qq ^ r� p� r _ qq _ p� r _ qqsu _ rp� r ^ qq _ pr^ � qqs Complemento

� tpp_ qq ^ V u _ rp� r ^ qq _ pr^ � qqs Identidad

� pp_ qq _ rp� r ^ qq_ � p� r _ qqs Complemento

� pp_ qq _ rp� r ^ qq _ qs Absorción

� pp_ qq _ pq _ rq Idempotencia

� p_ q _ r

Por lo tanto el circuito equivalente es:

2 Construir el circuito lógico equivalente del esquema:

rpp ÝÑ qq _ ps ^ rpp ÝÑ qq_ � ps

Resolución

rpp ÝÑ qq _ ps ^ rpp ÝÑ qq_ � ps Condicional

� rp� p_ qq _ ps ^ rp� p_ qq_ � ps Asociativa

� rp� p_ pq _ qs ^ rp� p_ � pq _ qs Idempotencia

� rp� p_ pq _ qs ^ r� p_ qs Complemento

� V ^ r� p_ qs Identidad

�� p_ q

Por lo tanto el circuito lógico equivalente es:

3 Desarrollar las siguientes inferencias lógicas.
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aq Demostrar:

P1 :� pp_ qq
P2 : r ÝÑ pp_ qq
P3 : r _ ps ÝÑ pq

C :� q^ � s

Resolución

P1 :� pp_ qq
P2 : r ÝÑ pp_ qq
P3 : r _ ps ÝÑ pq
P4 :� r : se deduce de la P1 y P2 mediante (MTT)

P5 : s ÝÑ p : se deduce de la P3 y P4 mediante (MTP)

P6 :� p^ � q : se obtiene al utilizar (LD) de la P1

P7 :� p : se obtiene al utilizar (S) en la P6

P8 :� s : se deduce de la P5 y P7 mediante (MTT)

P9 :� q : se obtiene al utilizar (S) en la P6

P10 :� q^ � s : se deduce de la P8 y P9 al utilizar (A)

bq Demostrar:

P1 :� p

P2 : q ÝÑ p

P3 :� r _ q

C :� r

Resolución

P1 :� p

P2 : q ÝÑ p

P3 :� r _ q

P4 :� q : se deduce de la P1 y P2 mediante (MTT)

P5 :� s : se deduce de la P3 y P4 mediante (MTP)
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	Examen de repaso

1 Simbolizar las proposiciones siguientes, diciendo claramente lo que representan las

letras mayúsculas elegidas como śımbolos. Para las proposiciones matemáticas uti-

lizar los śımbolos matemáticos tópicos.

aq Si el libro cuesta más de cien pesetas, entonces Roy no podrá comprarlo

bq O esta es la casa de Soledad o la dirección que nos han dado no es correcta.

cq Se ha levantado aire y ha refrescado.

dq Si x es menor que tres, entonces es menor que cuatro.

eq Si x no es igual a cinco, entonces o es mayor que cinco o es menor que cinco.

2 Utilizando los śımbolos dados, simbolizar las proposiciones siguientes. (No es nece-

sario escribir las proposiciones en castellano)

Sea

P � Juan ha venido demasiado pronto

Q � Maŕıa ha venido demasiado tarde

R � El Sr. Pérez está enfadado

aq Si Juan ha venido demasiado pronto o Maŕıa demasiado tarde, entonces el Sr.

Pérez está enfadado.

bq Si Maŕıa ha venido demasiado tarde, entonces Juan no ha venido demasiado

pronto.

cq O el Sr. Pérez está enfadado o Maŕıa no ha venido demasiado tarde.

dq Maŕıa ha venido demasiado tarde y Juan ha venido demasiado pronto, y el Sr.

Pérez está enfadado.

eq Si el Sr. Pérez no está enfadado, entonces Juan no ha venido demasiado pronto

y Maŕıa no ha venido demasiado tarde.

fq O Maŕıa no ha venido demasiado tarde o Juan ha venido demasiado pronto

gq Si Maŕıa no ha venido demasiado tarde y Juan no ha venido demasiado pronto,

entonces el Sr. Pérez no está enfadado
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3 Completar las proposiciones siguientes eligiendo de entre las palabras escritas al

final la que está definida por la proposición dada.

aq La proposición molecular que utiliza el término de enlace (y) es una.....................

bq La proposición molecular que utiliza el término de enlace (no) es una........................

cq La combinación de una o mÃ¡s proposiciones atómicas con un término de enlace

de proposiciones se denomina..............................

dq En lógica una proposición completa que no tiene término de enlace se denomi-

na.........................

eq La proposición molecular que utiliza el término de enlace (si.......entonces.....)

se denomina ......................

fq La proposición situada antes del término de enlace en una proposición condi-

cional se denomina....................

gq La proposición situada después del término de enlace en una proposición con-

dicional se denomina...........................

hq La proposición molecular que utiliza el término de enlace (o) es una....................

Antecedente Conjunción

Atómica Consecuente

Proposición molecular disyunción

Condicional Negación

Equivalencias notables Tautoloǵıa

4 Señalar el término de enlace dominante en las proposiciones siguiente. Indicar des-

pués cómo será la proposición en śımbolos lógicos y añadir los paréntesis donde sean

necesarios

aq No ocurre que, o Jaime es el más alto o Juan es el más alto

bq Tomás no es nuestro representante y José no es nuestro capitan.

cq O β está antes que α y θ está antes que φ o yo no soy griego.

dq Antonio se marcha ahora y o yo iré con él o Pedro irá con él.
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eq Si el baile empieza a las seis, entonces nosotros llegaremos pronto y Pilar llegará

tarde.

5 En algunas de las proposiciones siguientes son necesarios paréntesis para que corres-

pondan a las proposiciones moleculares indicadas en la izquierda. Poner los parénte-

sis en los lugares correspondientes cuando sean necesarios.

Lc. Raul Champi Apaza 45 M.Sc. Roger Ccama Alejo



Lc. Raul Champi Apaza 46 M.Sc. Roger Ccama Alejo



Caṕıtulo 2

TEORÍA DE CONJUNTOS

2.1. Noción de Conjunto

Intuitivamente un conjunto es la reunión, colección o agrupación de objetos reales o

ideales, a estos objetos se les denomina elementos del conjunto.

Los conjuntos generalmente se denotan con letras mayúsculas A,B,C, . . . Z y sus elemen-

tos separados por comas y encerrados entre llaves.

2.2. Determinación de conjuntos

Todo conjunto puede determinarse de dos maneras:

2.2.1. Por extensión

Cuando se mencionan uno a uno a sus elementos, o se da una idea de la sucesión de

ellos.

2.2.2. Por comprensión

Cuando se enuncia a sus elementos por medio de una propiedad o cualidad común a

ellos y que es valida únicamente a estos.

NOTA:

No todo conjunto se puede determinar por extensión y comprensión a la vez.
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Ejemplo 1 Consideremos:

Por Extensión:

A � ta, e, i, o, uu

B � t1, 3, 5, 7, 9, 11, 13, 15u

C � t5, 15, 25, 35, 45, 55, . . .u

Por Comprensión:

A � tx{x es una letra vocalu

B � ty{y es un número impar positivo ^y   16u

C � t10n� 5{nes un número entero no negativo u

2.3. Relacion de Pertenencia

Un elemento pertenece pPq a un conjunto si forma parte de dicho conjunto. Un elemento

no pertenece pRq a un conjunto si no cumple con la condición anterior.

Ejemplo 2 Dado el conjunto A � t4, 6, 7, 9u Entonces:

4 P A (4 pertenece a A)

9 P A (9 pertenece a A)

5 R A (4 no pertenece a A)

2.4. Diagramas de Venn Euler

Son figuras geométricas cerradas que se utilizan para representar a los conjuntos; los

elementos de estos se representan por puntos dentro de la figura.

Ejemplo 3 Sea el conjunto A � t1, 2, 3, 4u, entonces su diagrama de Venn Euler se

muestra en la figura 2.1.

Figura 2.1: Diagrama de Venn Euler del conjunto A
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2.5. Relación entre conjuntos

2.5.1. Inclusión �
Se dice que un conjunto A esta incluido entro conjunto B, cuando todos los elementos

de A pertenecen a B y se denota por A � B. 2.2.

Figura 2.2: Inclusión: A � B

Nota 1 Si A � B, luego se puede decir:

A esta incluido en B

A esta contenido en B

A es subconjunto de B

Nota 2 Si algun elemento del conjunto A, no pertenece a B entonces decimos que A no

esta incluido en B y se denota por A � B.

Ejemplo 4 Sean:

1 A � tx{xes un arequipeñou,
B � ty{y es un peruanou,
6 A � B:“A esta incluido en B”.

2 M � t2, 4, 6u,
N � t1, 2, 3, 4, 5, 6, 7u,
6M � N :“M es subconjunto N”.

3 P � ta, b, c, du,
Q � th, i, j, ku,
6 P � Q:“P no es subconjunto Q”.

2.5.2. Igualdad

Dos conjuntos A y B son iguales cuando tienen los mismos elementos sin importar el

orden. Y se denota por: A � B

Se define:

A � B ô A � B ^B � A
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2.5.3. Conjuntos diferentes p�q

Dos conjuntos son diferentes si uno de ellos tiene por lo menos un elemento que no

posee el otro.

Se define:

A � B ô A � B _ B � A

EJERCICIOS

1 Resolver para el vector incognita Solución

Rta. p4, 0q

2.5.4. Conjuntos comparables

Dos conjuntos A y B son comparables cuando sólo uno de ellos está incluido en el

otro, es decir:

A � B o B � A

NOTA:

Si dos conjuntos son iguales, entonces son comparables; lo contrario no siempre se

cumple.

2.5.5. Conjuntos disjuntos

Si dice que dos conjuntos son disjuntos cundo no poseen elementos comunes. Simbo-

licamente:

A y B son disjuntos ô Dx{x P A^ x R B

2.5.6. Conjuntos equipotentes

Dos conjuntos serán equipotentes cuando el número de sus elementos son iguales.
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2.6. Cardinal de un Conjunto

Es el número entero, no negativo, que indica la cantidad de elementos diferentes de

un conjunto. El cardinal de un conjunto A se denota npAq.

Ejemplo 5 Tenemos:

A � t7, 4, 6, 3u Ñ npAq � 4

B � t2, 4, 6, 8, 10u Ñ npBq � 5

C � t6, 4, 4, 6, 4u Ñ npCq � 2

2.7. Conjuntos especiales

2.7.1. Conjunto Nulo o vacio

Es aquel conjunto que carece de elementos y se le denota comunmente como: ϕ o tu.

Ejemplo 6 A � tx{x es un número entero^ 3   x   4u es un conjunto vacio.

Nota 3 El conjunto vacio siempre esta incluido en cualquier conjunto. Esto es, sea A un

conjunto cualquiera, entonces ϕ � A.

2.7.2. Conjunto unitario o Singleton

Es aquel conjunto que tiene un solo elemento.

Ejemplo 7 El conjunto C � tx{x es un número entero^ 3   x   5u es unitario.

2.7.3. Conjunto Universal o Referencial

Es un conjunto referencial dado que se elige de manera arbitraria de acuerdo a la

situación particular que se esta tratando. Contiene a todos los conjuntos considerados y

se le denota generalmente por: U

Ejemplo 8 Dados los conjuntos A � t3, 5, 7, 9u , B � t5, 13, 19, 23u.Un Conjunto uni-

versal para A y B puede ser cualquiera de los siguientes conjuntos:

U � tx{x es impar^ x   25u
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U � tx{x es un numero entero positivou

U � t1, 3, 5, 7, 9, . . .u

2.7.4. Conjunto de conjuntos ó Familia de Conjuntos

Es aquel conjunto, que por lo menos tiene a un conjunto como elemento.

Ejemplo 9 A � tt3u , 2u , B � tt1u , t1, 2uu

2.7.5. Conjunto Potencia

Dado un conjunto A, se denomina conjunto potencia de A al que esta formado por

todos los subconjuntos de A. Se le denota P pAq.

Ejemplo 10 Dado A � t7, 5, 3u, los subconjuntos de A son:

ϕ, t7u , t5u , t3u , t7, 5u , t7, 3u , t5, 3u , t7, 5, 3u

Enonces el conjunto potencia de A es :

P pAq � tϕ, t7u , t5u , t3u , t7, 5u , t7, 3u , t5, 3u , t7, 5, 3uu

Observación 1 Si npAq es el cardinal del conjunto A, se verifica que:

nrP pAqs � 2npAq

Ejercicios Resueltos

1 Sea el conjunto :

A � t1; 2; t1u; t1, 3u; t∅uu

Se tiene:

a). 3 P A���������� 99K (pertenece es dentro de la llave-cita) F

b). t1u P A V

c). ∅ P A���������� 99K (mas bien debe estar incluido) F
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d). t1, 2u P A V

e). t1u � A F

f). t∅u � A V

g). t1, t1uu � A������� 99K ( � todo debe estar dentro del conjunto ) F

h). npAq � 6 F

¿Cuántas proposiciones son falsas? Sol. 5

2 Dado el conjunto unitario

A � tx� y;x� 2y � 3; 12u

Calcular: x2 � y2 Sol. 90

3 Dados los conjuntos

U � t1, 2, 3, 4, 5, . . . , 15u
A � tx{x P Z^ x   6u
B �  

x{x P N^?
3   x   ?

26
(

C � tx{x P N^ x ¡ 10u
Calcular npAq � npBq � npcq

Resolución

Cambiamos de representación para los conjuntos A,B,C, esto es,

A � t1, 2, 3, 4, 5u
B � t2, 3, 4, 5u , pues

?
3 � 1,73205 y

?
26 � 5,0990

C � t11, 12, 13, 14, 15u
Por lo tanto, npAq � npBq � npcq � p5qp4qp5q � 100

4 Si los conjuntos A � t7,m� 3u y B � t12, p� 4u son conjuntos iguales.

Hallar p�m

Resolución

Si A � B, entonces tienen los mismos elementos, luego

$&
% p� 4 � 7

m� 3 � 12
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Entonces p � 11 y m � 9. Por lo tanto, m� p � 20.

5 Dados los conjuntos iguales A,B y C, hallar m � t � s (m, t, s P N). Si

A � t15, 12, 9u , B � t2m,m� 3, 15u y C � ts� 2, 12, 10� tu.

Resolución

Como A � B, entonces se deduce que

$&
% 2m � 12

m� 3 � 9
Ñ m � 6

Tambien, como A � C, se tiene que

$&
% s� 2 � 9

10� t � 15
Ñ

$&
% s � 7

t � 5

Por lo tanto, m� t� s � 18

6 Si nrP pAqs representa el numero de elementos del conjunto potencia de

A. Hallar npAq. npBq, si nrP pAqs � 128 y nrP pBqs � 512.

Resolución

Como $&
% nrP pAqs � 128

nrP pBqs � 512
ùñ

$&
% nrP pAqs � 27

nrP pBqs � 29
ùñ

$&
% npAq � 7

npBq � 9

Por lo tanto, npAq. npBq � 63

7 Dado el conjunto A � tx� 2{x P Z, x2   9u, calcule el numero de elementos

de A.

Resolución

Determinamos el conjunto A por extensión, tenemos

A � tx� 2{x P Z, x2   9u
� tx� 2{x P t�2,�1, 0, 1, 2uu
� t0, 1, 2, 3, 4u

Por lo tanto, npAq � 5
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8 Para dos conjuntos comparables donde uno de ellos tiene 3 elementos

más que el otro, se cumple que la suma de los cardinales de sus conjuntos

potencia es 576.

¿Cuántos subconjuntos tiene la unión de ellos?

Resolución

Se tiene los conjuntos comparables, donde: B � A


 nrP pAqs � nrP pBqs � 576


 npAq � npBq � 3

Reemplazando

2npAq � 2npBq � 576

2npBq�3 � 2npBq � 576

23 � 2npBq � 2npBq � 576

9� 2npBq � 576

2npBq � 26

Entonces:


 npBq � 6


 npAq � 9

Si:

B � A ùñ AYB � A

6 nrP pAYBqs � 29 � 512

9 Dados los conjuntos A, B y C y los siguientes datos:

npA�Bq � 84

npB � Cq � 98

npAq � npCq � 26

Calcular el número de subconjuntos propios de B.

Resolución
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npA�Bq � 84

npB � Cq � 98

Sumando los dos se tiene:

npA�Bq � npB � Cq � 182

npAq � npBq � npBq � npCq � 182

npBq rnpAq � npCqs � 182

npBq p26q � 182

npBq � 182

26

npBq � 7

sub conjuntos propios de B � 2npBq � 1

� 27 � 1

� 128� 1

� 127

Lc. Raul Champi Apaza 56 M.Sc. Roger Ccama Alejo



Ejercicios Propuestos

1 Dados:

A � ta2 � b2 � c2; d� eu

B � tc2 � 1; d� e� 4; 5u

Si: A � B; A es unitario, c ¡ a ¡ b y son no negativos.

Hallar: a� b� c� d� e

2 Sean los conjuntos:

U � tx{x P Z, 1 ¤ x ¤ 9u

A � t2x{x P Z, 1 ¤ x ¤ 4u

B � t2x� 1{x P Z, 1 ¤ x ¤ 5u

C � t4; 5; 6u

Hallar un subconjunto N de U tal que:

N � C N � A N � B

Entonces se puede afirmar que:

a). La solución para N es única.

b). Hay exactamente 2 soluciones.

c). Hay más de 3 soluciones.

d). Hay exactamente 3 soluciones.

e). No hay solución. Sol. Hay 3 soluciones
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2.8. Operaciones entre Conjuntos

2.8.1. Unión ó Reunión

La unión de dos conjuntos A y B es el conjunto formado por la agrupación de todo

los elementos de A con todos los elementos de B. Se denota AYB y se define:

AYB � tx{x P A_ x P Bu

PROPIEDADES

1. AYB � B Y A

2. pAYBq Y C � AY pB Y Cq

3. AY A � A

4. AY U � U

5. AY ϕ � A

Ejemplo 11 Dados A � t6, 8, 2u , B � t3, 7u, entonces:

AYB � t2, 3, 6, 7, 8u

Diagramas:

U

A B

U

A B

U

A

B
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2.8.2. Intersección

La intersección de dos conjuntos A y B es el conjunto formado por los elementos que

pertenecen a los dos conjuntos a la vez. Se denota AXB y se define:

AXB � tx{x P A^ x P Bu

PROPIEDADES

1. AXB � B X A

2. pAXBq X C � AX pB X Cq

3. AX A � A

4. AX U � A

5. AX ϕ � ϕ

Ejemplo 12 Dados A � t1, 3, 5u , B � t2, 3, 4, 5, 6u, entonces:

AXB � t3, 5u

Diagramas:

U

A B

AXB

U

A B

AXB � ϕ

U

A

B

AXB � B

2.8.3. Diferencia

La diferencia de dos conjuntos A y B (en ese orden); es el conjunto formado por los

elementos que pertenecen a A, pero no a B. Se denota por A�B y se define:

A�B � tx{x P A^ x R Bu
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PROPIEDADES

1. A�B � B � A

Ejemplo 13 Dados A � t6, 8, 4, 7, 2u , B � t3, 4, 5, 6, 7u, entonces:

A�B � t8, 7, 2u

Diagramas:

U

A B

A�B

U

A B

A�B � A

U

B

A

A�B � ϕ

2.8.4. Diferencia Simétrica

Dados dos conjuntos A y B, la diferencia simétrica de ellos es el conjunto formado por

los elementos que pertenecen a A o B pero no a ambos. Se denota por A△B y se define:

A△B � tx{x P pA�Bq _ x P pB � Aqu

PROPIEDADES

1. A△B � pA�Bq Y pB � Aq

2. A△B � pAYBq � pAXBq

3. A△ A � ϕ

4. A△ ϕ � A

Ejemplo 14 Dados A � t6, 4, 2, 8u , B � t3, 4, 5, 6, 7u, entonces:

A△B � t2, 8, 3, 5, 7u
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Diagramas:

U

A B

A△B

U

A B

A△B � AYB

U

A

B

A△B

2.8.5. Complemento

El complemento de un conjunto A, es el conjunto formado por los elementos del con-

junto universal U que no pertenecen a A. Se denota por Ac, A1.A, CpAq y se define:

A1 � tx{x P U^ x R Au � U� A

PROPIEDADES

1. pA1q1 � A

2. ϕ
1 � U

3. U
1 � ϕ

4. AY A
1 � U

5. AX A
1 � ϕ

6. pAYBq1 � A
1 XB

1

7. pAXBq1 � A
1 YB

1

Ejemplo 15 Dados U � tx{x P Z� ^ x   8u , A � t2, 3, 5u, entonces:

A1 � t1, 4, 6, 7u
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Diagramas:
U

2.9. Relaciones con Cardinales

1. Si A y B son disjuntos:

npAYBq � npAq � npBq

2. Para dos conjuntos cualquiera A y B:

npAYBq � npAq � npBq � npaXBq

3. Para tres conjuntos cualesquiera A,B y C:

npAYBYCq � npAq�npBq�npCq�npAXBq�npAXCq�npBXCq�npAXBXCq

Ejercicios Resueltos

1 Si P YQ � ta, b, c, d, eu , P �Q � td, eu , P XQ � tcu . Calcular npQ� P q � npQq

Resolución

Según las condiciones del problema se tiene la figura.

a

b

d

e

P Q

c

Luego se tiene: $&
% npQ� P q � 2

npQq � 3
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Entonces: npQ� P q � npQq � 5

2 SiA � ta, b, c, d, e, f, gu ,B � tf, b, c, h, i, ju,C � ta, c, e, i, k, lu,D � ta, b, d, f, k, i, ju .
Hallar C X rD � pAXBqs

Resolución

AXB � tb, c, fu

D � pAXBq � ta, d, k, i, ju

Luego:

C X rD � pAXBqs � ta, i, ku

3 Si npAXBq � 2, npAYBq � 14, npA�Bq � 7. Hallar npAq � npBq

Resolución

De las condiciones del ejercicio se tiene la figura.

A B

7 2 5

Entonces

npAq � npBq � 9� 7 � 2

4 De un grupo de 100 alumnos, 49 no llevan el curso Matemática y 53 llevan el curso

de Fisica. Si 27 no llevan ninguno de estos cursos.¿Cuantos llevan uno, y solo uno

de los cursos?

Resolución

Para resolver el problema consideramos la figura.
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100
M F

a b c

d

Datos: $''''''&
''''''%

a� b� c� d � 100

c� d � 49

b� c � 53

d � 27

Si d � 27Ñ c � 22, luego si c � 22Ñ b � 31. Por lo tanto,

a� b� c� d � a� 53� d � 100Ñ a � 20

Finalmente, llevan solo un curso: a� c � 42

5 De un grupo de 65 alumnos: 30 prefieren lenguaje, 40 prefieren matemática y 5

prefieren otros cursos. ¿Cuántos prefieren matemática y lenguaje?

Resolución
65

L � 30 M � 40

30� x x 40� x

5

Se tiene del gráfico:

30� x� x� 40� x� 5 � 65

�x � 65� 75

�x � �10
x � 10
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6 10 prefieren los dos cursos.

6 De 50 estudiantes encuestados: 20 practican solo fútbol, 12 practican fútbol y na-

tación y 10 no practican ninguno de estos deportes. ¿Cuántos practican natación y

cuantos solo natación?

Resolución

50
fútbol natación

20 12 x

10

Del gráfico se tiene:

20� 12� x� 10 � 50

x � 50� 42

x � 8

Practican Natación = 12+8 =20

6 Practican solo Natación = 8

7 En una reunión de profesores de ciencias: 47 eran de matemática; 40 eran solo de

f́ısica y 4 no enseñaban ninguno de estos cursos. ¿Cuántos profesores integran la

reunión?

Resolución

y

M � 47 F́ısica

47� x x 40

4
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Del gráfico se tiene:

47� x� x� 40� 4 � y

91 � y

6 La reunión integral 91 profesores.

8 De 200 lectores: 80 leen la revista A y B; 110 son lectores de la revista B. ¿Cuántos

leen solo la revista A? Sol:90

Resolución

200

A B

x 80 30

Del gráfico se tiene:

x� 80� 30 � 200

x � 200� 110

x � 90

6 90 Leen solo la revista A.

9 En una asamblea de 70 integrantes de un club: 45 son estudiantes; 48 trabajan; 8

no trabajan ni estudian. ¿Cuántos trabajan, pero no estudian?

Resolución

70

E � 45 T � 48

x

8
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Del gráfico se tiene:

45� x� 8 � 70

x � 70� 53

x � 17

6 Solo trabajan 17 personas.

10 En una peña criolla trabajan 32 artistas, de estos: 16 bailan; 25 cantan y 12 cantan

y bailan. ¿Cuantos artistas no cantan ni bailan?

Resolución

32

C � 25 B � 16

13 12 4

x

Del gráfico se tiene:

4� 12� 13� x � 32

x � 32� 29

x � 3

6 3 no cantan ni bailan.

11 De un grupo de 110 personas: 70 hablan ingles, 20 no hablan ni ingles ni francés;

el número de los que hablan francés es el doble de los que hablan solamente ingles.

¿Cuántos hablan ingles y francés?

Resolución
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110

I � 70 F � 2x

x 70� x

20

Del gráfico se tiene:

2x� x� 20 � 110

3x � 90

x � 30

70� x � 70� 30

6 70� x � 40 hablan los dos idiomas.

12 De 75 alumnos de un aula, los 3/5 usa reloj; 1/3 de los alumnos solo usa anteojos;

los 2/5 usa anteojos y reloj. ¿Cuántos no usan anteojos ni reloj?

Resolución

$''''&
''''%

Reloj � 3

5
p75q � 45

Solo anteojos � 1

3
p75q � 25

Anteojos y reloj � 2

5
p75q � 30

ñ

$'''&
'''%

Reloj � 45

Solo anteojos � 25

Anteojos y reloj � 30

75

R � 45 A

30 25

x
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Del gráfico se tiene:

45� 25� x � 75

x � 75� 70

x � 5

6 5 no usan anteojos ni reloj.

13 A una reunión asistieron 80 personas de las cuales 32 no cantan, pero si bailan y 24

no bailan, pero si cantan. Si el número de personas que no cantan ni bailan es el

doble del número de personas que cantan y bailan. ¿Cuántas personas no cantan ni

bailan? Sol:16

Resolución

80

C B

24 x 32

2x

Del gráfico se tiene:

24� x� 32� 2x � 80

3x � 80� 56

3x � 24

x � 8

6 2x � 2p8q � 16 personas no cantan ni bailan.

14 De un grupo de turistas: 31 visitaron el Callao, 29 visitaron Trujillo, 34 visitaron

Cusco, 38 visitaron solo y nada mas que 1 lugar, 22 visitaron exactamente 2 lugares.

¿Cuantos visitaron los 3 lugares y cuantos eran en total?

Resolución
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Para resolver el problema consideremos la figura 2.3.

Figura 2.3:

a�m� n� x � 31

b� n� p� x � 29

c�m� p� x � 34

sumando miembro a miembro

pa� b� cq � 2pm� n� pq � 3x � 94

38� 2p22q � 3x � 94Ñ x � 4

Luego, visitaron los tres lugares 4 turistas. Y como

a� b� c�m� n� p� x � 38� 22� 4 � 64

Eran en total 64 turistas.

15 De 110 personas que leen por lo menos dos de las tres revistas A,B y C se observa

que 40 leen las revistas A y B, 50 leen A y C, 60 leen B y C. ¿Cuantas personas

leen las tres revistas?

Resolución

b� n � 40

a� n � 50
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Figura 2.4:

c� n � 60

Sumando miembro a miembro

pa� b� cq � 3n � 150p1q

Por otro lado, de la figura 2.4, se tiene

pa� b� cq � n � 110p2q

Haciendo: (1)-(2)

2n � 40Ñ n � 20

Luego, leen las tres revistas 20 personas.

16 En un salon de clase, formado por 35 alumnos, entre los hombres y mujeres, 7

hombres aprobaron matemática, 6 hombres lenguaje, 5 hombres y 8 mujeres no

aprobaron ninguno de estos cursos, 3 aprobaron los 2 cursos y 11 aprobaron so-

lo matemática. Si hay 16 hombres en el salón. ¿Cuantas mujeres aprobaron solo

lenguaje?

Resolución

Para resolver el problema consideramos la figura 2.5. De las condiciones del problema
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Figura 2.5:

$'''''''''&
'''''''''%

a� b � 7

b� c � 6

b� e � 3

a� d � 11

a� b� c� 5 � 16

Ñ

$'''''''''&
'''''''''%

a � 5

b � 2

c � 4

d � 6

e � 1

Como el total de alumnos es 35, se tiene

5� 8� a� b� c� d� e� f � 5� 8� 5� 2� 4� 6� 1� f � 35Ñ f � 4

Luego, aprobaron solo lenguaje 4 mujeres.

Ejercicios propuestos

1 Una persona come huevos o queso en su desayuno: cada mañana durante el mes de

Julio. Si come queso 25 mañanas y huevo 18 mañanas ¿ Cuántas mañanas come

huevo y queso?

2 Se hizo una encuesta en una sala de la biblioteca, para libros; y se obtuvo el siguiente

resultado:

60 � leen el libro A

50 � leen el libro B

50 � leen el libro C

30 � leen el libro A y B

20 � leen el libro B y C

30 � leen el libro A y C
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10 � leen los tres libros.

aq ¿ Qué porcentaje leen exactamente dos libros?

bq ¿ Qué porcentaje no leen ninguno de los tres libros?

3 En una encuesta realizada en un grupo de 100 estudiantes de un instituto de Idiomas,

se obtuvo el siguiente resultado: Estudiaban ingles, 28; portugués, 30; francés, 42;

ingles y portugués, 8; ingles y francés, 10; portugués y francés, 5; los tres idiomas,

3. Se pregunta:

aq ¿ Cuántos estudiantes no aprend́ıan ningún idioma ?

bq ¿ Cuántos estudiantes teńıan el francés como único idioma de estudio?

4 De 60 deportistas se observa que 24 de ellos practican fútbol, 26 practican basquet y

25 practican voleibol; 13 practican fútbol y basquet; 10 practican basquet y voleibol,

9 practican fútbol y voleibol. Si 6 practican los 6 deportes. ¿Cuántos no practican

ninguno de estos deportes? Sol:11

5 En una encuesta realizada a un grupo de 100 estudiantes de un instituto de idiomas

se obtuvo el siguiente resultado: 28 estudian español; 30 estudian alemán; 42 estudian

frances; 8 estudian español y alemán; 10 estudian español y frances; 5 estudian

aleman y frances; 3 estudian los tres idiomas. ¿Cuántos estudiantes toman el frances

como único idioma de estudio? Sol:30

6 Una encuesta realizada entre 82 madres de familia arrojo el siguiente resultado:

43 saben costura; 47 saben reposteŕıÂa; 58 saben tejido; 19 saben costura y re-

posteŕıÂa; 28 saben costura y tejido; 30 saben reposteŕıÂa y tejido; 11 saben las

tres ocupaciones. ¿Cuántas amas de casa saben solo una de las tres especialidades?

Sol:27

7 De 185 lectores de revistas: 47 leen la revista A; 53 leen la revista B; 65 leen la

revista C; 15 leen las revistas Ay B: 13 leen las revistas B y C; 5 leen las revistas

A, B y C; 17 leen las revistas A y C. ¿Cuántos leen la revista A, pero no la revista

B? Sol:32
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8 En una academia de computacion se observa que todos los que estudian Pascal,

estudian Cobol; 15 estudian Pascal, Cobol y Basic; 60 estudian Basic; 80 estudian

Cobol. La cantidad de los que estudian Cobol y Basic pero no Pascal es el doble

de los que estudian solo basic y su vez es el triple de los que estudian solo Cobol.

¿Cuantos estudian Pascal pero no basic? Sol:11

9 En un congreso internacional de medicina donde solo asistieron cardiólogos se de-

batió el problema de la eutanacia, planteandose una moción:

115 Europeos votaron a favor

75 cardiologos votaron en contra

60 Europeos votaron en contra

80 cardiologos votaron a favor

Si el numero de cardiologos europeos excede en 30 al numero de americanos de

otras especialidades y no hubo abstenciones. ¿ Cuántos médicos participaron en el

congreso? Sol: 300

10 El registro central de la UNA proporcionó los siguientes datos con respecto a un

grupo de 200 estudiantes del primer ciclo:

105 están inscritos en Matemática Básica, 115 en Cálculo I y 75 en F́ısica I; 65

están en Matemática Básica y Cálculo I, 35 en F́ısica I y Matemática Básica, 30 en

Cálculo I y F́ısica I y 20 están inscritos en los tres cursos. Determine el número de

alumnos que están inscritos en:

aq Matemática Básica pero no en F́ısica

bq Exactamente dos de los tres cursos

cq Solamente en uno de los tres cursos

dq No están inscritos en ninguno de los tres cursos.

11 Dados los conjuntos A, B y C contenidos en el universo U , simplificar:

trAY pB X Cqs � pB X A1qu X rAY pB △ Cqs Rta. A

12 npUq � 44
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n rpA△Bq � As � 8

n rA� pB Y Cqs � 8

n pA1 XB1 X Cq � 5

npCq � 19

n rpB Y Cq � As � 2

npA1 XB1 X C 1q � 4

Hallar: npAq Rta. 7

13 Simplificar la expresión conjuntista:

rAX pC △ Aqs Y rpB X Cq1 X As Y rB Y pAXB1qs Rta. AYB

14 Si:

A �
"
x� 3

2
P Z{1   x   3

*
B �

"
x{x P Z^ 3   x� 7

2
  8

*

Determinar: nrP pAqs � nrP pBqs Rta. 513

15 ¿ Cuántos de los 1600 estudiantes de ESFA están inscritos en teatro pero no en

canto ? sabiendo que: 600 están inscritos en teatro, 650 en canto, 250 en teatro y

baile, 350 en canto y baile, 200 3n teatro y canto, 950 en baile, 150 llevan los tres

cursos. Rta. 400

16 Sean los siguientes conjuntos:

A �
"
5� x3{

�x
5

	
P N, 4 ¤ 3x� 5

5
  13

*
B �  

x4 � 1{?7x P Z, 27   x� 1   62
(

Sea: E � nrP pA△ Bqs. Calcular la suma de cifras de expresar E � 1 en base 8.

Rta. 21

17 Dado los conjuntos binarios:

A � ta� b, a� b, 6, 16u
B �

"
a2 � b2

2
, cd, c� d

*
Hallar la suma de todos los valores de R. Si R � a� c� b� d Rta. 73
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18 Soledad en su cumpleaños observa que: 13 de sus invitados teńıan 15 años, 26 invi-

tados eran hombres, 13 mujeres teńıan 18 años, 34 invitados no teńıan 18 años. si

en total hab́ıan 55 invitados. Hallar cuántos hombres teńıan 18 años. Rta. 8

19 A y B son dos conjuntos tales que:

npAYBq � 12

npAXBq � 7

npAq � npBq � 1

Además : npA�Bq � nrpAYBq1s
¿ Calcular cuántos subconjuntos propios tiene A1 ? Rta. 31

20 Sean A, B y C tres conjuntos contenidos en un universo finito de 60 elementos si se

cumple que:

nrpB � Cq Y pC �Bqs � 40

nrA� pB Y Cqs � 10

Además la intersección de los tres conjuntos tienen 5 elementos, el conjunto

B X C X A1 es vaćıo. ¿ Cuántos elementos tiene el conjunto A1 XB1 X C 1 ? Rta. 5

21 En un momento dado de una fiesta se observa lo siguiente: 8 bailan y beben si-

multáneamente, 7 beben en el jard́ın, 9 bailan en el jard́ın. entre las personas que

bailan y las personas que beben suman 25. Contando a las que bailaban o estaban

en el jard́ın se obtuvo 22. Quienes bebian o estaban en el jard́ın eran 21. ¿ Cuántas

personas hab́ıan en la fiesta si 2 estaban en el jard́ın, pero no bailaban ni beb́ıan y

3 ni bailaban ni beb́ıan ni saĺıan al jard́ın ? Rta. 30

22 Se disponen de 6 tipos de vinos, los cuales se combinan para obtener sabores distintos

a los que se tiene. ¿ Cuántos nuevos sabores se podrán obtener. si al mezclar siempre

se realiza con una misma cantidad de cada vino ? Rta. 57

23 De 69 personas que asistieron a un complejo deportivo se supo que 29 practican

atletismo, 32 practican baskett, 25 practican ciclismo, 7 practican atletismo y bas-

kett, 12 practican atletismo y ciclismo, 11 practican baskett y ciclismo. ¿ Cuántas
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personas practican los 3 deportes, si 10 no practican ninguno de los deportes ?

Rta. 9

24 Si:

nrP pAqs � nrP pBqs � 256

nrP pCqs � nrP pDqs � 32

Ademas se sabe que el número de elementos de AYC es el mayor posible e igual a

“a”y el número de elementos de B XD es el mayor posible e igual a “b”. Calcular

“a”y “b” Rta. 13 y 5

25 Sabiendo que:

npUq � 200

npAq � 80

npBq � 82

npCq � 78

npAXBq � 36

npB X Cq � 32

nrpAY Cq � pA△ Cqs � 34

nrpAYBq � pAY Cqs � 21

Calcular: nrpAYBq△ pB X Cqs Rta. 94

26 Se tiene los conjuntos:

A � ta2 � 1, 3a� 1u
B � t3x� y, x� y � 8u
que son conjuntos unitarios. Calcular: S � a� x� y

Si a, x, y P Z.

Dar como respuesta la suma de los valores que puede tomar �S �. Rta. 11
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Caṕıtulo 3

SISTEMA DE NÚMEROS REALES

Llamamos números reales al sistema formado por un conjunto IR, Empezamos con

una situación práctica que ilustra el proceso de números reales.

Figura 3.1: Gráfica del sistema de los números reales

Definiciones

Conjunto de los números naturales: N � 1; 2; 3; 4; 5; 6; ...

Conjunto de los números enteros: Z � ...� 3;�2;�1; 0; 1; 2; 3; 4; ...

Conjunto de los números racionales: son aquellos números que pueden expre-

sarse como el cociente de dos enteros, donde el denominador no es cero.

Q�
!a
b
, a, b P Z, b � 0

)
�
"
0,32; 5,3131 p31; 7,42p2; 3

4
; ...

*

Conjunto de los números irracionales: Son aquellos números que no pueden

ser convertidos en fracción. Tienen una cantidad infinita de decimales no periódicos.!a
b
, a, b P Z, b � 0

)
�  ?

2;
?
3; π; ...

(
.
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	Ejercicios Resueltos

1 Dé un ejemplo de:

aq Un número natural

bq Un entero que no sea número natural

cq Un número racional que no sea entero

dq Un número irracional

2 Mencione los elementos del conjunto dado que sean:

aq números naturales

bq números enteros

cq números racionales

dq números irracionales

A �
"
1;�12; 20; 22

7
; 0. 645;

?
5; 3,4p5;�1

5
; 3
?
3

*

B �
"
2. 002; 0. 555...;

π

2
;�17; 17; 17

19
;
?
49; 1. 1415;

42

6

*

PROPIEDADES

1. Conmutativas.

aq a� b � b� a

bq a � b � b � a

2. Asociativas.

aq pa� bq � c � a� pb� cq

bq pa � bq � c � a � pb � cq

3. Distributivas.

aq a � pb� cq � a � b� a � c

bq pb� cq � a � a � b� a � c
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	Ejercicios Resueltos

1 Complete cada enunciado y mencione la propiedad de números reales que haya

empleado.

aq ab ������������������; Propiedad ����������

bq a� pb� cq ������������; Propiedad ������������

cq apb� cq ��������������; Propiedad �������������

2 Exprese la propiedad de los números reales que se use.

aq 7� 10 � 10� 7; ��������������������

bq 2p3� 5q � p3� 5q2; ��������������������

cq x� py � zq � px� yq � z; ��������������������

dq 5pm� nq � 5m� 5n; ��������������������

eq p2w � 3q5 � 10w � 15; ��������������������

fq px� yqpa� bq � px� yqa� px� yqb; ��������������������

3 Reescriba la expresión usando la propiedad dada de los números reales.

aq Propiedad Conmutativa de la adición, w � 20 ����������

bq Propiedad Asociativa de la multiplicación, 6p2mq ����������

cq Propiedad Distributiva, xp3� 7q �������������

dq Propiedad Distributiva, 3m� 3n ����������������

3.1. Adición

El número 0 es especial para la adición; recibe el nombre de identidad aditiva porque

a � 0 � 0 � a � a para cualquier número real a. Todo número real a tiene un negativo,

�a, que satisface a� a � 0.�
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	Ejercicios Resueltos
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1 Uriel se ha preparado durante toda su vida, invirtió 2 años en el nivel preescolar,

6 en primaria, 3 en secundaria, 3 en el bachillerato, 5 más en la licenciatura y,

finalmente, 3 años en un posgrado. ¿Durante cuántos años estudió Uriel?

Resolución

2 Luis ganó s/.1 500 en febrero, s/.3 500 en marzo, s/. 2 800 en abril, s/. 2 200 en el

siguiente mes, ¿cuánto dinero ganó en total?

Resolución

3 Carlos nació en 1978, a la edad de 26 años se graduó en la carrera de ingenieŕıa y 2

años después se casó. ¿En qué años se verificaron estos 2 sucesos?

Resolución

4 Efráın nació en 1960. A los 28 años, contrajo matrimonio y tres años después de

casarse, nació su único hijo. Efráın falleció cuando su hijo teńıa 14 años. ¿En qué

año sucedió su fallecimiento?

Resolución

Para determinar el año del fallecimiento de Efráın, sumamos los años correspon-

dientes a los eventos significativos de su vida a su año de nacimiento:

Año de fallecimiento � 1960� 28� 3� 14 � 2 005

Por lo tanto, Efráın falleció en el año 2 005.

5 Para viajar de una ciudad a otra, un automóvil completa el trayecto en tres etapas:

recorre 210 kilómetros en la primera, 180 kilómetros en la segunda y 360 kilómetros

en la tercera. ¿Cuál es la distancia total entre ambas ciudades?

Resolución

Para calcular la distancia total entre las dos ciudades, sumamos las distancias reco-

rridas en cada una de las tres etapas del viaje:

Distancia total � 210� 180� 360 � 750

Por lo tanto, la distancia total entre las dos ciudades es de 750 kilómetros.
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6 El automóvil ĺıder en una carrera ha recorrido 640 kilómetros. Si aún le faltan 360

kilómetros para llegar a la meta, ¿cuál es la distancia total que deben recorrer todos

los automóviles para completar la competencia?

Resolución

Para determinar la distancia total de la carrera, sumamos la distancia que el au-

tomóvil ĺıder ya ha recorrido con la distancia que le falta para llegar a la meta:

Distancia total � 640� 360 � 1 000

Por lo tanto, la distancia total que deben recorrer todos los automóviles para com-

pletar la competencia es de 1 000 kilómetros.

7 Una editorial publica 12 000 ejemplares de un libro de álgebra lineal, 8 000 ejempla-

res de uno de geometŕıa anaĺıtica y 10 700 ejemplares de uno de cálculo diferencial

e integral. ¿Cuál es el número total de ejemplares publicados en las tres áreas?

Resolución

Para encontrar el número total de ejemplares publicados en las tres áreas, sumamos

las cantidades de cada tipo de libro:

Total de ejemplares � 12 000� 8 000� 10 700 � 30 700

Por lo tanto, la editorial ha publicado un total de 30 700 ejemplares de libros en las

tres áreas de matemáticas.

8 En el desayuno, una persona consume un jugo de naranja con 20 caloŕıas, huevos

fritos con 800 caloŕıas, una rebanada de pan con 50 caloŕıas y un cóctel de frutas

con 150 caloŕıas. ¿Cuál es el total de caloŕıas ingeridas?

Resolución

Para calcular el total de caloŕıas consumidas en el desayuno, sumamos las caloŕıas

de cada alimento:

Total de caloŕıas � 20� 800� 50� 150 � 1020

Por lo tanto, la persona consume un total de 1020 caloŕıas en el desayuno.

9 Un destacado jugador de fútbol nació en 1966. A los 17 años, ganó el mundial juvenil;

a los 24, el mundial de primera categoŕıa. Cuatro años más tarde, jugó y perdió una
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final de campeonato mundial. Tres años después de ese evento, decidió retirarse del

fútbol. ¿En qué año se produjo su retiro?

Resolución

Año de retiro � 1966� 17� p24� 17q � 4� 3 � 1997

Por lo tanto, el jugador se retiró en el año 1997.

10 En un d́ıa en la Antártica el termómetro marca una temperatura de 35°C bajo

cero y el pronóstico meteorológico indica que en las siguientes horas la temperatura

descenderá 18°C más, ¿cuál es la nueva temperatura que registrará el termómetro?

Resolución

Temperatura Inicial + descenso de temperatura � �35oC � 18oC � �53oC.

Por lo tanto, la nueva temperatura que registrará el termómetro será de �53oC.

11 En los últimos cuatro meses, una empresa ha registrado pérdidas por los siguientes

montos: S/. 330,000; S/. 225,000; S/. 400,000 y S/. 155,000. ¿Cuál es el monto total

acumulado de estas pérdidas?

Resolución

Para resolver la suma total de las pérdidas de la empresa en los últimos 4 meses,

simplemente sumamos cada una de las cantidades reportadas:

330 000 �
225 000

400 000

155 000

1 110 000

Por lo tanto, el monto total de las pérdidas asciende a s/. 1 110 000.

3.2. Sustracción

La sustracción es la operación que deshace a la adición; para sustraer un número de

otro, simplemente sumamos el negativo de ese número. Por definición a � p�bq � a � b.
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Para combinar números reales con números negativos, usamos las siguientes propiedades.

PROPIEDADES

1. p�1qa � �a

2. �p�aq � a

3. p�aqb � ap�bq � �pabq � �ab

4. p�aqp�bq � ab

5. �pa� bq � �a� b

6. �pa� bq � �a� b

�



�
	

�



�
	Ejercicios Resueltos

1 Si una persona tiene una deuda de s/. 6,000 en su tarjeta de crédito y realiza con

ella un pago de s/. 2,500, pero el banco cobra s/. 500 en concepto de intereses y

recargos, ¿cuál será el saldo pendiente en la tarjeta?

Resolución

Los adeudos de la persona se representan con cantidades negativas; entonces, para

obtener su nuevo saldo se efectúa la siguiente operación:

�6 000 �
�2 500

� 500

�9 000

El signo negativo del resultado indica que la persona le adeuda al banco es s/. 9000

2 Resolución
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3.3. Multiplicación

El número 1 es especial para la multiplicación; recibe el nombre de identidad multi-

plicativa por que a � 1 � a para cualquier número real a. Todo número real a diferente de

cero tiene un rećıproco,
1

a
, que satisface a � 1

a
� 1.

3.4. División

La división es la operación que deshace a la multiplicación; para dividir entre un

número, multiplicamos por el rećıproco de ese número. Si b � 0, entonces, por definición.

a� b � a � 1
b
� a

b

a es el numerador y b es el denominador (o divisor). Para combinar números reales

usando la operación de división, usamos las siguientes propiedades.

PROPIEDADES

1.
a

b
� c
d
� ac

bd

2.
a

b
� c

d
� a

b
� d
c

3.
a

c
� b

c
� a� b

c

4.
a

b
� c

d
� ad� bc

bd

5.
ac

bc
� a

b

6. Si
a

b
� c

d
, entonces ad � bc

�



�
	

�



�
	Ejercicios Resueltos

1 Ejecute las operaciones indicadas.

aq 2

3
� 4

5
�����������������������

bq 1

3
� 1

4
�����������������������

cq 3

4
� 1

5
� 3 �����������������������

Lc. Raul Champi Apaza 86 M.Sc. Roger Ccama Alejo



dq 1

3

�
3

4
� 6



�����������������������

eq 0. 5

�
2

5
� 8

10



�����������������������

fq
2

3
� 5

3
2

3

�����������������������

gq
5

4
1

3
� 3

5

�����������������������

3.5. La recta real

Los números reales pueden ser representados por puntos sobre una recta, como se

muestra en la Figura. La dirección positiva (hacia la derecha) está indicada por una

flecha. Escogemos un punto de referencia arbitrario 0, llamado el origen, que corresponde

al número real 0.

Los números reales son ordenados. Decimos que a es menor que b y escribimos a   b

si b� a es un número positivo. Geométricamente, esto significa que a está a la izquierda

de b en la recta numérica, o bien, lo que es lo mismo, podemos decir que b es mayor que

a y escribimos b ¡ a.

3.6. Valor absoluto y distancia

El valor absoluto de un número x, denotado por | x |, es la distancia de x a 0 en la

recta de números reales. La distancia es siempre positiva o cero, de modo que tenemos

| x |¥ 0 para todo número x.

Definición

Si x es un número real, entonces el valor absoluto de x es.

| x |�
$&
% x , si x ¥ 0

�x , si x   0
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Propiedades del Valor Absoluto

1. |x| ¥ 0, @x P R

2. |x| � | � x|

3. |x| ¥ x, @x P R

4. |x � y| � |x||y|

5. |x|2 � x2

6. |x| �
?
x2

7.

����xy
���� � |x|

|y| , y � 0

8. |x� y| ¤ |x| � |y| (Desigualdad Triangular)

Propiedades Básicas para Resolver Inecuaciones

1. |x| � y ô py ¥ 0q ^ px � y _ x � �yq

2. |x| � |y| ô x � y _ x � �y

3. Śı y ¥ 0 y |x| ¤ y ô �y ¤ x ¤ y

4. Śı |x| ¥ y ô x ¥ y _ x ¤ �y

5. @x P R, |x| � |y| ô x2 ¤ y2�



�
	

�
�

�
�EJEMPLOS

1 Evalúe cada expresión.

aq | 400 |� 400

bq | �7 |� 7

cq | ?3� 5 |� 5�?
3

dq | 3� π |� π � 3

eq | 7�?
7 |� 7�?

7

fq �1
| 2� π

2
|
� �1

2� π

2

gq | 3� | 5� 6 ||� 3� 1 � 2

�



�
	

�



�
	Ejercicios Propuestos

Resolver las siguientes inecuaciones polinomicas:
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1 Evalúe.

aq ?
2 | �2 | �5 | �?2 |� 2

?
2� 5

?
2 � 7

?
2

bq | ?3� 2 | � | ?3� 1 |� 2�?
3�?

3� 1 � 1

cq | π � 5 | � | �2 |� 5� π � 2 � 3� π

dq | 3�?
5 | � | ?5� 2 |� 3�?

5�?
5� 2 � 5� 2

?
5

2 Resuelva las ecuaciones siguientes para x.

aq | 3� 7x |� 4

bq | 2x� 5 |� 7

Distancia entre puntos sobre la recta real

Si a y b son números reales, entonces la distancia entre los puntos a y b sobre la recta

real es.

dpa.bq �| b� a |�



�
	

�



�
	Ejercicios Resueltos

1 Encuentre la distancia entre los números dados.

aq 2 y 8 ùñ d �| 8� 2 |� 6

bq �7 y 3 ùñ d �| 3� p�7q |� 10

cq �2 y 7 ùñ d �| 7� p�2q |� 9

dq �7 y �3 ùñ d �| �3� p�7q |� 4

eq �7

3
y
3

2
ùñ d �| 3

2
�
�
�7

3



|� 23

6

2 Exprese cada decimal periódico como una fracción.

aq 0.p2 � 2

9

bq 0. p12 � 12

99
� 4

33

cq 0.y254 � 254

999

dq 1.p6
eq 6. 1p4
fq 5. 3 p23

Lc. Raul Champi Apaza 89 M.Sc. Roger Ccama Alejo



3.7. Máximo entero

Definición

El MÁXIMO ENTERO es un número real x, denotado por rrxss, es el mayor de todos

los números enteros menores o iguales a x, es decir.

rrxss � n ðñ n ¤ x   n� 1 n P Z

PROPIEDADES

1. rrxss � x ô x P Z

2. rrrrxssss � rrxss

3. rrx� nss � rrxss � n, para todo n P Z

4. rrxss ¤ n ðñ x   n� 1

5. rrxss   n ðñ x   n

6. rrxss ¥ n ðñ x ¥ n

7. rrxss ¡ nô rrxss ¥ n� 1 ðñ x ¥ n� 1

Ejercicios Propuestos

1 rrxss � 4

2 rr| x | �2xss � 0

3

��
3x� 1

3� 2x

��
� 2

4

�� | x | �2
3� x

��
� �1 , �1   x   1

5

��
5� x

5� x

��
¤ 1

6
| x | �1
rrxss � 1

¥ 1
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�
	Ejercicios Resueltos

1 |x� 2| � |3� 2x|

Resolución

x� 2 � 3� 2x _ x� 2 � �3� 2x

3x � 5 _ 1 � x

x � 5

3
_ x � 1

6 C.S. �
"
1,

5

3

*

2 Si la expresión A � |4x� 7| � |x� 7|
x

tiene de respuesta una constante, para x P
x2, 5y; halle dicha constante.

Resolución

Analizamos cada valor absoluto, primero |4x� 7|

|4x� 7| �

$''''&
''''%

4x� 7; x ¥ �7

4

�4x� 7; x ¤ �7

4

Luego de |x� 7|

|x� 7| �

$'''&
'''%

x� 7; x ¥ 7

7� x; x ¤ 7

Entonces para x P x2, 5y

A � 4x� 7� p7� xq
x

� 4x� 7� 7� x

x
� 5x

x
� 5
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6 El valor de la constante es 5.

1 Hallar el valor de A �
���� 3?

6� 1

����
Resolución

Como 2   ?
6   3 entonces:

1   ?
6� 1   2

1

2
  1?

6� 1
  1

3

2
  3?

6� 1
  3

Aśı tambien como:
3

2
  2 ñ 2 ¤ 3?

6� 1
  3

6 A �
���� 3?

6� 1

���� � 2

2 Resolver la inecuación: }|x| � 2x} � 0

Resolución

Primero: Si x ¥ 0 ñ |x| � x

2x ¤ x ^ x   1� 2x ñ x ¤ 0 ^ x ¡ �1 ñ x P  �1, 0s

Entonces x P r0,�8 ¡ ^   �1, 0s ñ x � 0

Segundoo: Si x   0 ñ |x| � �x

2x ¤ �x ^ �x   1� 2x ñ x ¤ 0 ^ x ¡ �1

3
ñ x P  �1

3
, 0s

Entonces x P  �8, 0 ¡ ^   �1

3
, 0 ¡ ñ

B
�1

3
, 0

F

6 x P
B
�1

3
, 0

�

3 rrx2 � 2x� 2ss   13

Resolución

Por la propiedad: si rrxss   a ñ x   a
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rrx2 � 2x� 2ss   13 ñ x2 � 2x� 2   13 ñ x2 � 2x� 1   16

px� 1q2   16 ñ �4   x� 1   4 ñ �3   x   5

6 x P x�3, 5y

4 Si x P r�1, 1s, hallar el valor de R �
�� |x| � 2

3� x

��

Resolución

aq Si x P r�1, 0 ¡ o sea para x   0 entonces |x| � �x

B �
���x� 2

3� x

��
�
���px� 2q
�px� 3q

��
�
��
x� 2

x� 3

��
�
��
x� 3� 3� 2

x� 3

��
�
��
1� 5

x� 3

��
Si x P r�1, 0 ¡ entonces:

�1 ¤ x   0

�4 ¤ x� 3   �3

�1

3
  1

x� 3
¤ �1

4

�5

3
  5

x� 3
¤ �5

4

�2

3
  1� 5

x� 3
¤ �1

4

Luego vemos que

��
1� 5

x� 3

��
� �1, entonces B � �1, @x P r�1, 0 ¡

bq Si x P r0, 1s o sea para x ¡ 0 entonces |x| � x

B �
��
x� 2

3� x

��
�
��
x� 3� 3� 2

3� x

��
�
��
�p�x� 3q

3� x
� 1

3� x

��
�
��
�1� 1

3� x

��
Si 0 ¤ x ¤ 1 entonces:

�1 ¤ �x   0

2 ¤ 3� x   3

1

3
  1

3� x
¤ 1

2

�2

3
  �1� 1

3� x
¤ �1

2

Luego vemos que

��
�1� 1

3� x

��
� �1, entonces B � �1, @x P r0, 1s

6 Por tanto de aq y bq el valor de B � �1, @x P r�1, 1s
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�
	Ejercicios Propuestos

1 Averiguar cual de las siguientes pro-

posiciones es FALSA:

aq IR X I � I

bq I Y pZYQq � IR

cq QX I � H

dq IR � I � Z

eq pI X Zq YQ � Q

Resolución

2 Una de las siguientes proposiciones es

incorrecta, identifique.

aq pIN YQq � IR

bq I XQ � IR

cq Z � Q

dq IN � Z

eq IN � pQX Iq

Resolución

3 Averiguar, ¿cual de las siguientes pro-

posiciones es FALSA?

aq QX I � H

bq QYN � Q

cq pIN X Iqc � IR

dq IR �Q � I X IR

eq Q� IN � Q

Resolución

4 Explique por qué la suma, la diferen-

cia y el producto de dos números irra-

cionales son números racionales. ¿El

producto de dos números irracionales

necesariamente es irracional? ¿Qué se

puede decir de la suma?.

Resolución

5 ¿
1

2
� ?

2 es racional o irracional?

¿
1

2
.
?
2 es racional o irracional? En ge-

neral, ¿qué se puede decir acerca de

la suma de un número racional y un

número irracional? ¿Qué se puede de-

cir del producto?.

Resolución
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6 ¿Cuánto dinero le falta a Ernesto si su

ahorro es de s/. 12 000 para comprar

un automóvil que cuesta s/. 35 000?

7 Ángel al vender su casa en s/. 250 000,

obtiene una ganancia de s/. 13 000,

¿cuánto le hab́ıa costado su casa?

8 La suma de las edades de Laura y Ca-

rina es de 48 años, si Laura tiene 25

años, ¿cuál es la edad de Carina?

9 Si Fernanda tuviera 8 años menos

tendŕıa 35 y si Guillermo tuviera 10

años más tendŕıa 25, ¿cuánto más jo-

ven es Guillermo que Fernanda?

10 Una cuenta de ahorro tiene un saldo

de s/. 2 500, si se efectúa un retiro

de s/. 1 500 y se cobra una comisión

de s/. 7 por disposición ¿cuánto queda

disponible en la cuenta?

11 Un rollo de tela tiene una longitud de

40 metros, el lunes se vendieron 3, el

martes 8, el miércoles 5 y el jueves 6,

¿cuántos metros de tela quedan para

vender el resto de la semana?

12 Un atleta debe cubrir una distancia de

10 000 metros, si recorre 5 850, ¿qué

distancia le falta recorrer?

13 Juan solicitó un préstamo de s/. 20

000: el primer mes abonó s/. 6 000, el

segundo s/. 4 000, y en el tercero s/. 5

500, ¿cuánto le falta pagar para cubrir

su adeudo?

14 La edad de Abigail es de 31 años, la

de Mario es de 59 y la diferencia de

las edades de Carmen y Clara es de

37 años, ¿en cuánto excede la suma

de las edades de Abigail y Mario a la

diferencia de las de Carmen y Clara?

15 ¿Cuántos libros hay en 12 repisas, si

cada una contiene 15 textos?

16 Juan tiene 3 docenas de canicas, Julio

5 docenas y Daniel tiene sólo 9 cani-

cas, ¿cuántas canicas tienen en total

los 3?

17 Se van a sembrar en un terreno 25 fi-

las, cada una con 30 árboles, ¿cuántos

árboles se van a plantar en total?

18 Rafael tiene 8 piezas de tela de 12 me-

tros cada una, pretende vender a s/.

10 el metro, ¿cuánto dinero puede ob-

tener por la venta de todas las piezas?

19 ¿Cuántos minutos hay en una sema-

na, si una semana tiene 7 d́ıas, cada

d́ıa tiene 24 horas y cada hora 60 mi-

nutos?
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20 En un vecindario hay 28 edificios, cada

uno tiene 12 departamentos, ¿cuántos

departamentos hay en el vecindario?

21 Una caja de lapiceros contiene 20 pa-

quetes, los que a su vez tienen 12

lapiceros cada uno, si hay 25 cajas,

¿cuántos lapiceros se tienen en total?

22 Rodrigo percibe un sueldo quincenal

de s/. 2 700, ¿cuánto dinero recibe al

cabo de un año?

23 Un autobús tiene capacidad para 42

pasajeros y un conductor, si a un even-

to asisten 3 grupos de 5 autobuses y

cada uno se llena a su máxima capaci-

dad, ¿cuántas personas en total asis-

ten a dicho evento?

24 Una empresa de productos lácteos

ocupa, para vender y distribuir leche,

camiones con una capacidad de carga

de 250 cajas, cada una de ellas con-

tiene 12 litros y el precio del litro es

de s/. 10, si un supermercado realiza

un pedido de 4 cargas, ¿cuánto debe

pagar por la compra del lácteo a la

empresa?

25 Karen recibe un salario de s/. 850 se-

manales y, por ser una buena estu-

diante, tiene asignada una beca de s/.

1 000 mensuales. ¿Cuál es la cantidad

de dinero que recibe en un mes? (Con-

sidera un mes igual a 4 semanas.)

26 A Maritza le da su papá s/. 20 diarios.

Si en un año ella destina para pasa-

jes y diversión s/. 2 300 anuales, ¿qué

cantidad de dinero le sobra para sus

otros gastos? (Considera un año igual

a 365 d́ıas.)

27 Un cuarteto de músicos recibe como

pago s/. 240 diarios por tocar entre se-

mana en un restaurante, mientras que

por tocar en el mismo lugar los fines

de semana el pago es de s/. 480 dia-

rios. ¿Cuánto dinero percibe cada in-

tegrante del grupo, si lo que ganan se

reparte en forma equitativa? (Consi-

dera una semana igual a 7 d́ıas.)

28 El sueldo de un capturista de datos

es de s/. 150 diarios con su respecti-

vo descuento de s/. 30 por concepto

de impuestos. ¿Qué cantidad recibe en

un mes? (Considera un mes igual a 30

d́ıas.)

29 En la repartición de una herencia el

abuelo designa en partes iguales un te-

rreno de 12 hectáreas a 3 de sus nietos,

si el precio por metro cuadrado es de

s/. 250, ¿cuál es el monto que recibió

cada uno de los herederos? (Considera

una hectárea igual a 10 000 m2.)

Lc. Raul Champi Apaza 96 M.Sc. Roger Ccama Alejo



30 Roberto tiene 12 años, Mónica es 4

años más grande que Roberto y Ju-

lián tiene el doble de la edad de Móni-

ca. ¿Cuánto es la suma de las edades

de Roberto, Mónica y Julián?

31 Pablo asistió a las ofertas de una tien-

da departamental y se compró 3 pan-

talones en s/. 750 cada uno, con un

descuento de s/. 225 por prenda; 4 ca-

misas de s/. 600 la pieza con su respec-

tivo descuento de s/. 120 por camisa

y 5 playeras cuyas etiquetas marcaban

un costo de s/. 250 y su descuento de

s/. 75 en cada pieza, ¿cuánto pagó Pa-

blo por los art́ıculos?

32 Un granjero realiza la venta de media

docena de borregos, 8 conejos y 3 cer-

dos: si el precio de un borrego es de

s/. 600, el de un conejo s/. 150 y el de

un cerdo es de s/. 450, ¿cuál es el im-

porte que recibe por la venta de estos

animales?

33 La hipoteca que contrajo Mary en

enero de 2008 con un banco ascien-

de a s/. 425 000, si durante el primer

año Mary realiza el pago de s/. 6 500

mensuales, ¿a cuánto asciende su deu-

da para enero de 2009?

34 En un estadio hay 3 tipos de ubicacio-

nes con diversos costos cada una: 25

000 en preferente especial, 15 000 lu-

gares en la sección de preferente y 30

000 en general, si el costo de un boleto

en preferente especial es de s/. 150, el

de preferente s/. 100 y el de general de

s/. 80, ¿cuál es el ingreso de la taquilla

si hay un lleno total en el estadio?

35 ¿Cuántas veces cabe el número 15 en

345?

36 Ciento ochenta y seis mil pesos es lo

que ahorraron 62 alumnos del Tec-

nológico de ingenieŕıa para su gradua-

ción, si cada estudiante ahorró la mis-

ma cantidad, ¿cuánto dinero ahorró

cada uno?

37 El producto de 2 números es 137 196,

uno de ellos es 927, ¿cuál es el otro

número?

38 ¿Cuántas horas hay en 3 360 minutos,

si se sabe que una hora tiene 60 minu-

tos?

39 Se reparten 7 200 libros de matemáti-

cas a 4 escuelas, si cada una de ellas

tiene 600 alumnos, ¿cuántos libros le

tocan a cada estudiante?

40 ¿En cuántas horas recorrerá 144

kilómetros un automóvil que viaja a

16 kilómetros por hora?
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41 ¿Cuántos d́ıas necesitará Fabián para

capturar en su computadora los datos

de un libro de matemáticas que contie-

ne 224 páginas, si copia 4 páginas en

una hora y trabaja 8 horas por d́ıa?

42 Un reloj se adelanta 3 minutos cada 4

horas, ¿cuánto se habrá adelantado al

cabo de 20 horas?

43 Una fuente tiene capacidad para 2 700

litros de agua, ¿qué cantidad de este

ĺıquido debe echar por minuto una lla-

ve que la llena en 5 horas?

44 En una tienda de ropa, Omar com-

pra igual número de pantalones que

de chamarras con un costo total de s/.

1 500, cada pantalón cuesta s/. 200 y

cada chamarra s/. 550, ¿cuántos pan-

talones y chamarras compró?

45 Los 3 integrantes de una familia deci-

den repartir los gastos que se generan

en su casa: el recibo bimestral de luz

llega de s/. 320; el recibo del teléfono

de s/. 240 mensuales; la televisión por

cable s/. 260 mensuales y el predio es

des/. 3 600 anuales. ¿Cuánto dinero le

toca aportar mensualmente a cada in-

tegrante, si los gastos se reparten de

manera equitativa?
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Caṕıtulo 4

EXPONENTES Y RADICALES

La teoŕıa que vamos a describir se enfoca en las expresiones exponenciales, abarcan-

do todos los tipos de exponentes y las leyes que los rigen. Incluye las operaciones de

potenciación y radicación, las cuales se definen mediante dichas expresiones exponencia-

les. Además, presentaremos las siguientes definiciones y teoremas relacionados con estas

operaciones.

4.1. Exponente entero (positivos y negativos)

En notación exponencial, un producto de números idénticos se representa de manera

más concisa. Por ejemplo, el producto x. x. x. x se simplifica como x4. A continuación,

presentamos la definición general de esta notación.

Definición

Si x es cualquier número real y n es un entero positivo, entonces la n-ésima potencia

de x es.

x � x � x � x...loooooomoooooon
n veces

� xn

El número x se denomina base, y n se denomina exponente.
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4.2. Exponente cero y negativo

Si x � 0 es cualquier número real y n es un entero positivo, entonces

x0 � 1 y x�n � 1

xn

La familiaridad con las reglas siguientes es esencial para nuestro trabajo con exponen-

tes y bases. Las bases a y b son números reales, y los exponentes m y n son enteros.

4.2.1. Leyes de exponentes

1. Producto de bases iguales.

am � an � am�n

2. Razón de bases iguales.

am

an
� am�n a � 0

3. Potencia de un Producto.

pa � bqn � an � bn

4. Potencia de una fracción.

�a
b

	n

� an

bn
b � 0

5. Potencia de potencia.

panqm � an�m

A continuación damos dos leyes adicionales que son útiles en la simplificación de expre-

siones con exponentes negativos.

1.
�a
b

	�n

�
�
b

a


n
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2.
a�n

b�m
� bm

an�



�
	

�



�
	Ejercicios Resueltos

1 Simplificar las siguientes expresiones. Que no tenga paréntesis ni exponentes nega-

tivos en la respuesta final.

aq rp2aq�1 � p2bq�1s�1

bq pmnq�1 pm�1 � n�1q�1

cq px�2 � y�2q�1

dq 1

2c�2
� 1

3c�2

eq z�3

4z
� z

6z5

fq b�5

�
2ab
a
3b2




gq
2

w
� w�1

w2

2
� 1

5w�2

hq x�1

px� x�1q�1

4.3. Notación cient́ıfica

Para escribir números extremadamente grandes o pequeños de manera compacta, los

cient́ıficos emplean la notación exponencial.�



�
	

�



�
	Ejemplo

1 La estrella más cercana al Sol, Próxima Centauri, está aproximadamente a 40 000 000 000 000

de km de distancia

2 La masa del átomo de hidrógeno es alrededor de 0,00000 000 000 000 000 000 000 166

gr.

Definición

Se dice que un número positivo x está escrito en notación cient́ıfica si está expresado

de la siguiente forma:

x � a� 10n donde 1 ¤ a   10
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y n es un entero

Nota: Solo la coma se mueve para la derecha o para la izquierda�
�

�



�



�
	Ejercicios Resueltos

1 Escriba cada número en notación cient́ıfica.

aq 65 500 000 � 6, 55� 107

bq 3 100 000 000 000 � 3, 1� 1012

cq 0,000 028 536 � 2, 8536� 10�5

dq 0,0001213 � 1, 213� 10�4

eq 129 540 000 � 1, 2954� 108

fq 7 259 000 000 � 7, 259� 109

gq 0, 000 000 0014 � 1, 4� 10�9

hq 0, 000 702 9 � 7, 029� 10�4

2 Escriba cada número en notación decimal.

aq 3,14� 1016 � 31 400 000 000 000 000

bq 2,821� 1019 � 28 210 000 000 000 000 000

cq 2,570� 10�8 � 0, 000 000 025 70

dq 9,999� 10�9 � 0, 000 000 009 999

eq 7,14� 1014 � 714 000 000 000 000

fq 6,34� 1013 � 63 400 000 000 000
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gq 5,558� 10�4 � 0, 000 555 8

hq 6,257� 10�11 � 0, 000 000 000 062 57

3 Escriba en notación cient́ıfica el número indicado en cada enun-

ciado.

aq La distancia que recorre la luz en un año, es alrededor de:

5 900 000 000 000 � 5, 9� 1012 millas.

bq El diámetro de un electrón es al rededor de:

0,000 000 000 000 4 � 4� 10�13 cent́ımetros.

cq Una gota de agua contiene más de 33 trillones de moléculas.

dq La distancia de la Tierra al Sol es de unos 93 millones de

millas.

eq La masa de una molécula de ox́ıgeno es de unos

0,000 000 000 000 000 000 000 053 � 5, 3� 10�23 g.

fq La masa de la Tierra es de unos

5 970 000 000 000 000 000 000 000 � 5, 97� 1024 kg.

4 Use notación cient́ıfica, las Leyes de Exponentes, y una cal-

culadora para ejecutar las operaciones indicadas. Exprese su

respuesta redondeada al número de d́ıgitos significativos indi-

cados por los datos dados.
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aq p0. 00000564q p0. 00234q
p1594. 00000q p0. 00058q

bq
�
13. 54� 10�7

�8
p15. 05� 105q11

5 Si Ronaldo tuviera un millón
�
106

�
de dólares en una maleta,

y gasta mil dólares
�
103

�
al d́ıa.

aq ¿cuántos años tardaŕıa Ronaldo en gastarse todo el dinero?

Gastando al mismo paso.

bq ¿cuántos años tardaŕıa Ronaldo en vaciar la maleta llena

con mil millones
�
109

�
de dólares?

Resolución

aq Si Ronaldo gasta mil dólares al d́ıa, podemos calcular cuántos

d́ıas le tomaŕıa gastar todo el dinero:

Dinero total: 1 000 000 dólares

Gasto diario: 1 000 dólares

Dı́as� Dinero Total

Gasto diario
� 1 000 000

1 000
� 1 000 d́ıas

Años � dias

365
� 1000

365
� 2.74 años

Aśı que Ronaldo tardaŕıa aproximadamente 2.74 años en

gastarse todo el dinero, manteniendo el mismo ritmo de

gasto diario.
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bq Si Ronaldo tiene mil millones de dólares en una maleta y

gasta mil dólares al d́ıa, podemos calcular cuántos d́ıas le

tomaŕıa vaciar la maleta llena:

Dinero total: 1 000 000 000

Gasto diario: 1 000

Dias � Dinerototal

GastoDiario
� 1 000000 000

1 000
� 1 000 000 d́ıas

Años � dias

365
� 1 000 000

365
� 2739.73 años

Aśı que Ronaldo tardaŕıa aproximadamente 2739.73 años

en vaciar la maleta llena, manteniendo el mismo ritmo de

gasto diario.

4.4. Radicales

El śımbolo
?� significa ”la ráız positiva de”, entonces

?
x � y

significa que x � y2 y y ¥ 0

Definición

Si n es cualquier entero positivo, entonces la ráız n principal de

x se define:

n
?
x � y significa que x � yn
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Si n es par, debemos tener que x ¥ 0 y y ¥ 0.

PROPIEDADES

1. n
?
x � y � n

?
x � n

?
y

2. n

c
x

y
�

n
?
x

n
?
y

3. m
a

n
?
x � mn

?
x

4. n
?
xn �| x | , si n es par

5. n
?
xn � x , si n es impar

�
�

�



�



�
	Ejercicios Resueltos

1 Encuentre n tal que las siguientes expresiones sean verdaderas.

aq 3
?
2 � 8 � 2n

bq 3

c
2

8
� 2n

cq 3 � 3
?
3 � ?3 � 3n

dq
a?

2 � 4n

eq 4

b
3
a?

2 � 2n

2 Evalúe las siguientes expresiones.

aq ?
81 �

?
92 � 9

bq 3
?
27 � 3

?
33 � 3

cq
c
1
9

16
�
c

16 � 1� 9

16
�
c

25

16
� 5

3
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dq 3

c
3
3

8
� 3

c
8 � 3� 3

8
� 3

c
27

8
� 3

c
33

23
� 3

2

eq 5
?�32 � 5

ap�2q5 � �2

fq 3

c
27

8
� 3

c
33

23
� 3

2

gq 4
?
81�3 � 4

c
1

813
� 4

d�
1

33


4

� 1

33
� 1

27

hq 0,00163{4 �
�

16

10000


3{4
�
�

24

104


3{4
�
�

2

10


3

� 8

1000

4.5. Exponentes racionales

Para cualquier exponente racional m
n en sus términos más ele-

mentales, donde m y n son enteros y n ¡ 0, definimos.

n
?
xm � xm{n es equivalente a

�
n
?
x
�m � xm{n

Si n es par, entonces requerimos que x ¥ 0.�
�

�



�



�
	Ejercicios Resueltos

1 Simplificar

aq 2
?
24�?

54 � 2
?
4� 6�?

9� 6 � 4
?
6� 3

?
6 � ?

6
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bq ?
63�?

175� 4
?
112

� ?
9� 7�?

25� 7�?
16� 7

� 3
?
7� 5

?
7� 4

?
7

� 2
?
7

cq 3
?
45�?20 � 3

?
9� 5�?4� 5 � 9

?
5� 2

?
5 � 11

?
5

dq 2
?
18�?32 � 2

?
9� 2�?16� 2 � 6

?
2� 4

?
2 � 2

?
2

eq 2 3
?�16� 3 3

?�54 � 2 3
?�8� 2� 3 3

?�27� 2 � �4 3
?
2�

9 3
?
2 � 5 3

?
2

2 Simplificar las siguientes expresiones.

aq
�
ay

az


x�
az

ax


y �
ax

ay


z

� axy � ayz � axz
axz � axy � ayz � 1

bq
�
wa�b

w2a


�
wb�c

w2b


�
wc�a

w2c



� wawbwbwcwcwa

w2aw2bw2c
� 1

cq 23a � 32a � 5a � 6a
8a � 93a{2 � 10a

� 23a � 32a � 5a � p2� 3qa
p2� 2� 2qa � p3� 3q3a{2 � p5� 2qa

� 23a � 32a � 5a � 2a � 3a
2a � 2a � 2a � p32q3a{2 � 5a � 2a

� 24a � 33a � 5a
24a33a � 5a

� 1
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dq pxm�nq2 pym�nq2
pxyq2m�n

� x2m�2n � y2m�2n
pxyq2m{pxyqn

� �
��

x2m � x2n ���
�y2m � y2n � xn � yn

���
x2m ���

�y2m

� x2n � y2n � xn � yn

� x3n � y3n � px � yq3n

eq 103x � 28x � 35x
85x{3 � 252x � 49x

3 Establezca si las siguientes expresiones son verdaderas o falsas.

aq ?
6 � ?

3�?
3 ....................(F)

bq ?
10 � ?

12�?
2.................(F)

cq ?
35 � ?

7 � ?5.....................(V)

dq ap�5q2 � 5.........................(V)

eq ?�9 � �3...........................(F)

fq
a
x2 � y2 � x� y...............(F)

gq wn

wm
� wn{m...........................(F)
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4.6. Racionalización de denominador

A veces es necesario eliminar el radical en un denominador al

multiplicar el numerador y el denominador por una expresión apro-

piada. Este procedimiento se denomina racionalización del deno-

minador.�
�

�



�



�
	Ejercicios Resueltos

1 Racionalice el denominador:

aq 2?
7
� 2 � ?7?

7 � ?7
� 2

?
7?
72
� 2

?
7

7

bq
c

5

x
�
?
5?
x
�
?
5 � ?x?
x � ?x

�
?
5x?
x2

�
?
5x

x

cq
c

2

11
�

?
2?
11
�

?
2 � ?11?
11 � ?11

�
?
22?
112

�
?
22

11

dq
c

m

n
�
?
m?
n
�
?
m � ?n?
n � ?n

�
?
mn?
n2

�
?
mn

n

eq 3
3
?
3
� 3 � 3

?
32

3
?
3 � 3
?
32
� 3 � 3

?
9

3
?
33

� 3 � 3
?
9

3
� 3
?
9

fq 1
4
?
w3

� 1 � 4
?
w

4
?
w3 � 4

?
w
�

4
?
w

4
?
w4

�
4
?
w

w

gq 1
6
?
a5
� 1 � 6

?
a

6
?
a5 � 6

?
a
�

6
?
a

6
?
a6
�

6
?
a

a

hq w

x3{5
� w

5
?
x3
� w � 5

?
x2

5
?
x3 � 5

?
x2
� w � 5

?
x2

5
?
x5

� w � 5
?
x

x

iq 1

a3{7
� 1

7
?
a3
� 1 � 7

?
a4

7
?
a3 � 7

?
a4
�

7
?
a4

7
?
a7
�

7
?
a4

a
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�
�

�



�



�
	Ejercicios Propuestos

1 Efectuar: C � 3
?
8� 2

?
18� 4

?
50

2 Simplificar:

aq z �

gfffffe
1

5
� 1

4
� 1

10�
49

400


�1{2 � 3

c
5� 10

27
� �

161{2 � 811{4
�

bq R �
�

2?
2
� 8?

8


2

�
�

3?
3


2

cq A �
�

2�?
3?

2�?
3�?

8
� 2�?

3?
2�?

3�?
8



3 Dados: R � 3

?
5� 3

?
5� 3

?
5� . . .loooooooooooooomoooooooooooooon

40veces

y

C � 2
?
20� 2

?
20� 2

?
20� . . .loooooooooooooooomoooooooooooooooon

20veces

Hallar:

A � C

R
�
��

R

60


�
C

40



�
�
R

5
� 11C

40


2
�

4 Efectuar: Y �
�ba?

4


15�50
� 210

p22q3 � 9 � 3

c
64

27

5 Racionalizar: A � 2
�?

15�?
7
�

?
1�?

3�?
5�?

7

6 Si

A �
b
20�

a
20�?

20� . . .

B �
b
A
a
A
?
A . . .
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C �
c
1�

b
3
a
3
?
3 . . .

Halle: A�B � 2C

7 Si
a
x� 2

?
y � 2

1�?
3
� 7

2
?
2� 1

Halle. x� y
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�
	Ejercicios de aplicación

1 [Deuda nacional] En

el año 2010, la población

de Perú era de 29,03 �
106, y la deuda nacional

era de 28,497 � 1011 dóla-

res. ¿Cuánto era la parte

que adeuda cada persona?

Resolución

2 [ Número de molécu-

las] Una sala sellada en

el hospital regional Manuel

Núñez Butrón, con medidas

de 5 m de ancho, 10 m de

largo y 3 m de alto, está

llena de ox́ıgeno puro. Un

metro cúbico contiene 1000

L, y 22,4 L de cualquier

gas contienen 6,02 � 1023

moléculas (número de Avo-

gadro). ¿Cuántas moléculas

de ox́ıgeno hay en la sala?

Resolución

3 [Distancia de la Tierra

al Sol] Se deduce de la Ter-

cera Ley de Kepler del

movimiento planetario, que

el promedio de distancia de

un planeta al Sol (en me-

tros) es.

d �
�
MG

4π2


1
3

� T 2{3

donde M � 1,99 � 1030 kg

es la masa del Sol, G �
6,67�10�11 N �m2{kg2 es la
constante gravitacional, y T
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es el peŕıodo de la órbita del

planeta (en segundos). Use

el dato de que el peŕıodo de

la órbita de la Tierra es al-

rededor de 365,25 d́ıas. ¿ ha-

llar la distancia de la Tierra

al Sol?.

Resolución

4 [Comparación de ráıces]

Sin usar calculadora, deter-

mine cuál número es más

grande en cada par.

aq 31{2 l 31{3

bq
�
1

3


1{2
l

�
1

3


1{3

cq 3
?
11 l

?
13

dq ?
2 l 3

?
3

Resolución
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Caṕıtulo 5

EXPRESIONES ALGEBRAICAS

Una variable es una letra que simboliza un elemento de un

conjunto espećıfico. Al comenzar con variables, como x, y i z, y

combinarlas con números reales mediante operaciones tales como

suma, resta, multiplicación, división, potenciación y radicación, se

forma una expresión algebraica.

x3 � 5x2 � 8x� 3 3
?
y � 12

w2 � 8

w � 2

Un monomio es una expresión de la forma axn, donde a es un

número real y n es un entero no negativo.

Un binomio es una suma de dos monomios.

Un trinomio es una suma de tres monomios.

En general, una suma de monomios se llama polinomio.

115



5.1. Polinomios

Un polinomio es una expresión racional entera, respecto a una

variable x representado por P pxq:

P pxq � anx
n � an�1xn�1 � an�2xn�2 � . . .� a1x� a0

donde a0, a1, . . . , an son números reales, y n es un entero no

negativo. Si an � 0, entonces el polinomio tiene grado n.

El grado de un polinomio es la potencia más alta de la

variable que aparece en el polinomio.

POLINOMIO TIPO TÉRMINO GRADO

2x7 monomio 1 7

5x� 7x9 binomio 2 9

2� 11x� 2x5 trinomio 3 5

12 monomio 1 0

ax5� bx4� cx3� dx2�
ex� f

seis términos 6 5
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5.2. Suma y resta de polinomios

Las operaciones entre términos semejantes consisten en sumar

o restar sus coeficientes, manteniendo inalterada la parte literal de

los términos algebraicos.�
�

�



�



�
	Ejercicios Resueltos

1 Calcule la suma y la diferencia.

aq p7a� 12q � p12a� 7q

bq p4y3 � 2y2 � 3y � 9q � p3y3 � 2y � 4q

cq p4x2 � 2x� 4q � p7x2 � 5x� 9q

dq pt4 � t3 � t� 3q � p4� t� t3 � t2 � 2t4q

5.3. Multiplicación de expresiones algebraicas

Las operaciones realizadas con términos algebraicos, que pueden

no ser semejantes, consisten en multiplicar y/o dividir sus coeficien-

tes, basándonos en las leyes de los exponentes.

5.3.1. Fórmulas de productos notables

Estas operaciones, que incluyen multiplicar o elevar números

a una potencia espećıfica, tienen resultados que son sencillos de

recordar.
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1. pA�BqpA�Bq � A2 �B2

2. pA�Bq2 � A2 � 2AB �B2

3. pA�Bq2 � A2 � 2AB �B2

4. pA�Bq3 � A3 � 3A2B � 3AB2 �B3

5. pA�Bq3 � A3 � 3A2B � 3AB2 �B3

6. pA�B � Cq2 � A2 �B2 � C2 � 2pAB � AC �BCq�
�

�



�



�
	Ejercicios Resueltos

1 Multiplique las expresiones algebraicas y simplifique.

aq pa� 2bq2 � a2 � 4ab� 4b2

bq p2r � 3sq2 � 4r2 � 12rs� 9s2

cq px2024 � 4qpx2024 � 4q � x4048 � 16

dq
�
3y �

?
211

	�
3y �

?
211

	
� 9y2 � 211

eq p?w � ?
3q �?3�?

w
� � p?w � ?

3q �?w �?
3
� �

w � 3

fq �
x� 1� x2

� �
x� 1� x2

� � px� 1q2 � x4

gq p2x� y � 5q p2x� y � 5q � p2x� 5q2 � y2

hq pa� b� cqpa� b� cq � a2 � pb� cq2

iq p1� 3mq3

jq p5� aq3
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5.4. Factorización

La propiedad distributiva se utiliza para expandir expresiones

algebraicas. En ocasiones, es necesario revertir este proceso al fac-

torizar una expresión en un producto de términos más simples,

aplicando nuevamente la propiedad distributiva.�
�

�



�



�
	Ejercicios Resueltos

1 Identifique y extraiga el factor común de la expresión algebrai-

ca para simplificarla y representarla como el producto de una

expresión más sencilla y dicho factor.

aq 15x� 3x3

bq 21ab4 � 14ab3 � 7a4b2

cq ypy � 2024q � 2024py � 2024q

dq pw � 22q2 � 5pw � 22q

2 Realice la factorización del trinomio para expresarlo como el

producto de dos binomios.

aq m2 � 6m� 5

bq 6a2 � 11a� 21

cq p3w � 2q2 � 8p3w � 2q � 12

dq 2px� yq2 � 5px� yq � 3
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5.4.1. Formulas especiales de factorización

Utilizando las fórmulas que se presentarán a continuación, es

posible factorizar ciertas expresiones algebraicas notables. De he-

cho, las tres primeras fórmulas son las de productos notables, pero

aplicadas de manera inversa.

1. A2 �B2 � pA�BqpA�Bq

2. A2 � 2AB �B2 � pA�Bq2

3. A2 � 2AB �B2 � pA�Bq2

4. A3 �B3 � pA�Bq �A2 � AB �B2
�

5. A3 �B3 � pA�Bq �A2 � AB �B2
�

�
�

�



�



�
	Ejercicios Resueltos

1 Usar la fórmula de factorización especial para factorizar la ex-

presión.

aq m3 � 27n3

bq pz � 3q2 � 4

cq 36� 12a� a2

dq 16x2 � 24x� 9

eq pw � 22q2 � 5pw � 22q
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2 Factorice las expresiones agrupando términos.

aq z3 � 4z2 � z � 4

bq 3w3 � w2 � 6w � 2

cq 2a3 � a2 � 6a� 3

dq x3 � x2 � x� 1

eq z5 � z4 � z � 1

3 Factorice por completo la expresión. (Empiece por factorizar

la potencia más baja de cada factor común).

aq a5{2 � a1{2

bq 3b�1{2 � 4b1{2 � b3{2

cq c�3{2 � 2c�1{2 � c1{2

dq pz � 1q7{2 � pz � 1q3{2

eq �
x2 � 1

�1{2 � 2
�
x2 � 1

��1{2

c�3{2 � 2c�1{2 � c1{2 � c�3{2
�
1� 2c� c2

�
� c�3{2 p1� cq2
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�
�

�



�



�
	Ejercicios Propuestos

1 [El poder de las fórmu-

las algebraicas] Use la

fórmula de una diferencia

de cuadrados para factorizar

192�182. Nótese que es fácil

calcular mentalmente la for-

ma factorizada.

Evalúe mentalmente cada

expresión:

aq 332 � 322

bq 1232 � 1212

cq 13452 � 13442

dq 103032 � 102032

Resolución

2 Use la fórmula de productos

notables

pA�BqpA�Bq � A2�B2

para evaluar mentalmente

estos productos:

aq 79 � 51

bq 998 � 1002

Resolución

3 [Diferencias de poten-

cias pares]

aq Factorice por completo

las expresiones: A4�B4

y A6 �B6

bq Verifique que 18 335 �
124 � 74 y 2 868 335 �
126 � 76

cq Use los resultados de las
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partes (a) y (b) para fac-

torizar los enteros 18 335

y 2 868 335. A conti-

nuación demuestre que

en estas dos factoriza-

ciones todos los factores

son números primos.

Resolución

4 [Factorización de An�1]
Verifi que estas fórmulas al

expandir y simplificar el la-

do derecho.

A2 � 1 � pA� 1qpA� 1q
A3 � 1 � pA �
1q �A2 � A� 1

�
A4 � 1 � pA �
1q �A3 � A2 � A� 1

�
Con base en el patrón mos-

trado en esta lista, ¿cómo

piensa usted que seŕıa posi-

ble factorizar

aq A5 � 1

bq Ahora generalice el

patrón que haya obser-

vado para obtener una

fórmula de factorización

para An� 1, donde n es

un entero positivo.

Resolución

5 [Podar un campo de la

UNA PUNO] Cada se-

mana, un campo cuadrado

de cierto parque de la UNA-

PUNO es podado alrededor

de los bordes. El resto del

campo se mantiene sin po-
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dar para que sirva como área

verde para animales y aves

pequeños (vea la figura). El

campo mide b metros por b

metros, y la franja podada

es de x metros de ancho.

aq Hallar el área de la parte

podada.

bq Factorice por completo

la expresión de la parte

(a)

Resolución

6 [Factorización de x4 �
ax2 � b] Factorizar, usan-

do cualquier método apro-

piado.

aq a4 � a2 � 2

bq x4 � 2x2 � 9

cq x4 � 4x2 � 16

dq x4 � 2x2 � 1

Resolución

7 Un juego para adivinar el

mes de nacimiento y la edad

de una persona es el siguien-

te.

Pida a la persona que reali-

ce las operaciones siguientes,

sin que usted las vea.

aq Determine el número
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del mes en que nació,

(enero, 1; febrero, 2;

marzo, 3; etc.).

bq Multiplique el número

del mes en que nació por

2.

cq Al resultado anterior su-

me 5.

dq Multiplique por 50 el re-

sultado que obtuvo en el

paso anterior.

eq A esto, añada el número

de años que tiene.

fq Y, finalmente, al resulta-

do reste 250.

Pida que le diga el resulta-

do. Los dos d́ıgitos de más a

la derecha de este resultado

proporcionarán la edad de la

persona, mientras que el pri-

mero o dos primeros d́ıgitos

de la izquierda revelarán el

mes en que nació la perso-

na.
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Caṕıtulo 6

ECUACIÓN

DEFINICIÓN

Una ecuación es un enunciado que establece que dos expresiones

algebraicos son iguales. Por ejemplo

2� 5 � 7

Las ecuaciones contienen datos (valores conocidos) y las variables

(valores que debemos obtener) que representa números.

7x� 11 � 18

Consideramos x como la incógnita de la ecuación, y nuestro obje-

tivo es hallar el valor de x que haga que la ecuación sea verdadera.

Los valores de la incógnita se denominan soluciones o ráıces

de la ecuación.
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6.1. Ecuaciones equivalentes

Se denomina aśı cuando dos o más ecuaciones tienen el mismo

conjunto solución. Por ejemplo

x� 3 � 7 y 3x� 6 � 6

PROPIEDAD DE LA IGUALDAD

1. A � B ô A� r � B � r

2. A � B ô rA � rB

6.2. Ecuación lineal

Se denomina ecuación lineal o de primer grado a las igualda-

des algebraicas que involucran incógnitas con exponente uno. Una

ecuación lineal de una variable es aquella equivalente a la forma

estándar.

ax� b � 0 a � 0

donde a y b son números reales y x es la variable o incógnita.
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ECUACIÓN LI-

NEAL

ECUACIÓN

NO LI-

NEAL

COMENTARIO

13x� 5 � 6 x2 � 4x �
4 � 0

No es ecuación lineal, por que

el polinomio es de segundo

grado

?
13x� 1

4
� 2 �

0

?
4x� 2x�

2 � 0

No es ecuación lineal, por que

la variable está afectada del

signo radical

x� 1

3
� 6 � x

5

x� 1
�

6x � 1

No es ecuación lineal, por que

el polinomio equivalente es de

segundo grado�
�

�



�



�
	Ejercicios Resueltos

1 De las siguientes ecuaciones, despeje la variable indicada.

aq h � 1

2
gt2 � v0t, despeje t

bq s � npn� 1q
2

, despeje n

2 Resuelva la ecuación dada:
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aq 1

2
x� 2 � 1

3
x

bq 1

z
� 3

4z
� 2

cq 3

m� 1
� 1

2
� 1

3m� 3

dq ?
3w �?

12 � w � 5?
3

eq pt� 2q2 � pt� 2q2 � 16

6.2.1. Clasificación de las Ecuaciones

Las ecuaciones se clasifican de acuerdo a sus caracteŕısticas, sien-

do las principales:

1. Segun el grado: puede ser de primer grado, segundo grado,

tercer grado, etc.

2. Segun sus coeficientes: puede ser numéricos o literales.

3. Segun sus incognitas: Pueden ser de una, dos, tres o mas

incógnitas.

4. Segun sus soluciones: Pueden ser compatibles o incompa-

tibles.

aq Compatibles: Son aquellos que tiene por lo menos una so-

lución.

Determinada: Tiene un número finito de soluciones.
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Indeterminada: Tiene un número infinito de soluciones.

bq Incompatible: Son aquellos que no tienen solución.

�
�

�



�



�
	Ejercicios Resueltos

I). Resuelve las siguientes ecuaciones:

1 2pp� 1q � 3pp� 4q � 4p

Resolución

2p� 2� 3p� 12 � 4p

�p� 10 � 4p

10 � 4p� p

10 � 5p

2 � p

2 t � 2� 2r2t� 3p1� tqs
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Resolución

t � 2� 2p2t� 3� 3tq
t � 2� 2p5t� 3q
t � 2� 10t� 6

t� 10t � 8

t � 8

11

3
x

5
� 2x� 6

Resolución

t � 2� 2p2t� 3� 3tq
t � 2� 2p5t� 3q
t � 2� 10t� 6

t� 10t � 8

t � 8

11

4
5y

7
� 6

7
� 2� 4y
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Resolución

5y � 6

7
� 2� 4y

5y � 6 � 7p2� 4yq
5y � 6 � 14� 28y

5y � 28y � 14� 6

33y � 20

y � 20

33

5 5� 4x

9
� x

2

Resolución

45� 4x

9
� x

2

45� 4x � 9 � x
2

2p45� 4xq � 9x

90� 8x � 9x

90 � 9x� 8x

90 � x

6
x

3
� 4 � x

5
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Resolución

x� 12

3
� x

5

5px� 12q � 3x

5x� 60 � 3x

5x� 3x � 60

2x � 60

x � 30

7 q � 3

2
q � 4

Resolución

q � 3q � 8

2

2q � 3q � 8

8 � 3q � 2q

8 � q

8 3x� x

5
� 5 � 1

5
� 5x
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Resolución

15x� x� 25

5
� 1� 25x

5

16x� 25 � 1� 25x

�25� 1 � 25x� 16x

�26 � 9x

�26

9
� x

9 y � y

2
� y

3
� y

4
� y

5

Resolución

y � y

2
� y

3
� y

4
� y

5
� 0

y � 60
60

� y � 30
2 � 30 �

y � 20
3 � 20 �

y � 15
4 � 15 �

y � 12
5 � 12 � 0

60y � 30y � 20y � 15y � 12y

60
� 0

80y � 57y � 0 � 60
23y � 0

y � 0

10
2y � 3

4
� 6y � 7

3
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Resolución

3p2y � 3q � 4p6y � 7q
6y � 9 � 24y � 28

�9� 28 � 24y � 6y

�37 � 18y

�37

18
� y

11
p

3
� 3

4
p � 9

2
pp� 1q

Resolución

p � 4
3 � 4 �

3p � 3
4 � 3 � 9pp� 1q � 6

2 � 6
4p� 9p � 54pp� 1q

13p � 54p� 54

54 � 54p� 13p

54

41
� p

12 w � w

2
� w

3
� w

4
� 5
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Resolución

w � 12
12

� w � 6
2 � 6 �

w � 4
3 � 4 �

w � 3
4 � 3 � 5 � 12

12
12w � 6w � 4w � 3w

�
�12

� 60

�
�12

17w � 60

w � 60

17

13
7� 2px� 1q

3
� 8x

5

Resolución

p7� 2x� 2q5
3 � 5 � 8x � 3

5 � 3
45� 10x � 24x

45 � 24x� 10x

45 � 14x

45

14
� x

14 2
�x
5
� x

3

	
� 3x

10
� 3

�
1

3
� 2x

5



� 1
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Resolución

2x

5
� 2x

3
� 3x

10
� 3

3
� 6x

5
� 1

2x � 6
5 � 6 � 2x � 10

3 � 10 � 3x � 3
10 � 3 � 3 � 10

3 � 10 �
6x � 6
5 � 6 � 1 � 30

30
12x� 20x� 9x

�
�30

� 30� 36x� 30

�
�30

23x � 36x

0 � 36x� 23x

0 � 13x

0 � x

15
1� x

3
� x� 1

12
� 3x� 1

4

Resolución

p1� xq � 4
3 � 4 � x� 1

12
� p3x� 1q � 3

4 � 3
4� 4x� x� 1

�
�12

� 9x� 3

�
�12

5� 5x � 9x� 3

5� 3 � 9x� 5x

8 � 14x

4

7
� x

16 5� 2
�x
5
� 1

	
� x

10
� 3

�x
2
� 1
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Resolución

5� 2x

5
� 2 � x

10
� 3x

2
� 3

5 � 10
10

� 2x � 2
5 � 2 � 2 � 10

10
� x

10
� 3x � 5

2 � 5 � 3 � 10
10

50� 4x� 20

�
�10

� x� 15x� 30

�
�10

50� 20� 30 � x� 15x� 4x

60 � 20x

60

20
� x

3 � x

17
x� a

a� b
� x� a

a� b
� x� b

a� b
� 2px� bq

a� b

Resolución

x� a

a� b
� x� b

a� b
� 2x� 2b

a� b
� x� a

a� b
x� a� x� b

a� b
� 2x� 2b� x� a

a� b

�a� b

a� b
� x� a� 2b

a� b

�1pa� bq � x� a� 2b

�a� b� a� 2b � x

3b � x

18 Determine el valor de a � b � c, si la ecuación es de primer
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grado en x.
b

4
x2 �

�c
3
� 1

	
x� a � x2

Además p2b � aq y tiene por ráız al número �1.

Resolución

Por dato: la ecuación es de primer grado.�
b

4
� 1



looomooon

0

x2 �
�c
3
� 1

	
x� a � 0

Entonces:

$&% b � 4

a � 2b ùñ a � 8

Reemplazando a la ecuación y evaluando la ráız x � �1�c
3
� 1

	
p�1q � 8 � 0

entonces c � 27

6 a� b� c � 8� 4� 27 � �15

19 Resolver: 3
a
14�?

x� 3
a
14�?

x � 4

Resolución
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Recuerda: pa� bq3 � a3 � b3 � 3abpa� bq
�

3

b
14�?

x� 3

b
14�?

x


3

� 43

�
3

b
14�?

x


3

�
�

3

b
14�?

x


3

� 3

�
3

b
14�?

x


�
3

b
14�?

x



p4q � 43

28� 3 � 3

b
p14�?

xqp14�?
xqp4q � 64

3
a
p142 � xq � 3

x � 169

20 Si la siguiente ecuación:

mx� p3� nqx � 5x� 2m� 10� n

tiene infinitas soluciones. Hallar
m

n

Resolución

mx� p3� nqx � 5x� 2m� 10� n

mx� p3� nqx� 5x � 2m� 10� n

pm� n� 2qx � 2m� n� 10

x � 2m� n� 10

m� n� 2

Dato: infinitas soluciones:
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$&% 2m� n� 10 � 0

m� n� 2 � 0
ùñ

$&% 2m� n � 10

m� n � 2
ùñ

$&% m � 4

n � 2

6
m

n
� 4

2
� 2

21 Calcular x de:
1

2

�
1

2

�
1

2

�
1

2
x� 1



� 1



� 1



� 1 � 0

Resolución

1

2

�
1

2

�
1

2

�x
2
� 1

	
� 1



� 1



� 1

1

2

�
1

2

�
1

2

�
x� 2

2



� 1



� 1



� 1

1

2

�
1

2

�
x� 2

4
� 1



� 1



� 1

1

2

�
1

2

�
x� 2� 4

4



� 1



� 1

1

2

�
x� 6

8
� 1



� 1

1

2

�
x� 6� 8

8



� 1

x� 14

16
� 1

x� 14 � 16

x � 16� 14

x � 30

22 Resolver la siguiente ecuación 827
x�1 � 3

?
2
9x�5
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Resolución

�
23
�27x�1 �

�
21{3

	9x�5

23�p27x�1q � 2
1
3 �p9x�5q

3 � �27x�1� � 1

3
� �9x�5�

3 � �33�x�1 � 3�1 � �32�x�5
31�3px�1q � 3�1�2px�5q

1� 3x� 3 � �1� 2x� 10

3x� 2 � 2x� 9

x � 11

23 pa� 1qtx� arp1� aqx� as � 1u � pa2 � 1qpa� 1q

Resolución
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pa� 1qtx� arp1� aqx� as � 1u � pa� 1qpa� 1qpa� 1q
tx� arp1� aqx� as � 1u � pa� 1qpa� 1q
x� arp1� aqx� as � 1 � pa� 1q2

x� ax� a2x� a2 � 1 � a2 � 2a� 1

xp1� a� a2q � 2a2 � 2a� 2

x
���������p1� a� a2q � 2

���������p1� a� a2q
x � 2

24 Calcular “n” si: n�2

d
1252n�3 � 253n�4

150 p53nq � 52n

Resolución
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n�2

d
p53q2n�3 � p52q3n�4

6p52q p53nq � 52n

n�2

d
56n�9 � 56n�8

6p53n�2q � 52n

n�2

d
56n�8p5� 1q
6p53n�2q � 52n

n�2

c
56n�8

53n�2
� 52n

n�2
?
56n�8�3n�2 � 52n

5

3n� 6

n� 2 � 52n

3pn� 2q
n� 2

� 2n

3 � 2n

n � 3

2

25
a� 1

pa� bq2x�
a� 1

pa� bq2 �
a� 1

a2 � b2
� a� 1

pa� bq2x
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Resolución

1

pa� bq2x�
1

pa� bq2 � 1

a2 � b2
� 1

pa� bq2x
1

pa� bq2x�
1

pa� bq2x � 1

a2 � b2
� 1

pa� bq2
pa� bq2

rpa� bqpa� bqs2x�
pa� bq2

rpa� bqpa� bqs2x � pa2 � b2q
pa2 � b2qpa2 � b2q �

pa� bq2
rpa� bqpa� bqs2

pa� bq2
ra2 � b2s2x�

pa� bq2
ra2 � b2s2x � pa2 � b2q

ra2 � b2s2 �
pa� bq2
ra2 � b2s2�pa� bq2 � pa� bq2�x � pa2 � b2q � pa� bq2

�
a2 � 2ab� b2 � a2 � 2ab� b2

�
x � a2 � b2 � a2 � 2ab� b2

�4abx � �2bpa� bq
x � a� b

2a

26 Calcular: x
3?x � 1

3
?
3

Resolución
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x
3?x � 11{3

31{3

xx
1{3 �

�
1

3


1{3

�
xx

1{3
	1{3

�
��

1

3


1{3�1{3

�
x1{3

	x1{3

�
�
1

3


1{9

3
?
x

3?x �
�
1

3


1

9
�
3

3

3
?
x

3?x �
�
1

3


3�
1

27

3
?
x

3?x �
��

1

3


3
� 1

27

3
?
x

3?x �
�
13

33


 1

27

3
?
x

3?x �
�

1

27


 1

27

3
?
x � 1

27

x � 1

39

27 Si al triple de un número le restamos 16 se obtiene 20. ¿Cuál
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es el número?

Resolución

Al número que buscamos lo llamamos: x

Podemos plantear la siguiente ecuación:

3x� 16 � 20

3x � 20� 16

x � 12

El número buscado es 12.

28 Pedro, que actualmente tiene 42 años, tiene 8 años más que el

doble de la edad de Antonio. ¿Qué edad tiene Antonio?

Resolución

A la edad de Antonio la llamamos: x

Podemos plantear la siguiente ecuación: 2x� 8 � 42

2x � 42� 8

2x � 34

x � 17

La edad de Antonio es 17.

29 En una clase de matemáticas en la UNA - Puno, compuesta

por 52 estudiantes, se observa que el número de varones es 7

más que el doble de mujeres. ¿Cuántas mujeres hay en total
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en la clase?

Resolución

♣ mujeres � x

♣ varones � 7� 2x

Entonces:

7� 2x� x � 52

3x � 45

x � 15

6 Hay 15 mujeres

30 Al sumarle a un número 34 unidades se obtiene el mismo re-

sultado que al multiplicarlo por 3. ¿Cuál es ese número?

Resolución

Al número que buscamos lo llamamos: x

Podemos plantear la siguiente ecuación: x� 34 � 3x

x� 3x � �34
�2x � �34
x � 17

El número buscado es 17.

Lc. Raul Champi Apaza 149 M.Sc. Roger Ccama Alejo



31 La suma de tres números naturales consecutivos es igual al

menor más 19. ¿Cuáles son estos tres números?

Resolución

Los números que buscamos los llamamos: x, x� 1, x� 2

Podemos plantear la siguiente ecuación: pxq � px� 1q � px�
2q � x� 19

x� x� 1� x� 2 � x� 19

x� x� x� x � 19� 1� 2

2x � 16

x � 8

Los números buscados son 8, 9 y 10.

32 En un trabajo, Miguel ha ganado el doble de dinero que Ana, y

Abel el triple de Miguel. Si en total han obtenido 144$, ¿cuánto

ha ganado cada uno?

Resolución

Escribimos los nombres con sus incógnitas: Ana: x, Miguel: 2x,

Abel: 3 � 2x � 6x

Podemos plantear la siguiente ecuación: x� 2x� 6x � 144

9x � 144

x � 16
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Ana ganó 16$ , Miguel 32$ y Abel 96$ .

33 Royer tiene 3 monedas más de cinco céntimos que de diez

céntimos, y 5 monedas más de diez céntimos que monedas de

veinticinco céntimos. En total tiene s/. 2,10. ¿Cuántas mone-

das de cada una tiene?

Resolución

♣ Monedas de 5 céntimos � x� 8

♣ Monedas de 10 céntimos � x� 5

♣ Monedas de 25 céntimos � x

Entonces:

0,05px� 8q � 0,10px� 5q � 0,25pxq � 2,10

0,05 � 100px� 8q � 0,10 � 100px� 5q � 0,25 � 100pxq � 2,10 � 100
5px� 8q � 10px� 5q � 25pxq � 210

40x� 90 � 210

40x � 120

x � 3

♣ Monedas de 5 céntimos � 11

♣ Monedas de 10 céntimos � 8

♣ Monedas de 25 céntimos � 3
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34 En un salón de clases hay 20 alumnos, y cada uno iba a recibir

su regalo. Antes de la repartición, se perdieron algunos regalos.

El tutor mandó inmediatamente que trajeran tantos regalos

como regalos hab́ıan quedado y dos regalos más para reponer

lo perdido. ¿Cuántos regalos se perdieron?

Resolución

Alumnos � 20

Cantidad de regalos � 20 � 2 � 40

Sea: x la cantidad de regalos perdidos.

del enunciado:

Quedó: 40� x perdió: x

Luego: x � p40� xq � 2 ùñ x � 21

6 Se perdieron 21 regalos

35 La edad de Diofanto. Un matemático griego muy impor-

tante fue Diofanto de Alejandŕıa (250 d.c.), quien hizo contri-

buciones en varias áreas de las matemáticas. Tal vez su trabajo

más importante lo realizó en lo que ahora se conoce como teoŕıa

de números. De su obra Aritmética sólo sobreviven seis de los
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libros originales; el número total es un misterio.

En ella se encuentra una colección de problemas cuya solución

es, en muchos de los casos, muy ingeniosas. Poco se sabe de

él, pero algunos detalles de su vida se conocen a través del

epitafio que, como un homenaje, se inscribió en su tumba. Una

traducción libre del original es la siguiente:

Un transeúnte, ésta es la tumba de Diofanto: es

él quien con esta sorprendente distribución te dice

el número de años que vivió. Su niñez ocupó la sexta

parte de su vida; después de la doceava parte, su mejilla se

cubrió con el primer bozo. Pasó aún una séptima parte de su

vida antes de tomar esposa y, cinco años después, tuvo un

precioso niño que, una vez alcanzada la mitad de la edad de

su padre, falleció de una muerte desgraciada. Su padre tuvo

que sobrevivir, llorando, durante cuatro años. De todo esto se

deduce su edad.

Con base en el texto del epitafio, plantee una ecuación pa-

ra determinar la edad de Diofanto y responda las siguientes

preguntas.

aq ¿A qué edad falleció Diofanto?
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bq ¿Cuántos años vivió antes de casarse?

cq ¿Cuántos años vivió su hijo?

dq ¿Qué edad teńıa Diofanto cuando nació su hijo?

Resolución

Si denotamos con x la edad, en años de Diofanto al morir,

entonces la traducción de su epitafio en términos de la variable

x es:

Años de la niñez de Diofanto:
x

6
años

Edad a la que su cara se cubrió de barba:
x

6
� x

12
años

Edad a la que contrajo matrimonio:
x

6
� x

12
� x

7

Edad de Diofanto cuando se convirtió en papá:
x

6
� x

12
�

x

7
� 5

Edad de Diofanto cuando falleció su hijo:
x

6
� x

12
�x

7
�5�x

2

Edad de Diofanto cuando murió:
x

6
� x

12
� x

7
� 5� x

2
� 4

Por tanto, podemos plantear la siguiente ecuación:
x

6
� x

12
�

x

7
� 5� x

2
� 4 � x

aq ¿A qué edad falleció Diofanto?

x � 84, aśı que Diofanto falleció a la edad de 84 años.

bq ¿Cuántos años vivió antes de casarse?
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Con base en la relación dada en el epitafio, se tiene

x

6
� x

12
� x

7
� 84

6
� 84

12
� 84

7
� 14� 7� 12 � 33

por lo que Diofanto se casó a los 33 años.

cq ¿Cuántos años vivió su hijo?

El texto es muy claro en este punto?. Tuvo un precioso niño

que, una vez alcanzada la mitad de la edad de su padre,

falleció.?, en consecuencia su hijo vivió 42 años.

dq ¿Qué edad teńıa Diofanto cuando nació su hijo?

Por el planteamiento que se realizó anteriormente, se tiene:

Edad de Diofanto cuando se convirtió en papá:

x

6
� x

12
� x

7
�5 � 84

6
� 84

12
� 84

7
�5 � 14�7�12�5 � 38

Por lo que Diofanto se convirtió en papá a la edad de 38

años.

�
�

�



�



�
	Ejercicios Propuestos

I En los Problemas de 1 - 12, resolver las ecuaciones.

1
x� 2

3
� 2� x

6
� x� 2 2

x

5
� 2px� 4q

10
� 7
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3
9

5
p3� xq � 3

4
px� 3q

4
2y � 7

3
�8y � 9

14
� 3y � 5

21

5
3

2
p4x�3q � 2rx�p4x�3qs

6 p3x � 1q2 � p5x � 3q2 �
�p4x� 2q2

7
1

2xpx� 1q�
1

px� 1qp2x� 3q �

0 Sol. �3

7

8
2x� 7

5x� 2
� 2x� 1

5x� 4
Sol.

13

14

9
x� 1

2x� 1
� 2x� 3

x� 1
� 5

2
Sol.

�3

5

10
x� 4

x� 5
� x� 1

x� 2
�

�12px� 3q
px� 5q2 Sol. �19

15

11
x� 1

x� 2
� x� 6

x� 7
� x� 5

x� 6
�

x� 2

x� 3
Sol.

9

2

12 3225
x�1 � 5

?
2

3?5
x�3

13 Un padre es tres veces ma-

yor que su hijo. En 12

años, él tendrá el doble

de la edad de su vástago.

¿Qué edades tienen el pa-

dre y el hijo ahora?

14 Hace cinco años, Maŕıa

teńıa el doble de la edad

de su hermano. Encuentre

la edad actual de Maŕıa si

la suma de sus edades hoy

es de 40 años.

15 Yo tengo el doble de mo-

nedas de diez centavos en

mi bolsillo que de monedas

de veinticinco centavos. Si

tuviera 4 monedas menos

de diez centavos y 3 mo-

nedas más de veinticinco

centavos, tendŕıa $ 2,60. ¿

cuántas monedas de diez

centavos y de veinticinco

centavos tengo?
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6.3. Ecuaciones cuadráticas

Definición

Sean a, b y c constantes reales y a � 0 entonces la función f

definida por la ecuación de segundo grado fpxq � ax2� bx� c se

llama función cuadrática.

Si la función fpxq � ax2�bx�c � 0 se llama ecuación cuadrática.

Una ecuación cuadrática es una ecuación de la forma

ax2 � bx� c � 0

donde a, b y c son números reales con a � 0.

6.3.1. Métodos de solución de ecuaciones cuadráticas

1. Por factorización

Propiedad de producto cero

A�B � 0 si y sólo si A � 0 o B � 0�
�

�



�



�
	Ejercicios Resueltos

1 Resuelva la ecuación por factorización.

aq a2 � 8a� 12 � 0

bq 3x2 � 5x � 2

cq 6mpm� 1q � 21�m
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2. Completando cuadrados

Para que el polinomio x2 � bx sea un cuadrado perfecto, sume,�
b

2


2

que es el cuadrado de la mitad del coeficiente de x. Esto

resulta el cuadrado perfecto.

x2 � bx�
�
b

2


2

�
�
x� b

2


2

�
�

�



�



�
	Ejercicios Resueltos

1 Resuelva la ecuación completando el cuadrado.

aq x2 � 2x � 5

bq x2 � 4x� 2 � 0

cq 2x2 � 8x� 1 � 0

dq 3x2 � 6x � 1

eq x2 � 3

4
x� 1

8

3. Fórmula general

Las ráıces de la ecuación cuadrática ax2 � bx � c � 0, donde

a � 0, son:

x � �b�?
b2 � 4ac

2a�
�

�



�



�
	Ejercicios Resueltos
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1 Usando la fórmula cuadrática encuentre todas las soluciones

reales de la ecuación dada.

aq x2 � 2x� 15 � 0

bq 2x2 � x� 3 � 0

cq x2 � 6x� 1 � 0

dq 2x2 � x� 1

2
� 0

eq x2 � 5x� 3 � 0

fq x2 � 3px� 1q

gq p3w � 2q2 � 10

hq p2z � 1q2 � 8

6.3.2. Discriminante

El discriminante de la ecuación cuadrática ax2� bx� c � 0 con

(a � 0) es

D � b2 � 4ac.

1. Si D ¡ 0, entonces la ecuación tiene dos soluciones reales

distintas.

2. SiD � 0, entonces la ecuación tiene exactamente una solución

real.
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3. Si D   0, entonces la ecuación no tiene solución real.

�
�

�



�



�
	Ejercicios Resueltos

1 Use el discriminante para determinar el número de soluciones

reales de la ecuación. No resuelva la ecuación.

aq x2 � 6x� 1 � 0

bq 3x2 � 6x� 9 � 0

cq x2 � 2,2x� 1,2 � 0

dq x2 � rx� s � 0 (s ¡ 0)

6.4. Otros tipos de ecuaciones cuadráticas

Ya sabemos como resolver las ecuaciones de primer y segundo

grado, sin embargo existen otros tipos de ecuaciones tales como las

ecuaciones fraccionarias, ecuaciones con radicales, etc. Que, con tan

solo hacer un cambio de variable, o elevación a la potencia adecuada

se puede transformar en ecuaciones lineales y cuadráticas.

6.4.1. Ecuación fraccionaria

Una ecuación fraccionaria es aquella cuya variable o incógnita

se encuentra en el denominador.�
�

�



�



�
	Ejercicios Resueltos
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1 En la naturaleza existen dos grupos de animales, los que co-

men y los son comidos. Sea s el número de insectos que ha

consumido una gallina, y z es la densidad de presas (está da-

do por número de insectos por unidad de área); entonces, lo

consumido a lo largo de un periodo, está dado por:

s � 1,1z

0,08z � 1

.

2 Encuentre todas las soluciones reales de la ecuación.

aq 1

x� 1
� 1

x� 2
� 5

4

bq 10

x
� 12

x� 3
� 4 � 0

cq x2

x� 100
� 50

dq 1

x� 1
� 2

x2
� 0

eq x

x� 7
� x� 1

x� 3
� 1

fq 1

x
� 12

x� 3
� �4

6.4.2. Ecuación con radicales

Son aquellas ecuaciones irracionales, es decir, son ecuaciones

donde al menos una de las variables se encuentran afectada de

algún signo radical o exponencial fraccionaria
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�
	Ejercicios Resueltos

1 Sab́ıa Ud, que una forma de saber la profundidad d, de un

pozo, es arrojando una piedra hacia adentro y medir el tiempo

que le toma a la piedra chocar contra el agua. Esta dado por

la ecuación.

T �
?
d

4
� d

1090

2 Encuentre todas las soluciones reales de las siguientes ecuacio-

nes.

aq ?
2t� 1� 1 � t

bq ?
5� z � 1 � z � 2

cq 2x�?
x� 1 � 8

dq
a?

w � 5� w � 5

6.4.3. Ecuaciones de grado superior con exponente entero

Son ecuaciones de tipo cuadrático, que se caracterizan por que la

parte literal de los términos algebraicos de la ecuación son de grado

superior, se puede hacer un cambio de variable conveniente, de tal

manera que la ecuación resultante es una ecuación equivalente de

grado inferior, generalmente de segundo grado.�
�

�



�



�
	Ejercicios Resueltos
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1 Muchos fenómenos f́ısicos y qúımicos, se pueden estudiar através

de una expresión matemática; sabemos que la densidad del

agua a ciertas condiciones de temperatura y presión es 1 kg.{L.
Pero cuando la temperatura se encuentra entre 00C y 300C, el

volumen V de agua en cent́ımetros cúbicos, de un kilogramo

de agua a una temperatura T , esta dado por:

V � �0,0000679T 3 � 0,0085043T 2 � 0,06426T � 999,87

2 Encuentre todas las soluciones reales de las siguientes ecuacio-

nes.

aq x4 � 13x2 � 40 � 0

bq x4 � 5x2 � 4 � 0

cq 2x4 � 4x2 � 1 � 0

dq x6 � 2x3 � 3 � 0

6.5. Ecuaciones que contiene exponentes fracciona-

rias

Son ecuaciones que contienen potencias fraccionarias, el procedi-

miento es similar al tema anterior, es decir, se debe hacer un cambio

de variable de forma conveniente, con la finalidad de convertirlo en
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una ecuación de segundo grado.�
�

�



�



�
	Ejercicios Resueltos

1 En un estanque hay peces de una sola clase, entonces la po-

blación de peces P , se modela mediante la siguiente ecuación,

que nos permita conocer la población en función del tiempo t.

P � 140� 10t1{2 � 3t

2 Encuentre todas las soluciones reales de las siguientes ecuacio-

nes.

aq x4{3 � 5x2{3 � 6 � 0

bq ?
x� 3 4

?
x� 4 � 0

cq 4px� 1q1{2 � 5px� 1q3{2 � px� 1q5{2 � 0

dq x1{2 � 3x�1{2 � 10x�3{2 � 0

eq x� 5
?
x� 6 � 0

�
�

�



�



�
	Ejercicios Resueltos
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1 Hallar las ráıces de la ecuación:
x

6
� 3

x
� 1

2

x

6
� 3

x
� 1

2
x2 � 18

6x
� 1

2

x2 � 3x� 18 � 0

px� 6qpx� 3q � 0

6 x � 6 ^ x � �3

2 Hallar las ráıces de la ecuación:
5
?
x2 � 3 5

?
x� 2 � 0

Resolución

Hacemos un cambio de variable:


 a � 5
?
x ùñ a5 � x

Reemplazando a la ecuación se tiene:

a2 � 3a� 2 � 0

pa� 1qpa� 2q � 0

a � 1 ^ a � 2

6 x � a5 � 15 � 1 ^ x � a5 � 25 � 32

3 Resolver: 4x�2 � 128 � 3
�
2x�5

�
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Resolución

p22qx � 42 � 128 � 3 � 2x � 25

16p2xq2 � 128 � 3 � 32 � 2x

16 � p2xq2 � 128 � 96 � 2x

p2xq2 � 6 � 2x � 8 �

Hacemos un cambio de variable:


 a � 2x

a2 � 6a� 8 � 0

pa� 4qpa� 2q � 0

ùñ a � 4 ^ a � 2

6 a � 2x � 4 � 22 ñ x � 2 ^
a � 2x � 21 ñ x � 1

4 Hallar el valor entero de r en:

r2x2 � pr � 2qx� 1 � 0

Sabiendo que sus dos ráıces son iguales.

Resolución
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r2x2 � pr � 2qx� 1 � 0

Dato: x1 � x2 entonces se cumple.

△ � 0 ùñ b2 � 4ac � 0 ùñ b2 � 4ac

Reemplazando:

r� pr � 2qs2 � 4r2p1q
r2 � 4r � 4 � 4r2

3r2 � 4r � 4 � 0

Factorizando: p3r � 2qpr � 2q � 0

6 r � 2

5 Calcule el valor de m para que la ecuación:

6x2 � p2m� 3qx�m � 0 tenga solo una ráız.

Resolución

6x2 � p2m� 3qx�m � 0
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Del enunciado se deduce:

△ � p2m� 3q2 � 4p6qpmq � 0

4m2 � 12m� 9� 24m � 0

4m2 � 12m� 9 � 0

p2m� 3q2 � 0

2m� 3 � 0

m � 3

2

6 Encuentre la ecuación polinómica cuyas raices son:

r1 � 3�?
29

10
r2 � 3�?

29

10

Resolución

Por formación de una ecuación de segundo grado.

x2 � pr1 � r2qx� r1 � r2 � 0
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x2 �
�
3�?

29

10
� 3�?

29

10



x�

�
3�?

29

10


�
3�?

29

10



� 0

x2 �
�

6

10



x�

�
20

100



� 0

x2 �
�
3

5



x�

�
1

5



� 0

5

�
x2 � 3

5
x� 1

5



� p5q0

5x2 � 3x� 1 � 0

7 Si una de las ráıces de la ecuación polinomial de coeficientes

racionales:

P pxq � x4 � 4x3 � ax2 � bx� c � 0

es
�
1� 4

?
2
�
; calcular. a� b� c

Resolución

Dato:

x � 1� 4
?
2

x� 1 � 4
?
2

Elevando a la cuarta px� 1q4 � 2, desarrollando

x4 � 4x3 � 6x2 � 4x� 1 � 2

x4 � 4x3 � 6x2 � 4x� 1 � 0

entonces:
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$''''&''''%
a � 6

b � �4
c � �1

6 a� b� c � 6� 4� 1 � 1

�
�

�



�



�
	Ejercicios Propuestos

1 Mediante foctorización, resolver las siguientes ecuaciones

aq x2 � 11x� 28 � 0

bq x2 � 4x� 45 � 0

cq x2 � 4x� 21 � 0

dq 2x2 � x� 1 � 0

eq 4x2 � 5x � 0

fq 6x2 � 5

2
x� 1

4
� 0

gq 3x2 � 11x� 10 � 0

hq 4x2 � 4x� 15 � 0

iq px� 3qpx� 3q � x� 9

jq 6x2 � 1

2
x� 1

4
� 0

Resolución

2 Completando Cuadrados, resolver las siguientes ecuaciones

aq x2 � 6x� 6 � 0

bq x2 � 5x� 5 � 0

cq 3x2 � 6x� 3 � 0

dq x2 � 2x� 4 � 0

eq 2x2 � 6x� 1 � 0

fq 5x2 � 4x� 1 � 0
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gq 3x3 � x2 � 10x � 0

hq 7x� 3px2 � 5q � x� 3

iq 2xp4x� 1q � 4� 2x

jq xpx�1qpx�3q � px�2q3

Resolución

3 Por fórmula, resolver las siguientes ecuaciones

aq 4x2 � 20x� 25 � 0

bq 2x2 � 5x� 3 � 0

cq 5xpx� 2q � 6 � 3

dq p4x�1qp2x�3q � 18x�4

eq px� 1q2 � 2px� 1q2

fq p2x� 1q2 � 3px� 1q2

gq 7

x� 4
� � 1

x� 2
� 2

hq 5

x� 3
� 1

x� 1
� 2

iq x2 � 2x� 3

x2 � 4x� 3
� �3

jq xp3x� 2q � px� 2q2
�
�

�



�



�
	Ejercicios Propuestos

1 Resuelva las siguientes ecuaciones por el método apropiado.

aq ?
6x� 19 � x� 2

bq x� 1 � ?
4x2 � 26x� 46

cq px� 1q3 � px� 1q3 � 8x

dq 5x2 � 7

2
x � 1

2
x� 1

eq x2

3
� 11

6
x� 1

fq x4 � 3x2 � 4 � 0

gq 2x4 � x2 � 1 � 0

hq 2x2{3 � x1{3 � 1 � 0

iq 9x
2 � 27p3�xq

jq 25px
2q � 125

5x

kq ?
3x� 1 � x� 3

lq px � 1qp1 � 2xq � p2x �
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7qp19� xq
mq p1�2xq2�p1�xqp1�xq �

3x2 � 2x� 4

nq px� 4q3 � px� 3q3 � 343

ñq px � 2q3 � px � 1q3 �
xp3x� 4q � 8

oq p5x� 4q2� p3x� 5qp2x�
1q � 20xpx� 2q � 27

pq x� 4

x� 5
� x� 2

x� 3
� 1

24

qq 5

x2 � 1
� 6

x� 1
� 3

5

8

rq x� 1

x� 1
� x� 1

x� 1
� 2x� 9

x� 3

sq 3

x� 2
� 1

x� 2
� 1

x� 1

tq ?
3x� 1 � ?

5x �
?
16x� 1

uq
a
2x�?

4x� 3� 3 � 0

vq 2
?
x � ?

x� 7� 8?
x� 7

wq
a
x�?

x� 8 � 2
?
x

xq ?
6� x � ?

x� 7 �
?
12x� 1 � 0

2

�
x� 6

x


2

� 4x� 24

x
� 5

3

�
x� 3

x


2

� 4x� 12

x
� 12

4 Determine el conjunto solución de: ppxq � 2

x� 5
� 1

x� 5
�

20

x2 � 25
� 0

5 Hallar el valor de k para que la suma de las ráıces de la ecuación

kx2 � 4kx� 3 � x2 sea 10.

6 Dado el polinomio ppxq: x

x� 2
� x

x2 � 4
� 0. Hallar la suma

de los elementos de ppxq.
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7 Se quitan cuadrados iguales de cada esquina de una hoja metáli-

ca rectangular cuyas dimensiones son 20 por 16 pulgadas. Des-

pués los lados se doblan hacia arriba para formar una caja rec-

tangular. Si la base de la caja tiene un área de 140 pulgadas

cuadradas, determine el lado del cuadrado que se quitó de cada

esquina.

8 Una caja con base cuadrada y sin tapa se construye a partir de

una pieza cuadrada de metal cortando cuadrados de 2 pulgadas

de cada esquina y doblando los lados hacia arriba. Encuentre

las dimensiones de la hoja metálica, si el volumen de la caja

será de 50 pulgadas cúbicas.

9 Se lanza una pelota hacia arriba con una velocidad inicial de 80

pies por segundo. La altura h (en pies) recorrida en t segundos

está dada por la fórmula h � 80t� 16t2

aq ¿ Después de cuántos segundos la pelota alcanzará una

altura de 64 pies?

bq ¿ Cuánto tiempo tardará la pelota en regresar al piso?

cq Determine la altura máxima que la pelota alcanza. (Su-

gerencia: El tiempo de recorrido hacia arriba es igual a la

mitad del tiempo en regresar al piso).
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10 Se dispara un proyectil verticalmente hacia arriba desde el piso

con una velocidad inicial de 128 pies por segundo. El proyectil

está a una altura h después de t segundos del lanzamiento, en

donde h � 128t� 16t2

aq ¿ Después de cuánto tiempo el proyectil estará a una altura

de 192 pies por encima del suelo?

bq ¿ En qué momento el proyectil regresará al suelo? Deter-

mine la altura máxima que alcanza el proyectil.

11 Soledad tiene una caja con hilos. Le dio la mitad de los hilos

a Jorge y un tercio de las que le quedaban en la caja, se las

dio a Maŕıa. De esta manera, le quedaron 6 hilos a Soledad, ¿

Cuántos hilos teńıa al principio ?

12 Nohelia, Antonio y su madre comieron un pastel. Nohelia co-

mió la mitad del pastel, Antonio comió 1{4 del pastel y su

madre comió 1{3 del pastel. ¿ Cuánto quedó del pastel?

13 La suma de tres números es 12. El segundo número es 1 más

que tres veces el primero y el tercer número es 1 menos que 2

veces el segundo. Entonces ¿ cuales son los números ?

14 Roger recibió s/. 435 por trabajar 52 horas en una semana. La

jornada laboral normal es de 40 horas semanales, y su jefe paga
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una y media veces más de lo que paga por cada hora normal

cada hora extra. Entonces, por cada hora, Roger recibe:

15 El largo de un cuadro es el doble del ancho. Si el marco del

cuadro tiene 2cm de ancho y si el cuadro y su marco tienen

una superficie 244cm2 mayor que la del cuadro, calcular las

dimensiones del cuadro.

16 Hallar un número tal que sustráıdo en 4 y agregado en 9{4 es

igual a 1{3 de śı mismo.

17 Una piscina puede ser llenada por tres cañeŕıas en forma in-

dependiente. La primera cañeŕıa llena la piscina en 15h; la

segunda en 20h y la última en 30h. ¿ En qué tiempo llenaŕıan

la piscina las tres cañeŕıas juntas?

18 Un vendedor de nueces tiene dos clases de fruta; una de 0,90

céntimos el kg y otra de 0,60céntimos el kg. La competencia

vende las nueces a 0,72céntimos el kg. ¿En qué proporciones

debe mezclar las nueces, de tal forma que pueda competir en

el mercado?

19 Un trozo de alambre de 100 pulgadas de largo se corta en dos, y

cada pedazo se dobla para que tome la forma de un cuadrado.

Si la suma de las áreas formadas es de 397pulg2, encontrar la
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longitud de cada pedazo del alambre.

20 La empresa tu casita construyó una unidad habitacional con

40 departamentos, se conoce que si se fija un alquiler mensual

de 120 dólares por departamento, todos serán ocupados, pero

por 5 dólares de incremento en el alquiler uno quedará vacante.

El alquiler en dólares que deberá fijarse con el objeto de obtener

los mismos ingresos (que si se alquilaran a 120 dólares cada

departamento), dejando algunos vaćıos para mantenimiento.
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Caṕıtulo 7

APLICACIÓN DE ECUACIONES

GUÍA PARA MODELAR CON ECUACIONES

1. Identifique la cantidad que el problema le pide hallar. En ge-

neral, esta cantidad puede ser determinada por una cuidadosa

lectura de la pregunta que se plantea al final del problema. Des-

pués introduzca notación para la variable (llámela x o alguna

otra letra).

2. De nuevo lea cada oración del problema y exprese, en térmi-

nos de la variable que haya definido en el Paso 1, todas las

cantidades mencionadas en el problema. Para organizar esta

información, a veces es útil trazar un diagrama o hacer una

tabla.

3. Encuentre el dato de importancia decisiva en el problema, que

dé una relación entre las expresiones que haya citado en el Paso

177



2. Formule una ecuación (o modelo) que exprese esta relación.

4. Resuelva la ecuación, verifique su respuesta, y exprésela como

una oración que conteste la pregunta planteada en el problema.

�
�

�



�



�
	Ejercicios Resueltos

1 Escribir en notación matemática todo los problemas en térmi-

nos de la variable indicada.

aq La suma de tres enteros consecutivos; n primer entero de

los tres.

Resolución

1° � n

2° � n+1

3° � n +2

Suma � n� n� 1� n� 2

� 3n� 3

� 3pn� 1q

bq El promedio de tres calificaciones de examen si las dos pri-

meras calificaciones son 78 ; 82 y C3 � tercera calificación

de examen.
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Resolución

PC � 78� 82� C3

3

� 160� C3

3

cq El área (en m2 ) de un rectángulo que mide tres veces más

de largo que de ancho; w � ancho del rectángulo (en m).

Resolución

Al � w � 3w
� 3w2

dq La distancia (en kilómetros) que un auto recorre en 45 mi-

nutos; v � rapidez del auto (en km/h).

Resolución

Convertimos de minutos a hora : 45 ����min

�
1 h

60 ����min



�

3

4
h

d � v � t
� v

km

��h
� 3
4
��h

� 3v

4
km

eq La suma de tres enteros consecutivos; n entero intermedio
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de los tres.

Resolución

1° � n -1

2° � n

3° � n + 1

Suma � pn� 1q � n� pn� 1q
� 3n

fq El promedio de cuatro calificaciones de preguntas de cada

una de las tres primeras calificaciones es 8; q � cuarta ca-

lificación de preguntas.

Resolución

PC � 8� 8� 8� q

4

� 24� q

4

gq El interés obtenido después de un año sobre una inversión

es 2
1

2
% de interés simple por año; x � número de dólares

invertidos.

Lc. Raul Champi Apaza 180 M.Sc. Roger Ccama Alejo



Resolución

I � x � i � t
� x � 2,5 � 1

100
� 12

� x � 0,025 � 12
� 0,3x

hq La renta total pagada por un departamento si la renta es

$ 795 al mes; n � número de meses.

Resolución

Renta � 795 � n

iq El peŕımetro (en cm) de un rectángulo que es 5 cm más

largo que su ancho; w � ancho del rectángulo (en cm).

Resolución

Perimetro � 2 � ancho� 2 � largo
� 2 � w � 2 � p5� wq
� 2w � 10� 2w

� 4w � 10

jq El tiempo (en horas) que tarda en recorrer una distancia
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determinada a 55 km{h; d � distancia dada (en kilóme-

tros).

Resolución

Tiempo � distancia

velocidad

� d���km

55
���km

h

� d

55
h

2 Determine dos números cuya suma sea 15 y la suma de sus

cuadrados sea 137.

Resolución

Planteo:


 x� y � 15 ùñ y � 15� x


 x2 � y2 � 137
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Reemplazando a la segunda ecuación se tiene:

x2 � p15� xq2 � 137

x2 � 225� 30x� x2 � 137

2x2 � 30x� 88 � 0

x2 � 15x� 44 � 0

px� 11qpx� 4q � 0

6 x � 11 ^ x � 4

3 Determine dos enteros impares consecutivos cuyo producto sea

143.

Resolución

Planteo:


 pxqpx� 2q � 143

x2 � 2x� 143 � 0

x2 � 2x� 1 � 144

px� 1q2 � 144

x� 1 � 12

x � 11

6 x � 11 ^ x � 13
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4 Encuentre dos enteros consecutivos cuyo producto sea 132.

Resolución

Planteo:


 pxqpx� 1q � 132

x2 � x� 132 � 0

px� 12qpx� 11q � 0

x � 11 ^ x � �12
6 x � 11 ^ x � 12 _ x � �12 ^ x � �11

5 La longitud de la hipotenusa de un triángulo rectángulo es 13

cent́ımetros. Determine los otros dos lados del triángulo, si su

suma es 17 cent́ımetros.

Resolución

Planteo:


 x� y � 17 ùñ y � 17� x


 x2 � y2 � 132
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Reemplazando a la segunda ecuación:

x2 � p17� xq2 � 169

x2 � 289� 34x� x2 � 169

2x2 � 34x� 120 � 0

x2 � 17x� 60 � 0

px� 12qpx� 5q � 0

x � 12 ^ x � 5

6 x � 12 ^ y � 5 _ x � 5 ^ y � 12

6 El peŕımetro de un rectángulo es de 20 m y su área de 24 m2.

Determine las longitudes de sus lados.

Resolución

Planteo:


 2x� 2y � 20 ùñ y � 10� x


 x � y � 24
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Reemplazando en la segunda ecuación se tiene:

xp10� xq � 24

10x� x2 � 24 � 0

x2 � 10x� 24 � 0

px� 6qpx� 4q � 0

x � 6 ^ x � 4

6 x � 6 ^ y � 4 _ x � 4 ^ y � 6

7 El diámetro de un ćırculo es 8 cm. ¿En cuánto debe aumentar

el radio para que el área aumente 33π cm2?

Resolución

El área del circulo inicial es:

A � πr2

A � πp4q2

A � 16π cm2

En cuanto debe aumentar el radio para que el área aumente
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33π

Area aumentada � A� 33π

πpr � xq2 � 16π � 33π

��πp4� xq2 � 49��π

p4� xq2 � 49

4� x �
?
49

x � 7� 4

x � 3

8 Una empresa de taxis se dedica en renta de autos cobra 30

soles al d́ıa y 0,15 soles por kilómetro para rentar un auto.

Royer renta un auto durante dos d́ıas y su cuenta llega a 108

soles. ¿Cuántas kilómetros recorrió?

Resolución

x � número de kilómetros recorridas

costo del recorrido � costo diario � costo total
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0,15x� 2p30q � 108

0,15x � 108� 60

0,15x � 48

x � 48

0,15

x � 320

6 Royer manejó 320 kilómetros su auto rentado.

9 Maŕıa hereda 100, 000 dólares y los invierte en dos bancos de

depósito. Uno de los bancos paga 6 � y el otro paga 4
1

2
� de

interés simple al año. Si el interés total de Maŕıa es 5025 dólares

al año, ¿cuánto dinero se invierte a cada una de las tasas de

interés?

Resolución

x � la cantidad invertida al 6 �
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interés al 6 � � interés al 4
1

2
� � interés total

6 � 1

100
pxq � 9

2
� 1

100
p100000� xq � 5025

6x

100
� 9

200
p100000� xq � 5025

2 � 6x
2 � 100 �

9

200
p100000� xq � 200 � 5025

200
12x

���200
� 9

���200
p100000� xq � 1005000

���200

12x� 9p100000� xq � 1005000

12x� 900000� 9x � 1005000

3x � 1005000� 900000

x � 105000

3

x � 35000

6 Maŕıa ha invertido 35, 000 dólares al 6� y los restantes

65, 000 dólares al 4
1

2
�.

10 Un jard́ın cuadrado tiene un andador de 3 metros de ancho

alrededor de su borde exterior. Si el área de todo el jard́ın,

incluyendo los andadores, es de 900 m2, ¿cuáles son las dimen-

siones del área plantada?

Resolución
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Area total � L2

900 � px� 6q2
?
900 � x� 6

30� 6 � x

24 � x

6 El área plantada del jard́ın es de unos 24 metros por 24

metros.

11 Un objeto fue disparado verticalmente hacia arriba a una velo-

cidad inicial v0 m/s alcanzará una altura de h metros después

de t segundos, donde h y t están relacionadas por la fórmula

h � �16t2 � v0t

Suponga que se dispara una bala verticalmente hacia arriba

con una velocidad inicial de 800 m/s.

aq ¿Cuándo caerá la bala al nivel del suelo?
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bq ¿Cuándo alcanza una altura de 6400 metros?

cq ¿Cuándo alcanza una altura de 10400 metros?

dq ¿Cuál es la altura del punto más alto al que llega la bala?

Resolución

a).

h � �16t2 � v0t

0 � �16t2 � 800t

�
�16t2 ����800t � 0

t2 � 50t � 0

tpt� 50q � 0

6 t � 0 ^ t � 50

Esto significa que la bala arranca (t � 0) al nivel del suelo y

regresa a éste después de t � 50 segundos.
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b).

h � �16t2 � v0t

6400 � �16t2 � 800t

�
�16t2 ����800t�����6400 � 0

t2 � 50t� 400 � 0

pt� 10qpt� 40q � 0

6 t � 10 ^ t � 40

La bala llega a 6400 metros después de t � 10 s (en su ascenso)

y otra vez después de t � 40s(en su descenso a tierra).

c).

h � �16t2 � v0t

10400 � �16t2 � 800t

�
�16t2 ��

��800t������10400 � 0

t2 � 50t� 650 � 0

El discriminante de esta ecuación es D � p�50q2 � 4p650q �
�100, que es negativo. Entonces, la ecuación no tiene solución

real. La bala nunca llega a una altura de 10400 metros.
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d).

h � �16t2 � v0t

16t2 � 800t� h � 0

El discriminante de esta ecuación tiene que ser D ¥ 0

p�800q2 � 4p16qphq ¥ 0

p�800qp�800q ¥ 4p16qh
640000 ¥ 64h

h ¤ 10000

La máxima altura alcanzada es 10000 metros.

12 Por cada cuatro docenas de manzanas que un comerciante

compra, le obsequian dos manzanas. ¿ Cuántos son de obsequio

si llevó 4800 manzanas?

Resolución

í 4 docenas  ¡ 12� 4� 2 � 50 manzanas.

En los 4800 que llevo hay:
4800

50
� 96 grupos de 50

entonces habrá:

2� 96 � 192 manzanas de obsequio.
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13 Juan es el doble de rápido que Pedro. Si juntos pueden hacer

una obra en 10 d́ıas, ¿ Cuánto tiempo le tomará a Juan hacerlo

solo?

Resolución

Juan hace : 2k

Pedro hace : 1k

,.- : 3k Juntos hacen en un dia

ùñ En 10 d́ıas hacen: 30k

Juan lo haŕıa solo en :
30k

2k
� 15 d́ıas

14 La mitad de un barril contiene vino y cuesta S/. 800. Si se

agregan 50 l de vino de la misma calidad, el nuevo costo es S/.

1000. ¿ Cuál es la capacidad del barril?

Resolución

Cantidad costo

barril

2
ÝÑ s{. 800

barril

2
� 50 ÝÑ s{. 1000

Por aspa simple:
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barril

2
p1000q � 800

�
barril

2
� 50



5 barril � 4 barril � 400

barril � 400 l

15 Un padre deja al morir a cada uno de sus hijos s{,12500, pero
uno de sus hijos no acepta y la herencia se reparte entre los

demás, recibiendo cada uno s{,15000. ¿ Cuál es el valor de

verdad de las siguientes proposiciones?.

I) El número de hijos es 6

II) El padre dejó a sus hijos s{,75000

III) Si los hijos hubieran sido 11 con, las mismas condiciones,

cada uno recibiŕıa s{. 7500.

Resolución

Cada uno recibe adicionalmente 15000� 12500 � s{. 2500
í los hijos que recibieron son:

12500

2500
� 5

I) El número de hijos es:

5� 1 � 6 � � � pV q

II) Herencia:

12500� 6 � s{. 75000 � � � pV q
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III) Si uno no aceptaŕıa entonces c/u recibiŕıa:
75000

10
� s{. 7500 � � � pV q

16 Un comerciante compra un lote de 60 televisores por s{. 27000.
Vendió después 3 docenas de ellos ganando s{. 150 en cada uno
de ellos. Halle el precio de venta de cada uno de los restantes

si quiere obtener un beneficio total de s{. 12600.

Resolución

DATOS:


 PCT
� s{. 27000


 60 Tv

ùñ PCU
� 27000

60
� 450 { Tv.

Vende:

36 Tv. a p450� 150q / Tv

ùñ PV1 � 36p600q � 21600

Los restantes:

24 Tv a s/. x c/ Tv

ùñ PV2 � 24pxq
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Sabemos que:

PVT � PCT
�GT

PV1 � PV2 � PCT
�GT

21600� 24x � 27000� 12600

x � s{. 750

17 Linda compró manzanas a 4 por 3 soles y los vende a 5 por 7

soles. ¿ Cuál es el valor de verdad de las siguientes proposicio-

nes?

I) Con 200 manzanas gana S{. 130

II) S{. 208 es la utilidad de 320 manzanas.

III) En una manzana gana S{. 0, 70.

Resolución

Compra:

4 manz ÝÑ s{. 3
20 manz ÝÑ s{. 15

Vende:

5 manz ÝÑ s{. 7
20 manz ÝÑ s{. 28

En la compra y venta de 20 manz. gana s/. 13, entonces:

I) 200 manz gana
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13� 10 � S{. 130 . . . pV q

II) 320 manz gana

13� 16 � S{. 208 . . . pV q

III) En una manzana gana
13

20
� S{. 0, 64� pF q.

18 Por una docena de manzanas que compré me obsequiaron 1

manzana. Si he recibido 780 manzanas, entonces son ciertas:

I) Compre 72 decenas.

II) Si cada manzana cuesta s/. 0, 40 me ahorre s/ 24,50.

III) Gasté en total s/. 288.

Resolución

1 doc  ¡ 12 + 1 = 13 manzanas.

7 docenas � 780

60
� 13

Entonces el 7 manzanas compradas:

60 x 12 = 720 manzanas

I) 7 Docenas � 720

10
� 72 . . . pV q

II) En 60 manzana que fueron de regalo ahorré:

60 � 0, 40 � S{. 24 . . . pF q
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III) Gasté en 720 manzanas:

720� 0,40 � s{. 288 . . . pV q

19 Hallar el mayor de dos números sabiendo que su suma es el

máximo número de tres cifras diferentes y su diferencia es el

máximo número de dos cifras iguales. Dar como respuesta la

suma de las cifras de dicho número.

Resolución

Suma � 987

Diferencia � 99

Mayor � S �D

2
� 987� 99

2
� 543°

cifras � 5� 4� 3 � 12

20 Un alumno pregunta al profesor la hora y esté le responde:\

Quedan del d́ıa 6 horas menos de las transcurridas”. Entonces

son ciertas:

I) El ángulo que forman las agujas de un reloj es 90º.

II) Hace una hora eran las 2 pm.

III) Dentro de una hora las agujas formarán un ángulo de 120º.

Resolución

S � 24 ; D � 6

Lc. Raul Champi Apaza 199 M.Sc. Roger Ccama Alejo



Horas transcurridas � 24� 6

2
� 15h � 3pm

I) A las tres en punto se forma un ángulo recto.� � � (V).
II) Hace una hora eran las 2 pm � � � (V).
III) Dentro de una hora las agujas formarán un ángulo de 120º

� � � (V).

21 A un número se le agregó 10, al resultado se le multiplicó

por 5 para quitarle enseguida 26, a este resultado se extrae la

ráız cuadrada para luego multiplicarlo por 3, obteniendo como

resultado final 24. ¿Cuál es el número?

Resolución

Ubicando las operaciones en el orden en que han sido mencio-

nadas tenemos:

�10
��

�5
��

�26
��

?
��

�3
$$� 24

Aplicando el método del cangrejo, se tiene:

8 18
�10
`` 90

�5
aa 64

�26
aa 8

pq2
`` � 24

�3
bb

Rta. 8
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22 Tengo tres cajas rojas con cuatro cajas verdes cada una, además

que en cada una de las verdes contiene cinco cajas amarillas

con seis cajas azules dentro de cada amarilla, ¿ cuántas cajas

tengo en total ?

Resolución

Cajas

3 Rojas 3 � 3

4 V erdes 4� 3 � 12

5 Amarillas 5� 4� 3 � 60

6 Azules 6� 5� 4� 3 � 360

Total 435

Rta. 435

23 Si necesito reunir la cantidad de 7, 50 soles utilizando única-

mente monedas de 1 sol, 50 céntimos y 10 céntimos, y además

se requiere que haya al menos una moneda de cada valor, ¿cuál

seŕıa la menor cantidad total de monedas que debeŕıa juntar?

Resolución

7, 50 � 6p1, 00q � 2p0, 50q � 5p0, 10q
7, 50 � 6, 00� 1, 00� 0, 50

6 como mı́nimo son: 6� 2� 5 � 13
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Rta. 13

24 Mary tiene
3

4
de dinero que tiene Roy. Si Roy cediera el x%

de su dinero a Mary, le quedaŕıa
3

4
del dinero que entonces

tendŕıa Mary. ¿ Cuál es el valor de x ?

Resolución

Inicio F inal

M � 3

4
R ÝÑ R1 � 3

4
M 1

ÝÑ R � x%R � 3

4

�
3

4
R � x%R




�
�Rp1� x%q �3

4

�
3

4
� x%



�
�R

1� x% �3

4

�
3

4
� x%



16

16
� 9

16
�3

4
x%� x%

��7

�
�16
���7

��4
x%

1

4
�x%

25% �x%

Rta. 25%

25 Pepito, Jaimito y César son 3 niños que juntos tienen más de
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8 soles. Si Jaimito tuviera 4 soles más, entonces tendŕıa más

dinero de lo que tienen Pepito y César juntos. Jaimito tiene

menos soles que César, y éste tiene menos de 5 soles. Si los

3 niños tienen números enteros de soles ¿ Cuántos soles tiene

Jaimito ?

Resolución


 P � J � C ¡ 8


 J   C   5

3   4   5


 J � 4 ¡ P � C

3� 4 ¡ 2� 4

6 Jaimito tiene s{. 3,00
Rta.

s{. 3,00

26 Una pareja de esposos disponen de s{. 350 para asistir al teatro
con todos sus hijos. Si compran entradas de s{. 45, le sobraŕıa;
y si compran entradas de s{. 65, le faltaŕıa para más de uno.

¿ Cuántos hijos tiene dicha pareja?

Resolución


 45x   350

x   7,p7..........pIq
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 65x ¡ 350� 65

x ¡ 6, 38......pIIq

De las ecuaciones (II) y (I) se tiene:

6, 38   x   7,p7
Son personas entonces x � 7

Rta.
Tiene 5 hijos.

27 En un colegio existen 1000 alumnos que son atendidos por 19

personas entre profesores y profesoras. Cada profesor atiende

30 alumnos más que cada profesora. Únicamente, se decidió

aumentar en 8 alumnos más la clase de cada profesora, redu-

ciéndose aśı las de los profesores. ¿ A cuántos alumnos atiende

ahora cada profesor ?

Resolución

Inicio:

Profesor: V

Profesora: M


 M � V � 19 ÝÑ M � 19� V


 xM � px� 30qV � 1000

xp19� V q � px� 30qV � 1000
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19x����xV ����xV � 30V � 1000

x

��

40

� 1000� 30 V 8oo

19

Final:

px� 8qM �RV � 1000

px� 8qp19� V q �RV � 1000

Como x � 40 y V � 8 se tiene:

48p11q � 8R �1000
8R �1000� 528

R �472

8

R �59

Rta. 59

28 En una reunión, si los varones sacaran a bailar a toda las muje-

res, 10% de los varones se quedaŕıa sin bailar. Si la cantidad de

varones disminuye en 19% y las mujeres aumentaran en 20%

para nuevamente salir todos a bailar, ¿ qué tanto por ciento

del numero de mujeres se quedará sin bailar?
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Resolución

100%V �M �10%V

90%V �M

V �10M

9

100%V �M �10%V

90%V �M

V �10M

9

Rta. 25%
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�
	Ejercicios Propuestos

1 Escribir en notación matemática todo los problemas en térmi-

nos de la variable indicada.

aq La concentración (en oz/gal) de sal en una mezcla de 3

galones de salmuera que contiene 25 onzas de sal a la que

se ha agregado agua pura; x � volumen de agua pura

agregada (en galones).

bq El valor (en céntimos) del cambio en un monedero que

contiene el doble de monedas de 5 céntimos que de céntimo,

monedas de 10 céntimos más que de 5 céntimos, y tantas

monedas de 25 céntimos que de monedas de 5 combinadas;

p � número de monedas de un céntimo cuatro.

Resolución

2 [ PROBLEMA DE CAÍDA DE CUERPOS] Supon-

gamos que un cuerpo se deja caer desde una altura h0 sobre
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el suelo. Entonces su altura después de t segundos está dada

por h � �16t2 � h0, donde h se mide en metros. Use esta

información para resolver el problema.

aq Si una pelota se deja caer desde 288 m sobre el suelo,

¿cuánto tarda en llegar al nivel del suelo?

bq Una pelota se deja caer desde lo alto de una casa de 96mde

alto.

¿Cuánto tardará la pelota en caer la mitad de la dis-

tancia al nivel del suelo?

¿Cuánto tardará en caer al suelo?

Resolución

3 [PROBLEMA DE CAÍDA DE CUERPOS] Use Ud.

La fórmula h � �16t2 � v0t que se estudia en el ejemplo

anterior.

aq Una pelota de Futsal se lanza directamente hacia arriba a
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una velocidad inicial de v0 � 40 m{s.

¿Cuándo llega la pelota a una altura de 24 m?

¿Cuándo llega a una altura de 48 m?

¿Cuál es la altura máxima ( hmax) alcanzada por la

pelota?

¿Cuándo alcanza la pelota el punto más alto de su tra-

yectoria?

¿Cuándo cae al suelo?

bq ¿Con qué rapidez debe ser lanzada hacia arriba una pelota

de Futsal para que alcance una altura máxima de 100 m?

[Sugerencia: Use el discriminante de la ecuación 16t2�v0t�
h � 0 ].

Resolución

4 [ECUACIÓN DE LENTES] Si F es la longitud focal de

un lente convexo y un objeto se coloca a una distancia x desde

el lente, entonces su imagen estará a una distancia ”y”del lente,
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donde F , x y y están relacionadas por la ecuación de lentes

1

F
� 1

x
� 1

y

Suponga que un lente tiene una longitud focal de 4,8 cm y que

la imagen de un objeto está 4 cm más cerca del lente que el

objeto mismo. ¿A qué distancia del lente está el objeto?

Resolución

5 [POBLACIÓN DE PECES] La población de peces de

lago Titicaca sube y baja de acuerdo con la fórmula P �
1000p30�17t�t2q. Aqúı P es el número de peces en el tiempo

t, donde t se mide en años desde el 1 de enero de 2021, cuando

la población de peces se estimó por primera vez.

aq ¿En qué fecha la población de peces será otra vez la misma

de como era el 1 de enero de 2021?

bq ¿Antes de qué fecha habrán muerto todos los peces del lago

Titicaca?

Resolución
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6 [ POBLACIÓN DE PECES] Un gran estanque en la

localidad de Chupa es abastecido de peces. La población P de

peces está modelada con la fórmula P � 3t�10?t�140, donde
t es el número de d́ıas desde que los peces fueron introducidos

en el estanque. ¿Cuántos d́ıas tardará la población de peces en

llegar a 500?

Resolución

7 [UTILIDADES] Un fabricante de hornos encuentra que la

utilidad P (en dólares), generada por producir x hornos de po-

lleŕıa por semana, está dada por la fórmula P � 1

10
xp300�xq

siempre que 0 ¤ x ¤ 200. ¿Cuántos hornos deben ser fabrica-

dos en una semana determinada para generar una utilidad de
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$ 1250?

Resolución

8 [VOLUMEN DE SÓLIDOS] La esfera, el cilindro y el

cono, como se muestra en la figura, tienen todos ellos la misma

medida, de radio (r) y el mismo volumen (V ).

aq Use las fórmulas conocidas del volumen, para demostrar

que
4

3
πr3 � πr2h1 y

4

3
πr3 � 1

3
πr2h

bq De estas dos ecuaciones anteriores despeje ud. h1 y h.

Resolución
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Caṕıtulo 8

DESIGUALDADES

CONJUNTOS E INTERVALOS

Un conjunto es una colección de objetos, y estos objetos se lla-

man elementos del conjunto. SiA es un conjunto, la notación a P A

significa que a es un elemento de A, y b R A quiere decir que b no

es un elemento de A. Por ejemplo, si Z representa el conjunto de

enteros, entonces �2 P Z pero
?
3 R Z.

EJEMPLO

1. A � t1, 2, 3, 4, 5, 6u

2. A � tx{x es un entero y 0   x   7u

Si A y B son conjuntos, entonces su unión A Y B es el conjunto

formado por todos los elementos que están en A o B (o en ambos).

La intersección de A y B es el conjunto AXB formado por todos
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los elementos que están en A y B. En otras palabras, AXB es la

parte común de A y B. El conjunto vaćıo, denotado por H, es el

conjunto que no contiene elementos.�
�

�



�



�
	Ejercicios Resueltos

1 Ponga el śımbolo correcto p , ¡, �q en el espacio.

aq �3 l � 4

bq π l 3� 13
cq 0. 25 l

1

4

dq 3,333 l 3,3p3

eq 3

7
l 0. 46

fq | �3 | l | 3 |

gq 1. 41 l
?
2

2 Escriba cada enunciado en términos de desigualdades.

aq z es positivo

bq w es menor a 5

cq n es mayor o igual a 2π

dq x es menor a
1

2
y mayor a �3

eq La distancia de R a 4 es como máximo 9

fq w es negativa

gq z es mayor a 5

hq y es como máximo 6

iq m es positiva y menor o igual a 12
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jq t está al menos 5 unidades de π

8.1. Intervalos

Los intervalos son subconjuntos de los números reales que sirven

para expresar la solución de las inecuaciones, estos intervalos se

representan gráficamente en la recta numérica real.

xa, by � tx{a   x   bu ra, bs � tx{a ¤ x ¤ bu

Consideramos los siguientes tipos de intervalos:

1. Intervalo Cerrado pra, bs ô a ¤ x ¤ bq

a bx

2. Intervalo Abierto pxa, by ô a   x   bq

a bx

3. Intervalo Semi abiertos pxa, by ô a   x   bq

aq Cerrado en a y abierto en b: (ra, by ô a ¤ x   b)

a bx

bq Abierto en a y cerrado en b: ( xa, bs ô a   x ¤ b)

a
;

bx
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4. Intervalo Infinitos

aq ra,�8y ô x ¥ a

a x �8

bq xa,�8y ô x ¡ a

a x �8

cq x�8, bs ô x ¤ b

bx�8

dq x�8, by ô x   b

bx�8

eq x�8,�8y ô �8   x   �8
x �8�8

�
�

�



�



�
	Ejercicios Resueltos

1 Exprese el intervalo en términos de desigualdades y, a conti-

nuación,grafique el intervalo.

aq x�4, 0y

bq r�5,�4s

cq r3, 7y
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dq
B
�1

2
, 2

�
eq x�8, 4s

fq r�3,�8y

2 Exprese la desigualdad en notación de intervalos y, a continua-

ción, grafique el intervalo correspondiente.

aq x   4

bq x ¡ 6

cq �2   x   1

2

dq x ¤ 9

eq 5   x ¤ 8

3 Grafique el conjunto.

aq r2, 3y Y r1, 4s

bq
B
1,
9

2

�
X x0, 8y

cq r�2, 4s X x3, 7y

dq x�1, 2y Y r0, 5s

eq
B
�2

3
, 4

�
X x�8,�1s

fq r2, 8s Y
B
4

3
,�8

F
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8.2. Inecuaciones lineales de una variable

Definición

La solución de una desigualdad en una variable es el conjunto

de todos los valores de la variable, para los cuales la desigualdad

es una proposición verdadera.

Nota:


 Cuando el mismo número real se suma o se resta a ambos

lados de una desigualdad, el sentido de la desigualdad no se altera.


 El sentido de la desigualdad se preserva si ambos lados se

multiplican (o dividen) por el mismo número positivo y se invierte

cuando se multiplican (o dividen) por el mismo número negativo.�
�

�



�



�
	Ejercicios Propuestos

1 Resuelva las siguientes desigualdades:

aq 2x� 1 ¡ x� 5

bq 3x ¤ 4� x

cq 2x� 6x� 4   x� 8

dq 4x� 10 ¥ 12x� 4

eq 2u� 11 ¤ 5u� 6

fq 5x� 7 ¡ 31� 3x

gq 3p2x� 1q ¡ 4� 5px� 1q

2 La familia Verdana tiene una huerta con 90 plantas de tomates.

El número de plantas de cada fila excede en 3 al doble del
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número de filas. Determinar el número de filas y el número de

plantas por fila.

3 Se debe preparar un terreno cuadrado para sembrarlo y cer-

carlo con alambre. Si el costo por preparar el terreno es de $

0.5 dólares por metro cuadrado, y la cerca cuesta $ 1 dólar el

metro lineal. Determinar las dimensiones del terreno si el costo

por prepararlo y cercarlo es de $ 120 dólares.

4 Hay que repartir $ 60.000 entre cierto número de amigos, pre-

sentes en una reunión, en partes iguales. Alguien nota que si

hubieran dos amigos menos, a cada uno le corresponder´?a $

2.500 más. Cuántos son los amigos presentes y cuánto le co-

rresponde a cada uno? Soluci´on:

5 Dos trabajadores A y B realizan juntos una tarea en 10 d́ıas.

Trabajando por separado, el trabajador A tardaŕıa 5 d́ıas más

que B. Determinar el número de d́ıas que tardaŕıa en realizar

la tarea cada uno de ellos trabajando por separado. Soluci´on:

6 La corriente de un ŕıo tiene una velocidad de 3km/h. Un bote

recorre 40km contra la corriente y 40km con la corriente en un

total de 14 horas. Determinar la velocidad del bote en aguas

tranquilas.
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7 Un comerciante rehúsa vender en 15000 pesos un cierto número

de pacas de algodón. Dos meses más tarde, cuando el precio

ha subido 5 pesos por paca, las vende en 15190 pesos. Si en el

curso de los dos meses se destruyeron dos pacas, encontrar el

precio por paca de la primera oferta y el número original de

ellas.

8 Un terreno deportivo tiene forma rectangular, de tal manera

que la medida de su ancho es a cm, y la medida de su largo es

el triple de la medida de su ancho. El terreno se encuentra ro-

deado de una pista cuyo borde exterior también es rectangular,

de lados paralelos a los del terreno y separados del terreno a la

misma distancia. Determinar el ancho de la pista en términos

de la medida del ancho del terreno, para que el área de la pista

y la del terreno sean iguales.

9 Hallar tres números reales, sabiendo que el segundo es mayor

que el primero en la misma cantidad que el tercero es mayor

que el segundo, que el producto de los dos más peque?nos es

85 y que el producto de los dos mayores es 115.

10 Dos ciclistas A y B parten de un punto P al mismo tiempo y

en direcciones que forman un ángulo recto entre śı. El ciclista
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B se desplaza a 7 km/h más rápido que A. Después de 3 horas

se encuentran a 39km de distancia uno del otro. Determinar

la velocidad de cada ciclista.

Inecuaciones cuadráticas

Definición

Una desigualdad cuadrática de una variable, tal como x, es una

desigualdad que tiene términos proporcionales a x y a x2 y términos

constantes. Las formas estándares de una desigualdad cuadrática

son:

ax2 � bx� c ¡ 0 (o bien   0) o bien

ax2 � bx� c ¥ 0 (o bien ¤ 0)

en donde a, b y c son constantes determinadas (a � 0).

Nota (El método de solución de las desigualdades cuadráticas):


 Escribir la desigualdad en la forma estándar.


 Reemplazar el signo de desigualdad por un signo�y resolver la
ecuación cuadrática resultante. Las ráıces dividen la recta numérica

en intervalos.


 En cada intervalo elegir un punto y probar la desigualdad

dada en ese punto. Si es verdadera (falsa) en ese punto, entonces
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es verdadera (falsa) en todos los puntos de ese intervalo.


 Para una desigualdad estricta, en el conjunto solución no se in-
cluyen los puntos extremos de los intervalos. Para una desigualdad

no estricta śı se incluyen esos puntos extremos.

Ejercicios

1 Resuelva las siguientes desigualdades:




8.3. Inecuaciones Fraccionarios

Una inecuación fraccionaria en una incógnita es de la forma.

P pxq
Qpxq ¡ 0 o

P pxq
Qpxq   0 Qpxq � 0

Donde P pxq y Qpxq son polinomios diferentes de cero.

Para resolver una inecuación fraccionaria debe tenerse en cuen-

ta que las inecuaciones dadas anteriormente es equivalente a las

inecuaciones

P pxq �Qpxq ¡ 0 o P pxq �Qpxq   0 y Qpxq � 0

♠ Si
P pxq
Qpxq ¡ 0 ùñ P pxq �Q2pxq

Qpxq ¡ 0 � Q2pxq ùñ P pxq �
Qpxq ¡ 0
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♠ Si
P pxq
Qpxq   0 ùñ P pxq �Q2pxq

Qpxq   0 � Q2pxq ùñ P pxq �
Qpxq   0�

�
�



�



�
	Ejercicios Propuestos

1 Resolver las siguientes inecuaciones:

aq 3

x� 5
¤ 1

2� x
Rta. ⟨�8, 2⟩Y

�
11

4
, 5

〉
bq x� 1

2� x
¥ x

3� x
Rta. ⟨�3, 2⟩

cq 3x� 2

x� 1
¡ �4 Rta.p�8,�1q Y

B�2
7
,�8

〉
dq 1

3x� 7
¥ 4

3� 2x
Rta.

〈
3
2,

31
14

�Y 〈
7
3,�8

〉
eq x� 2

x� 2
¥ x2 � 2

x2
Rta. ⟨2,�8⟩

fq x� 2

x� 2
¥ x

x� 2
Rta. ⟨�8,�2⟩Y �

2
3, 2

〉
gq x3 � 4

x2 � 2
  x3 � 2

x2 � 1
Rta. ⟨�2,�8⟩

hq x� 1

x
¤ 2x

x� 1
� x

x� 1
Rta. ⟨�8,�1⟩Y ⟨0, 1⟩

iq �x3 � x2 � 22x� 40

xpx� 7q ¥ 0Rta. ⟨�8,�7⟩Yr�5, 0⟩Yr2, 4s

8.4. Inecuaciones Polinómicas

Las inecuaciones polinómicas tiene la forma:

P pxq : a0x
n � a1x

n�1 � a2x
n�2 � . . .� an ¡ 0
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Qpxq : a0x
n � a1x

n�1 � a2x
n�2 � . . .� an   0

Y son llamados también inecuaciones de orden superior.

Existen tres casos para resolver inecuaciones polinómicas y son

los siguientes:

CASO I:

El polinomio P pxq tiene ráıces reales de multiplicidad simple (es

decir son números reales y diferentes).

ppxq � apx� r1qpx� r2qpx� r3q . . . px� rnq

Donde: r1   r2   r3   . . .   rn los pasos a seguir son los siguien-

tes:

1. Se hallan los valores cŕıticos resolviendo el polinomio ppxq � 0.

2. Se ubica los valores cŕıticos sobre una recta real.

3. Se anota con signos alternados p�q, p�q, p�q, p�q . . . empe-

sando de derecha a izquierda.

4. El conjunto solución lo conforman la unión de los intervalos

con signo positivo si ppxq ¡ 0, o la unión de intervalos con signos

negativos si ppxq   0.
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CASO II:

Si alguna de las ráıces del polinomio ppxq � 0 son reales de

multiplicidad de orden mayor que uno se tiene:

1. Cuando una de las ráıces del polinomio ppxq � 0 es PAR ,

en este caso a la ráız no se considera para la determinación de los

intervalos.

2. Cuando una de las ráıces del polinomio ppxq � 0 es IMPAR,

en este caso solo se considera una ráız para la determinación de los

intervalos y para dar la solución.

CASO III:

Cuando una de las ráıces del polinomio ppxq � 0 no son reales,

en este caso no se considera para la determinación de los intervalos.�
�

�



�



�
	Ejercicios Resueltos

1 Sea M � x4 � 9

10x
y x ¡ 0. Halle el mı́nimo valor entero de

M . Solución

Descomponemos el valor de M :

M � x4

10x
� 1

10x
� 4

10x
� 4

10x
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Por la desigualdad de medias:

M

4
¥ 4

c
x4

10x

1

10x

4

10x

4

10x

M

4
¥ 4

d
�
�x4

10��x

1

10��x

4

10��x

4

10��x

M

4
¥ 4

c
16

104

M ¥ 4

�
2

10



M ¥ 0,8

6 Mmin � 1

2 Si se lanza una pelota hacia arriba, el siguiente polinomio mo-

dela su altura en el instante t.

Hptq � 10� 4t� t2

Halle la máxima altura que logra alcanzar.

Resolución

Derivando

H 1ptq � 4� 2t

Igualamos a cero para obtener el tiempo donde se tiene la
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altura máxima.

4� 2t � 0

t � 2

Reemplazando

Hp2q � 10� 4p2q � p2q2 � 14

3 Halle el conjunto solución de:

px� 7q4px� 6q7
px� 5q6   0

Resolución

Eliminamos las expresiones positivas

������px� 7q4px� 6q7
������px� 5q6   0

x� 6   0 ^ x � t1, 7u

x   6 ^ x � t1, 7u

6 x P x�8, 6y � t1u
�
�

�



�



�
	Ejercicios Propuestos

Resolver las siguientes inecuaciones polinomicas:

1 x4 � 2x2 � 8   0 Rta. ⟨�2, 2⟩
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2 px2 � 2xqpx2 � 1q � 24 ¡ 0 Rta. ⟨�8,�3⟩Y ⟨2,�8⟩

3 x4 � 2x3 � x2 � 4x� 6   0 Rta. ⟨�3, 1⟩

4 x5 � 3x4 � 5x3 � 15x2 � 4x� 12 ¡ 0 Rta. ⟨�3,�2⟩Y
⟨�1, 1⟩Y ⟨2,�8⟩

5 x5� 6x4�x3� 29x2� 8x� 15   0 Rta.

〈
�8,

�1�?
5

2

〉
Y〈

�1, �1�
?
5

2

〉
Y ⟨3, 5⟩

6
x� 4

x2 � 4x� 4
¤ x� 2

x2 � 4
Rta. tu

7
x

x2 � 4
¤ � x� 3

x2 � x� 4
Rta. ∅

8 px�2qpx�4qpx�1q   px�2qpx�2qpx�7qRta.

〈
�8,�5

7

〉
Y

⟨2,�8⟩

9 x2 �
�

1?
2�?

3



x   6

10
px2 � x� 6q3p2� xq5p3� xq2
p2x� 1qpx3 � 8qpx2 � 4xq ¤ 0

11
x4 � 2x3 � x2 � 4x� 6

x3 � 4x2 � x� 4
¥ 0

12
x

x� a
� 2

x� a
  8a2

x2 � a2
, a ¡ 0

13 x6 � 2x5 � 4x4 � 14x3 � 33x2 � 60x� 35 ¤ 0

14 x7 � 2x6 � 10x5 � 20x4 � 5x3 � 7x2 � 7x� 24 ¤ 0
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15 Hallar la inecuación entera de coeficientes racionales, de grado

mı́nimo, cuya solución es: ⟨�8,�2⟩Y ⟨�2, 2⟩Y ⟨3,�8⟩

16 Hallar la inecuación mas simple cuyo conjunto solución es:

⟨�8,�3⟩Y r�1, 1⟩Y r4,�8⟩

17 Construir una inecuación racional cuyo conjunto solución sea

⟨�8,�2⟩Y r�1, 3s Y ⟨4,�8⟩

8.5. Inecuaciones Exponenciales

Las inecuaciones exponenciales en una incógnita son de la forma:

afpxq ¡ agpxq _ afpxq   agpxq , a P IR�

Donde fpxq y gpxq son expresiones en x.

Para resolver estas inecuaciones se consideran dos casos:

CASO I:

Si a ¡ 1 entonces las expresiones de la inecuación dada son

desiguales en el mismo sentido.

Si afpxq ¡ agpxq ô fpxq ¡ gpxq

Si afpxq   agpxq ô fpxq   gpxq
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CASO II:

Si 0   a   1 entonces las expresiones de la inecuación dada son

desiguales en sentido contrario.

Si afpxq ¡ agpxq ô fpxq   gpxq

Si afpxq   agpxq ô fpxq ¡ gpxq
�
�

�



�



�
	Ejercicios Resueltos

1 Resolver la inecuación: 3
ap0,00032q5x�2 ¡

b
p0,2q2x�32

Resolución

3

d�
32

100000


5x�2
¡
b
p0,2q2x�32

3

d�
2

10


5p5x�2q
¡ p0,2q

2x� 3

2p2q

p0,2q
25x� 10

3 ¡ p0,2q
2x� 3

4

p25x� 10q4   p2x� 3q3
100x� 40   6x� 9

x   49{94
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2 Resolver la inecuación:
�p0,2qpx�1qpx�2q� 1

x�3 ¡ p0,0128q3x�1
83x�1

Resolución

p0,2q px�1qpx�2qx�3 ¡
�
0,0128

8


3x�1

p0,2q px�1qpx�2qx�3 ¡ p0,0016q3x�1

p0,2q px�1qpx�2qx�3 ¡
�

2

10


4p3x�1q

p0,2q px�1qpx�2qx�3 ¡ p0,2q12x�4

Como 0   a   1 representa el segundo caso de inecuaciones

exponenciales:

px� 1qpx� 2q
x� 3

  12x� 4

px� 1qpx� 2q � p12x� 4qpx� 3q
x� 3

  0

x2 � x� 2� 12x2 � 36x� 4x� 12

x� 3
  0

11x2 � 39x� 14

x� 3
¡ 0

p11x2 � 39x� 14qpx� 3q ¡ 0, x � 3

Puntos cŕıticos: x � 39�?
905

22
, x � 3
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6 C.S. �
B
39�?

905

22
, 3

F
Y
B
39�?

905

22
,8

F

�
�

�



�



�
	Ejercicios Propuestos

Resolver las siguientes inecuaciones exponenciales:

1 9px�1q
2 ¡ 93�x

9x�3 � 3

2
p729qx2p243qx

p81q2x ¡ p243q6p27q5x�6
p27q4x

3

?
81x�15  

?
243x�10

4 p0,5q4x�32 ¡ p0,0625q3x�25

5
3
ap0,00032q5x�2 ¡

b
p0,2q3x�154

6 p0,216q5x�34 ¡ 5

b
p0,36q2x�16

7
x�3

d�
1

25


x�3
¤ x�2

ap0,2q2x�2

8
32x�3 � 34�x

35x�1
  �

32x�1
�x�2
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Caṕıtulo 9

RELACIONES Y FUNCIONES

9.1. Relaciones

Definición.-

Una relación implica una conexión o correspondencia. En el

contexto de una relación, se refiere a la correspondencia que exis-

te entre dos conjuntos, donde cada elemento del primer conjunto

tiene al menos un elemento correspondiente en el segundo conjunto.

Cuando a cada elemento de un conjunto le corresponde solo uno

del otro, se habla de función. Esto quiere decir que las funciones

matemáticas siempre son, a su vez, relaciones matemáticas, pero

que las relaciones no siempre son funciones.
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9.1.1. Par Ordenado

Llamaremos aśı a la expresión matemática pa, bq, donde a es la

primera componente y b es la segunda componente.

Ejemplo: Son pares ordenados p�2, 7q, p3, 10q, pπ,?2q

Igualdad de pares ordenados

Definición

Dos pares ordenados son iguales si y solo si son iguales sus pri-

meras y segundas componentes, respectivamente. La igualdad de

pares pa, bq y pc, dq se define como:

pa, bq � pc, dq ô a � c ^ d � b

Ejemplo: Si p2x�y, x�y�3q � px�y�1, 2x�yq, hallar
x� y.

Resolución

Mediante igualdades de primeras y segundas componentes tene-

mos:

2x� y � x� y � 1 ^ x� y � 3 � 2x� y

2x� x � y � y � 1 ^ �y � y � 3 � 2x� x

x � 2y � 1 ^ x � 3
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Sabemos que x � 3 entonces reemplazando en x � 2y�1 tenemos

que y � 1.

6 x� y � 3� 1 � 4

9.1.2. Producto Cartesiano

Definición

Dados dos conjuntos A y B no vaćıos, se define el producto

cartesiano de A por B representado por A�B, como el conjunto

de pares ordenados pa, bq de tal manera que la primera componente

a P A y la segunda componente b P B. Es decir:

A�B � tpa, bq{a P A ^ b P Bu

Ejemplo: Si A � t1, 2, 3u
Resolución

A�B � tp1, 4q, p1, 9q, p2, 4q, p2, 9q, p3, 4q, p3, 9qu

Representación Geométrica del Producto Cartesiano

Para graficar el producto cartesiano A � B a cada uno de los

conjuntos A y B lo representamos sobre dos rectas perpendicula-

res, al conjunto A en el eje horizontal y al conjunto B en el eje

vertical, la intersección de ambos conjuntos serán los pares orde-

nados de A�B.
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Ejemplo: Si A � t1, 2, 3u y B � t5, 7, 9u.
Entonces:

A�B � tp1, 5q, p2, 5q, p3, 5q, p1, 7q, p2, 7q, p3, 7q, p1, 9q, p2, 9q, p3, 9qu
El conjunto A está en el eje horizontal y el
conjunto B está en el eje vertical.

Graficamente:

Observacion: Si A � B � R entonces este producto represen-

ta el plano cartesiano. El producto cartesiano R � R, se denota

R2, donde R es el conjunto de los números reales, se define como:

R2 �  px, yq P R2{x P X ^ y P Y
(

9.1.3. Relaciones Binarias

Definición 4.3 Se llama relación binaria entre los elementos

de un conjunto A y los elementos de un conjunto B a todo sub-

conjunto R del producto cartesiano A � B esto es, una relación

binaria R.

R es una relación de A en B ô R � A�B

donde:

El conjunto A es el conjunto de partida.

El conjunto B es el conjunto de llegada.

Ejemplo: Si A � t2, 8u y B � t1, 9u.
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Entonces:

A�B � tp2, 1q, p2, 9q, p8, 1q, p8, 9qu

Los siguientes conjuntos de pares ordenados son relaciones de A en

B.

R1 � tp2, 9q, p8, 1qu y R2 � A�B

Dominio de una Relación

Definición 4.4 Se llama dominio de una relación R de A en

B, pR � A�Bq al conjunto de todas las primeras componentes

de los pares ordenados de la relación. Se denota Dom pRq y se

define por:

R : A ÝÑ B entonces Dom pRq � tx P A{Dy P B ^ px, yq P Ru

Esto es: x P DompRq ô Dy P B{px, yq P R

Rango de una Relación

Definición 4.5 Se llama rango de una relación R de A en

B, al conjunto de todas las segundas componentes de los pares

ordenados de la relación. Se denota Ran pRq y se define por:
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R : A ÝÑ B entonces Ran pRq � ty P B{Dx P A ^ px, yq P Ru

Esto es: y P RanpRq ô Dx P A{px, yq P R

Ejemplo: Si R � tp3, 1q, p3, 9q, p5, 1q, p6, 9q, p6, 10qu. Hallar el
dominio y el rango.

Resolución

Dom pRq � t3, 5, 6u y Ran pRq � t1, 9, 10u

9.1.4. Clases de Relaciones

Considerando una relación R en A, es decir; R : A ÝÑ A

donde A es un conjunto no vaćıo, se definen los siguientes tipos de

relaciones:

Relación Reflexiva

La relación R se denomina Reflexiva, si todo elemento de A esta

relacionado consigo mismo, es decir:

R es reflexiva en A ô @x P A ÝÑ px, xq P R

Relación Simétrica

La relación R se llama Simétrica cuando para todos los pares

px, yq el par py, xq también es un elemento de R; es decir:
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R es simétrica en A ô @px, yq P A ÝÑ py, xq P R

Relación Transitiva

La relación R se llama Transitiva cuando para todos los pares

px, yq P R y py, zq P R, el par px, zq también es un elemento de

R; es decir:

R es transitiva en A ô Si

px, yq P R ^ py, zq P R ÝÑ px, zq P R

Relación de Equivalencia

La relación R se llama de Equivalencia si es: Reflexiva, Simétrica

y Transitiva.

Relación Antisimétrica

La relación R se denomina Antisimétrica si y solo śı, px, yq P R

y py, xq P R entonces x � y. Formalmente:

R es antisimétrica en A ô Si

rpx, yq P R ^ py, xq P Rs ÝÑ x � y
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9.1.5. Inversa de una Relación

Definición

Si R � A�B es una relación de A en B entonces a la relación

inversa de R lo expresaremos por R�1 y está definido por:

R�1 � tpy, xq P B � A{px, yq P Ru

Ejemplo: SiR � tp7, 8q, p6, 4q, p2, 7qu ñ R�1 � tp8, 7q, p4, 6q, p7, 2qu

9.1.6. Gráfica de una Relación de R en R

Llamaremos gráfica de una relación de R en R al conjunto de

puntos P px, yq cuyas coordenadas satisfagan a dicha relación, la

cual puede estar expresada de la siguiente manera:

Epx, yq � 0, Epx, yq ¡ 0, Epx, yq   0, Epx, yq ¥
0, Epx, yq ¤ 0

Discusión de la Gráfica de una Relación

Dada la ecuación Epx, yq � 0 para trazar la gráfica de una

relación daremos el siguiente criterio:

1. COORDENADAS AL ORIGEN
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Intersección con el eje X

Para hallar el punto de intersección con el eje X hacemos

y � 0 y se resuelve la ecuación Epx, 0q � 0.

Intersección con el eje Y

Para hallar el punto de intersección con el eje Y hacemos

x � 0 y se resuelve la ecuación Ep0, yq � 0.

2. SIMETRÍAS

aq Simetŕıa con el eje X Existe simetŕıa con respecto al eje

X si se cumple Epx, yq � Epx,�yq.

bq Simetŕıa con el eje Y Existe simetŕıa con respecto al eje Y

si se cumple Epx, yq � Ep�x, yq.

cq Simetŕıa con el origen Existe simetŕıa con respecto al ori-

gen si se cumple Epx, yq � Ep�x,�yq.

3. EXTENSIÓN

Consiste en determinar el dominio y rango de la relación.

y � fpxq (Para calcular el dominio de la relación)

x � fpyq (Para determinar el rango de la relación)
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4. ASÍNTOTAS

Entre las clases de aśıntotas figuran las aśıntotas verticales, ho-

rizontales y oblicuas, ahora solo mencionaremos las dos aśınto-

tas primeras.

Aśıntotas Verticales:

Tienen la forma x � a La recta x � a es una aśıntota

vertical de la relación Epx, yq � 0 si para cada px, yq P
Epx, yq, se tiene que para ”y” bastante grande la distancia
de ”x” a ”a” es decir |x� a| es muy pequeño.

Para calcular las aśıntotas verticales se despeja la variable

”y” de la ecuación Epx, yq � 0.

Aśıntotas Horizontales:

Tienen la forma y � b La recta y � b es una aśıntota verti-

cal de la relaciónEpx, yq � 0 si para cada px, yq P Epx, yq,
se tiene que para ”x” bastante grande la distancia de ”y”

a ”b” es decir |y � b| es muy pequeño.

Para calcular las aśıntotas verticales se despeja la variable

”x” de la ecuación Epx, yq � 0.

5. TABULACIÓN
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Consiste en calcular un número determinado de pares ordena-

dos a partir de la ecuación Epx, yq � 0.

9.2. Función

La noción de correspondencia aparece en la vida diaria. Por

ejemplo:

La estatura es una función de la edad.

La temperatura es una función de la fecha.

El costo de enviar un paquete por correo depende de su peso.

El área de un ćırculo es una función de su radio.

El número de bacterias en un cultivo es función del tiempo.

El peso de una astronauta es una función de su elevación.

El precio de una mercanćıa es una función de la demanda de

esa mercanćıa.

A cada libro de una biblioteca le corresponde un número de

páginas.

A cada ser humano le corresponde una fecha de nacimiento.

Estos ejemplos de correspondencia involucran dos conjuntos.
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Definición

Una función es una relación entre un conjunto de entrada, lla-

mado dominio, y un conjunto de salida, llamado rango, que asigna

a cada elemento del dominio un único elemento del rango.

Formalmente, una función se denota como f : A ÞÝÑ B, donde

f es el nombre de la función, A es el dominio y B es el rango. Para

cada elemento x en el dominio A, la función asigna un único valor

fpxq en el rango B. Esto quiere decir, que dos pares ordenados

distintos no pueden tener la misma primer componente.

A B

f

x y � fpxq

Ejemplo

1 Si A � t1, 2, 3, 4, 5u y B � ta, b, c, du se tiene que:

Resolución

f � tp1, dq, p2, bq, p3, cqu es una función.
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f � tp2, bq, p3, cq, p3, dqu no es una función, ya que no

cumple con la definición.

f � tp2, aq, p3, aq, p4, dqu es una función.

2 SeaA � tCarlos, Juan,Mariau yB � t18años, 20años, 22añosu
y se define la función f “tiene la edad” de A en B.

Resolución

f � tpCarlos, 20añosq, pMaria, 18añosq, pJuan, 22añosqu.

Esquemáticamente se muestra en al figura

A B

f

Carlos

Maria

Juan

20 años

18 años

22 años

Dominio y Rango de una Función

Se llama dominio de una función f al conjunto de todas sus

primeras componentes y se denota por Dompfq, Df es decir.

Df � tx P X{Dy P Y ^ px, yq P fu
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Se llama rango de una función f al conjunto de todas sus

segundas componentes y se denota por Ranpfq, Rf es decir.

Rf � ty P Y {Dx P X ^ px, yq P fu

Ejemplo

1 Sean A � t1, 2, 3, 4u y B � ta, b, c, du y la función f �
tp1, aq, p2, bq, p3, bqu, se tiene queDompfq � t1, 2, 3u yRanpfq �
ta, bu .

9.2.1. Funciones Especiales

1. Función Lineal

Es aquella cuya gráfica siempre es una linea
recta y cuya regla de correspondencia tiene
la siguiente forma general:

fpxq � ax� b @a, b P R, a � 0

Df � R y Rf � R

x

y

-1 1

1

y � x� 2

5

2. Función Identidad

Es una función tal que la imagen de cual-
quier elemento es éste mismo y cuya regla
de correspondencia tiene la siguiente forma
general:

fpxq � x

Df � R y Rf � R

x

y

-1 1

1
y � x
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3. Función Constante

Una función f es constante si la variable de-
pendiente y toma el mismo valor de a para
cualquier elemento del dominio (variable in-
dependiente x) y cuya regla de corresponden-
cia es:

fpxq � a

Df � R y Rf � a

x

y

-1 1

1

y � 1

2

4. Función Valor Absoluto

La función valor absoluto tiene la siguiente
regla de correspondencia:

fpxq � |x|, donde |x| �
$&
%

x; x ¥ 0

�x; x ¤ 0

Df � R y Rf � r0,�8 ¡
x

y

-1 1

1
| x |

5. Función Cuadrática

Son funciones polinómicas de grado 2, es de-
cir, el mayor exponente del polinomio es x
elevado a 2 y cuya regla de correspondencia
tiene la siguiente forma general:

fpxq � ax2 � bx� c, a � 0

Si a ¡ 0 Df � R y Rf � r4ac� b2

4a
,�8 ¡

Si a   0 Df � R y Rf �  �8,
4ac� b2

4a
s

x

y

-1 1

1

x2

6. Función Cúbica

Las funciones cúbicas (o funciones de tercer
grado) son funciones polinómicas de grado
3, tiene la siguiente forma general:

fpxq � ax3 � bx2 � cx� d, a � 0

Df � R y Rf � R
x

y

-1 1

1

?
x

9.2.2. Operaciones de Funciones

Consideramos dos funciones f, g : R ÝÑ R si Df XDg � ∅
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7. Función Polinómica

s aquella cuya gráfica siempre es una linea
recta y cuya regla de correspondencia tiene
la siguiente forma general:

fpxq �
anx

n � an�1x
n�1 � . . .� a1x� a0, x P R

Donde a0, a1, a2, . . ., an�1, an son números
reales, an � 0.

8. Función Racional

Las funciones racionales fpxq son el cociente
de dos polinomios. La palabra racional hace
referencia a que esta función es una razón
tiene la siguiente forma general:

fpxq � P pxq
Qpxq

Donde Qpxq � 0
Representa una función hiperbólica.

9. Función Raiz Cuadrada

Es aquella cuya gráfica siempre es una linea
recta y cuya regla de correspondencia tiene
la siguiente forma general:

fpxq � ?
x

Df � R� y Rf � r0,�8 ¡

x

y

-1 1

1

?
x

�?x

10. Función Signo

Es aquella cuya gráfica siempre es una linea
recta y cuya regla de correspondencia tienen
la siguiente forma general:

fpxq � sgnpxq, donde sgnpxq �

$'&
'%

|x|
x
; x � 0

0; x � 0

Df � R y Rf � t�1, 0, 1u

1. IGUALDAD DE FUNCIONES

Diremos que son funciones f y g son iguales si:
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11. Función Máximo Entero

Su regla de correspondencia tiene la siguien-
te forma general:

fpxq � }x} donde }x} � nô n ¤ x   n� 1

Df � R y Rf � Z

12. Función Exponencial

Llamaremos función exponencial de base ”a”
a la función que se define de R en R y regla
de correspondencia tiene la siguiente forma
general:

fpxq � ax, donde a ¡ 0, a � 1

Df � R y Rf � R�

Cuando la base a ¡ 1 (Creciente)
Cuando la base 0   a   1 (Decreciente)

x

y

-1 1

1

2x

13. Función Logaŕıtmica

Se llama función logaŕıtmica de base ”a” y
es denotada por y � logax, tal que x ¡ 0, a
la función inversa de la función exponencial
fpxq � ax y su regla de correspondencia es:

fpxq � logax

donde x ¡ 0^ a ¡ 0^ a � 1

Df � R� y Rf � R

Cuando la base a ¡ 1 (Creciente)
Cuando la base 0   a   1 (Decreciente)

fpxq � gpxq ñ @x P Df � Dg

Su dominio: Df � Dg

Ejemplo: Las funciones fpxq � x3 � 2, gpxq � x3 � 2

Son iguales porque Df � Dg � R y fpxq � gpxq

2. SUMA DE FUNCIONES
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Si f y g son dos funciones con dominio Df y Dg respectiva-

mente.

f � g : IR ÞÝÑ IR

x ÞÝÑ pf � gqpxq �
fpxq � gpxq

Su dominio: @x P Df�g � Df XDg

3. RESTA DE FUNCIONES

Si f y g son dos funciones con dominio Df y Dg respectiva-

mente.

f � g : IR ÞÝÑ IR

x ÞÝÑ pf � gqpxq �
fpxq � gpxq

Su dominio: @x P Df�g � Df XDg

4. MULTIPLICACIÓN DE FUNCIONES

Si f y g son dos funciones con dominio Df y Dg respectiva-

mente.

f � g : IR ÞÝÑ IR

x ÞÝÑ pf � gqpxq � fpxq � gpxq
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Su dominio: @x P Df �g � Df XDg

5. DIVISIÓN DE FUNCIONES

Si f y g son dos funciones con dominio Df y Dg respectiva-

mente.

f

g
: IR ÞÝÑ IR

x ÞÝÑ
�
f

g



pxq � fpxq

gpxq

Su dominio: @x P Df
g
� Df XDg ^ gpxq � 0

Ejemplo

1 Si fpxq � ?
x y gpxq � 1

x
. Hallar las funciones f � g, fg,

f � g,
f

g
y calcular sus dominios.

Resolución

Dompfq � R� Y t0u y Dompgq � R� t0u

pf�gqpxq � fpxq�gpxq � ?
x�1

x � x
?
x�1
x ; Dompf�

gq � Dompfq XDompgq � R�

pfgqpxq � fpxqgpxq � ?
x
�
1
x

� � ?
x
x ; Dompfgq �

Dompfq XDompgq � R�
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pf�gqpxq � fpxq�gpxq � ?
x�1

x � x
?
x�1
x ; Dompf�

gq � Dompfq XDompgq � R�

pfg qpxq � fpxq
gpxq �

?
x
1
x
� x

?
x; Dompfg q �

rDompfq XDompgqs � tx P R{gpxq � 0u

Como gpxq � 0 para cada x en su dominio, entonces

Dom

�
f

g



� R�

2 La función factorial fpnq � n! se define como el producto

de los n primeros enteros positivos; es decir,

fpnq � n! � 1 � 2 � 3 � 4 . . . pn� 1q � n

aq Evalúe fp2q, fp3q, fp5q y fp7q

bq Demuestre que fpn� 1q � fpnq � pn� 1q

cq Simplifique
fp5q
fp4q y

fp7q
fp5q

dq Simplifique
fpn� 1q
fpnq .

Resolución


 fp2q � 2� 1 � 2


 fp3q � 3� 2� 1 � 6
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 fp5q � 5� 4� 3� 2� 1 � 120


 fp7q � 7� 6� 5� 4� 3� 2� 1 � 5040

b).


 fpn� 1q � fpnq � pn� 1q
1� 2� 3� 4� 5 . . .� nloooooooooooooomoooooooooooooon�pn� 1q � n!� pn� 1q
n!� pn� 1q � n!� pn� 1q

c).


 fp5q
fp4q �

5� 4!

4!
� 5


 fp7q
fp5q �

7� 6� 5!

5!
� 42

d).


 fpn� 1q
fpnq � fpnq � pn� 1q

fpnq � n� 1

3 Otra función de un entero positivo n proporciona la suma de

los n primeros enteros positivos al cuadrado:

spnq � 1

6
npn� 1qp2n� 1q

Encuentre el valor de la suma 12 � 22 � 32 � 42 � . . . 1002

Resolución
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Spnq � 1

6
npn� 1qp2n� 1q

Sp100q � 1

6
p100qp101qp201q � 338350

9.2.3. Composición de Funciones

Definición

Dadas dos funciones f y g, tales que: f : X ÝÑ Y , g : Y ÝÑ Z

y que Rf XDg � ∅, entonces la función compuesta denotado por:

g � f es aquella función definida por:

h � pg � fqpxq � gpfpxqq es la regla de correspondencia

X Y Z

f g

h � g � f

x y � fpxq z � gpfpxqq� � �

Dg�f � tx{x P Df ^ fpxq P Dgu

Observación: Para que exista la composición de funciones

g � f es necesario que Rf XDg � ∅

1 Dadas los conjuntosA � t�2, 0, 1, 2, 4u ,B � t�2,�1, 0, 3, 4, 5u
,C � t�4, 0, 1, 2u y las funciones f : AÑ B, g : B Ñ C
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definidas por

f � tp�2,�1q, p0, 3q, p1, 4q, p2, 0q, p4, 5qu ,

g � tp�2, 0q, p�1,�4q, p3, 1q, p5, 2qu . Hallar g � f

Resolución

Tenemos queRanpfq � t�1, 0, 3, 4, 5u yDompgq � t�3,�1, 3, 5u,
luego se tiene que Ranpfq X Dompgq � t�1, 3, 5u � ϕ, nos in-

teresa los pares de g y f que tengan como segundas y primeras

componentes a�1, 3 y 5 respectivamente, esto es:

p�2,�1q P f ^ p�1,�4q P g Ñ p�2,�4q P g � f

p0, 3q P f ^ p3, 1q P g Ñ p0, 1q P g � f

p4, 5q P f ^ p5, 2q P g Ñ p4, 2q P g � f

Por lo tanto, g � f � tp�2,�4q, p0, 1q, p4, 2qu .
Esquemáticamente:

A B C
f g

g � f

�2
0

1

2

4

�2
�1
0

3

4

5

�4
0

1

2

� � �
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6 g � f � tp�2,�4q, p0, 1q, p4, 2qu

Propiedades de la Composición de Funciones

1. f � g � g � f No es conmu-

tativa

2. pf�gq�h � pf �hq�pg�hq
Distributiva

3. pf � gq � h � f � pg � hq
Asociativa

1. pf �gq�h � pf�hq�pg�hq

2. In � Im � Inm, n,m P
Z�

3. f � I � I � f � f , @f

9.2.4. Clases de Funciones

1. FUNCIÓN INYECTIVA

Definición

La función f : X ÝÑ Y es inyectiva (univalente) si cada

elemento del rango le corresponde un único elemento del do-

minio, es decir, si existen dos elementos x1, x2 P Df distintos

x1 � x2 cuyas imágenes son distintas fpx1q � fpx2q lo que es
equivalente a decir:

Si x1, x2 P Df : fpx1q � fpx2q ñ x1 � x2
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Ejemplo

1 Determinar si las siguientes relaciones son funciones inyec-

tivas:

f � tp1, 2q, p2, 3q, p3, 1q, p4, 4qu y
g � tp1, 1q, p2, 3q, p3, 1q, p4, 4q, p5, 4qu .

Resolución

Se tiene que f es una función inyectiva, pues si tomamos

dos elementos diferentes del dominio, las imágenes corres-

pondientes son también diferentes. En el gráfico se observa

claramente esta situación (uno a uno):

A B
f

1

2

3

4

2

3

1

4

Por otro lado, en el grafico de g se observa que:

1 � 3 y gp1q � gp3q � 1

4 � 5 y gp4q � gp5q � 4

Esto es, hay dos elementos del dominio que tienen la misma

imagen (dos a uno), por lo tanto g, no es inyectiva.
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A B
g

1
3
2
4
5

1

3

4

Observación. En forma gráfica se puede determinar si una

función es inyectiva o no, para esto trazaremos un recta para-

lela al eje X , si dicha recta corta a la gráfica en dos partes o

más, entonces la función f no es inyectiva y si corta en un sólo

punto, entonces la función f es inyectiva.

2. FUNCIÓN SOBREYECTIVA

Definición

La función f : X ÝÑ Y es sobreyectiva (o suryectiva) śı y sólo

śı, @y P B, existe x P A tal que y � fpxq; esto quiere decir que
todo elemento de B es imagen por lo menos de un elemento

de A es decir el Rf coincide con el conjunto de llegada.

f : X ÝÑ Y es sobreyectiva si Rf � B
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Ejemplo

1 Sean A � t1, 2, 3, 4u y B � t1, 3, 5, 7u y las funcio-

nes de A en B: f � tp1, 1q, p2, 1q, p3, 3q, p4, 5qu y g �
tp1, 3q, p2, 1q, p3, 5q, p4, 7qu. Determinar si son o no funcio-

nes sobreyectivas.

Resolución

Ranpfq � B, luego f no es sobreyectiva de A en B o no

estan definidas sobre B.

Ranpgq � B � t1, 3, 5, 7u, luego g es sobreyectiva o esta

definida en B.

2 Dada la función: f : R ÝÑ R{fpxq � x� 3. ¿f es sobre-

yectiva?

Resolución

Al ser fpxq � x� 3 una función lineal, podemos decir que

el Rf � R y como el conjunto de llegada R es idéntico al

rango de la función f .

6 La función si es sobreyectiva.

3. FUNCIÓN BIYECTIVA
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Definición

La función f : X ÝÑ Y se llama función biyectiva, si la

función f es inyectiva y sobreyectiva simultáneamente.

Ejemplo: Determinar si la función f : r0, 2 ¡ÝÑ  �8, 0s
tal que fpxq � x

x� 2
es biyectiva.

Resolución

aq Analizamos si es inyectiva, es decir: fpxq � fpx1q ñ x �
x1

x

x� 2
� x1

x1 � 2
ñ xx1 � 2x � x1x� 2x1

ñ x � x1

Por lo tanto f es inyectiva.

bq Ahora veremos si f es sobreyectiva, para esto es suficiente

ver si el rango de f coincide con el conjunto de llegada.

y � x

x� 2
ñ x � 2y

y � 1
P r0, 2 ¡

ñ 0 ¤ 2y

y � 1
  2

ô 0 ¤ 2y

y � 1
^ 2y

y � 1
  2

ô 0 ¤ y

y � 1
^ 1

y � 1
  0
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y P  �8, 0s, luego Rf �  �8, 0s entonces f es sobre-

yectiva.

6 Como f es inyectiva y sobreyectiva entonces f es biyectiva.

9.2.5. Función Par y Función Impar

Definición.-

Sea f una función tal que siempre que x esté en el dominio, �x
también está en el dominio.

1. f es PAR si fp�xq � fpxq para todo x en el dominio

2. f es IMPAR si fp�xq � �fpxq para todo x en el dominio

9.2.6. Funciones Monótonas, Crecientes y Decrecientes

1. FUNCIÓN MONÓTONA

La función f se llama monótoma si la función f es creciente o

decreciente.

2. FUNCIÓN CRECIENTE

La función f se llama creciente si para todo x1, x2 P Df se

tiene:

x1   x2 ñ fpx1q   fpx2q
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Reconocemos a una función como creciente, si al observar la

gráfica de izquierda a derecha, ésta está de subida.

Si f es creciente con dominio rx1, x2s, se tiene:Rf � rfpx1q, fpx2qs

3. FUNCIÓN DECRECIENTE

La función f se llama decreciente si para todo x1, x2 P Df se

tiene:

x1   x2 ñ fpx1q ¡ fpx2q

Reconocemos a una función como creciente, si al observar la

gráfica de izquierda a derecha, ésta está de bajada.

Si f es decreciente con dominio rx2, x1s, se tiene:Rf � rfpx2q, fpx1qs

9.2.7. Función Inversa

Consideremos la función f � tpx, fpxqq{x P Dfu con dominio

Df y rango Rf entonces diremos que existe la función inversa, śı

y sólo śı, f es inyectiva. Se define su función inversa denotada por

f�1 ó f �.
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f�1 � tpfpxq, xq{x P Dfu

donde: Df�1 � Rf y Rf�1 � Df

Observación. En el plano cartesiano las gráficas de las funciones

f y f�1 son simétricas entre si respecto a la función identidad

fpxq � x.

Propiedades de la Función Inversa

1. f�1pfpxqq � x, @x P Df

2. fpf�1pxqq � x, @x P Df�1
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	Ejercicios Resueltos

1 Sea f una función definida en Z que cumple fpx�3q � fpxq�
fp3q, @x P Z

¿ Cuáles de las siguientes proposiciones son verdaderas ?

aq fp0q � 0

bq fp�3q � 3

cq fp12q � 4fp3q

Resolución

a). Si x � 0 entonces:

fpx� 3q � fpxq � fp3q
fp0� 3q � fp0q � fp3q

fp3q � fp0q � fp3q
fp3q � fp3q � fp0q

0 � fp0q

6 fp0q � 0 . . . . . . . . . pV erdaderoq
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b). Si x � �3 entonces:

fpx� 3q � fpxq � fp3q
fp�3� 3q � fp�3q � fp3q

fp0q � fp�3q � fp3q
0 � fp�3q � fp3q

fp�3q � �fp3q

6 fp�3q � 3 . . . . . . . . . pFalsoq

c). Si x � 9 entonces:

fp9� 3q � fp9q � fp3q
fp12q � fp6� 3q � fp3q

� fp6q � fp3q � fp3q
� fp3� 3q � fp3q � fp3q
� fp3q � fp3q � fp3q � fp3q

fp12q � 4fp3q

6 fp12q � 4fp3q . . . . . . . . . pV erdaderoq

2 Determine una ecuación de una función y � fpxq cuyo domi-

nio es:
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aq r3,8q

Resolución

Si Dompfq � r3,8q ùñ x � 3 ¥ 0 ùñ x ¥ 3 ùñ
y � ?

x� 3

bq p3,8q

Resolución

Si Dompfq � p3,8q ùñ x � 3 ¡ 0 ùñ x ¡ 3 ùñ
y � lnpx� 3q

3 Determine una ecuación de una función y � fpxq cuyo rango

es:

aq r3,8q

Resolución

Si Ranpfq � r3,8q ùñ y � 3 ¥ 0 ùñ y ¥ 3 ùñ
x � ?

y � 3

6 y � x2 � 3

bq p3,8q

Resolución

Si Ranpfq � p3,8q ùñ y � 3 ¡ 0 ùñ y ¡ 3 ùñ
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x � 1?
y � 3

6 y � 1

x2
� 3

4 Se define las funciones

f � tp0, 1q, p1, 2q, p2, 3qu

g � tp�1, 0q, p0, 1q, p3, 2qu

Halle la suma de elementos del Ranpf�1ogq.

Resolución

Esquemáticamente:

A B C
g f�1

f�1 � g

3

0

�1

3

2

1

0

2

1

0

� � �

6 f�1 � g � tp3, 1q; p0, 0qu

5 Hallar la composición f�g para f � tp1,�2q, p2,�5q, p3, 0q, p4,�1qu
g � tp0, 1q, p1, 0q, p3, 3q, p�1, 4q, p2, 1qu .

Resolución
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Esquemáticamente:

A B C
g f

f � g

3

2

1

0

�1

4

3

2

1

0

0

�1
�2
�5

� � �

6 f � g � tp3, 0q; p2,�2q; p0,�2q; p�1,�1qu

6 Dada la función

f : ra, 8s ÞÝÑ rb, 20s

donde fpxq � 32� 4x� x2, si f es biyectiva. Calcular: a� b

Resolución

Completando cuadrados:

fpxq � 36� px� 2q2, f es biyectiva y decreciente entonces:


 fpaq � 20ñ a � 6


 fp8q � bñ b � 0

6 a� b � 6� 0 � 6

7 Sea f : IR ÞÝÑ IR una función, tal que fpxy�1q � fpxqfpyq�
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fpyq � x� 2 @x, y P IR. Si fp0q � 1, Hallar f �pxq.

Resolución

fpxqfpyq � fpyq � x� 2 � fpyqfpxq � fpxq � y � 2

�������fpxqfpyq � fpyq � x� ��2 � �������fpyqfpxq � fpxq � y � ��2

fpxq � fpyq � x� y

Si y � 0 entonces fpxq � x� 1

6 f �pxq � x� 1

8 Si los pares ordenados px2 � y2, z � 2q y p0, 10q son iguales,

donde x , y , z P IR. Hallar: x� y � z

Resolución

Si px2 � y2, z � 2q � p0, 10q igualando pares ordenados se

tiene:

x2 � y2 � 0 ^ z � 2 � 10

x � 0 ^ y � 0 ^ z � 8

6 x� y � z � 8

9 Sea la función f � tp3, uq, p9, 6q, p3, 2q, p9, wq, p1, 5qu que tie-
ne solo tres elementos. Determine: u� w.
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Resolución

Igualando pares ordenados se tiene:

p3, uq � p3, 2q ^ p9, wq � p9, 6q

ùñ u � 2 ^ w � 6

6 u� w � 8

10 Hallar el dominio de la función fpxq �
a
1� | x |
2x� 1

� 10x

Resolución

Por propiedad de Ráız cuadrada

1� | x |¥ 0 ^ 2x� 1 � 0

ùñ | x |¤ 1 ^ x � �1

2

�1 ¤ x ¤ 1 ðù por propiedad

6 x P r�1, 1s �
"
1

2

*

11 La función f de IR en IR definida por fpxq � 2x� 1

|x| � 2
, tiene

rango rm,M s.
Hallar : 2M � 1

2
m.

Resolución
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Por propiedad de valor absoluto
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y � 2x� 1

�x� 2

yp�x� 2q � 2x� 1

�xy � 2y � 2x� 1

2y � 1 � xp2� yq
2y � 1

y � 2
� x

6 y P IR � t�2u

y � 2x� 1

x� 2

ypx� 2q � 2x� 1

xy � 2y � 2x� 1

2y � 1 � 2x� xy

2y � 1 � xp2� yq
2y � 1

�y � 2
� x

6 y P IR � t2u

Entonces: m � �2 y M � 2

2M � 1

2
m � 2p2q � 1

2
p�2q

� 4� 1

��2
p��2q

� 4� 1

� 5
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�
	Ejercicios Propuestos

1 Cual de las siguientes relaciones definen una función de A en

A, si A � tx{x P N^ x   12u:

aq R1 � tp1, 3q, p2, 3q, p4, 5q, p7, 5q, p8, 8qu

bq R2 � tp1, 3q, p2, 3q, p3, 4q, p2, 5q, p4, 5qu

cq R3 � tp1, 3q, p1, 2q, p1, 4q, p2, 5q, p4, 5qu

2 Sea fpxq � x3 � 4x� 3. Calcule fp1q, fp�1q, fp0q y fp?2q.

3 Sea gpxq � ?
x� 1� 2x. Calcule gp1q, gp3q, gp5q y gp10q

4 Sean f y g las funciones dadas. fpxq � 1

x2 � 4
y gpxq � 1

x
.

Determine lo siguiente:

aq fp1aq
bq gpa2q
cq fp?aq

dq rgpaqs2

eq a
fpaq

5 Sea la función f : ZÑ Z{fpxq � mx�b conm y b constante,

tal que 2fp2q � fp4q � 21 y fp�3q � 3fp1q � 16. Hallar el

valor
fp1q
3

.

6 Encuentre el dominio de la función f .

aq fpxq � ?
3x� 5
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bq fpxq � ?
7� 2x

cq fpxq � ?
4� x2

dq fpxq � ?
x2 � 9

eq fpxq � x� 1

x3 � 9x

fq fpxq � 4x� 7

6x2 � 13x� 5

7 Sean las funciones

f � tp2, 1q, p3, 5q, p4, 2q, p5, 8q, p6, 1q, p7, 4q, p8, 4qu y
g � tp2, 4q, p3, 3q, p4, 3q, p5, 1q, p6, 4q, p7, 6q, p8, 6qu; sea h una

función con dominio t1, 2, 4, 5, 8u tal que g � h � f . Hallar
hp1q � hp2q � hp4q � hp5q � hp8q.

8 SeanA � t1, 2, 3u yB � t1, 2, 3, 4u, si f � tp3, 1q, px, 3q, p2, 3qu
es una funcion de A en B; g � tp3, 1q, py, zq, p1, 3qu es una

funcion inyectiva de A en A; h � tp1, 1q, p2, wq, p3, 2q, p4, 2qu
es una funcion sobreyectiva deB enA, determinar yz�px�wq.

9 Determine si la función f es biyectiva.

aq fpxq � 2x� 9

bq fpxq � 1

7x� 9

cq fpxq � 5� 3x2

dq fpxq � 2x2 � x� 3
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eq fpxq � ?
x

fq fpxq � x3

gq fpxq � 4

10 Determine si f es par o impar.

aq fpxq � 3x3 � 4x

bq fpxq � 7x4 � x2 � 7

cq fpxq � 9� 5x2

dq fpxq � 2x5 � 4x3

eq fpxq � 2

fq fpxq � 2x3 � x2

gq fpxq � ?
x2 � 1

hq fpxq � 3
?
x3 � 4

iq fpxq � 2x2 � 3x� 4

11 Sean las funciones f y g funciones de Q en Q tales que fp2x�
1q � 2x� 1 y gpxq � 3x� a, con a P Q, donde pf � gqp3q �
pg � fqpa� 1q. Hallar fpaq
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�
	Ejercicios Propuestos Adicionales

1 Sean f, g, h : IR ↣ IR si

gpxq � 2x � 1, gphpxq �
fpxqq � x2, gphpxq �
2fpxqq � 3 � x2 � 3x, en-

tonces gphp�gpfp1qqqq es:

aq 0

bq 1

cq 2

dq 3

eq 4

2 Sean f y g funciones

reales inyectivas tales que:

fpxq � x� 3

2x
, x � 0

g�1pxq � x� 1

x� 3
, x � �3

hallar: 11
�
g�1of

� pt � 11
5 q

sabiendo que
�
f�1 � g� ptq �

1

aq �5

bq 5

cq �1

4

dq 4

eq �2

3 Hallar la suma de valores en-

teros de k para que la fun-

ción fpxq � 4x2 � kp4x �
1q � 6 no tenga interceptos

con el eje x.

aq 0

bq 1

cq 2

dq 3

eq 4

4 Sean las funciones reales

de variable real fpxq �$&% x� 2 , x ¤ 1

x� 1 , x ¡ 1

gpxq � �x2�1 , x ¥ 0 ¿

Cuáles de las siguientes pro-

posiciones.

aq pg�fqpxq � �x2�4x�
3 , x P r�2, 1s

bq Dompg � fq � Dompfq

cq pg � fqpxq � �x2 �
2x , x P r�2,�8r

son verdaderas ?
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5 Sean las funciones reales

de variable real fpxq �$&% x� 2 , x ¤ 1

x� 1 , x ¡ 1

gpxq � x2 , x ¥ 0 ¿

Cuáles de las siguientes afir-

maciones.

aq pg � fqpxq � x2 � 4x �
4 , x P IR

bq g�f es función inyectiva.

cq pg � fqpxq � x2 � 2x �
1 , x Ps � 8,�2r

son verdaderas ?

6 Sean las funciones reales

de variable real fpxq �
�?2� x � 3 gpxq �

1

|x� 2| � |2x� 6| enton-

ces, DompfqXDompgqX
RanpfqXRanpgq es igual

a:

aq s � 8, 1s
bq r1, 2s
cq s � 8, 2s
dq ϕ

eq N. A.

7 Se definen las siguientes fun-

ciones de IR en IR gpxq �
x2 ,

fpxq �

$''''&''''%
1 , x ¡ 1

0 , x � 1

�1 , x   1

,

hpxq � fpx�1q se afirma:

aq Ranphq � Ranpfq
bq Ranpfogq � t0, 1u
cq Dompfogq � IR

son verdaderas:

8 Sea f : Z� ↣ IR definida

por fp1q � 4 , fp2q � 4 ,

fpn� 2q � 4� fpnq se afir-
ma :
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aq fp8q � 16

bq fp35q � 68

cq fpnq es múltiplo de 4 ,

@n P Z�
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Caṕıtulo 10

MODELADO CON FUNCIONES

Empezamos con una situación práctica que ilustra el proceso de

elaboración.

10.1. PASOS PARAMODELAR CON FUNCIONES

1. Expresar verbalmente el problema. Identificar verbal-

mente la cantidad que se desea modelar como función de las

otras cantidades del problema.

2. Escoger la variable. Asignar un śımbolo, como x, a una de

las variables y expresar las demás variables en relación a este

śımbolo. Encontrar todas las variables utilizadas para expresar

la función del Paso 1).

3. Establecer el modelo. Escribir la función en términos al-

gebraicos al expresarla como una función de la única variable
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seleccionada en el Paso 2.

4. Usar el modelo. Use la función para responder las preguntas

formuladas en el problema. Si se busca encontrar un máximo

o un mı́nimo, emplear los métodos escritos en las sesiones an-

teriores.

�
�

�



�



�
	Ejercicios Resueltos

1 Formule una función que relacione el peŕımetro de un cuadrado

con su área A.

Resolución

Área de un cuadrado:

✓ Al � l2 ùñ l � ?
A

peŕımetro de un cuadrado:

✓ Pl � 4l ùñ Pl � 4
?
A

2 Formule una función que relacione el área de un ćırculo con su

diámetro d.

Resolución

✓d � 2r ùñ r � d

2

✓AO � πr2 ùñ AO � π

�
d

2


2

ùñ AO � πd2

4
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3 Formule una función que relacione el diámetro de un ćırculo

con su circunferencia ζ .

Resolución

✓ζ � 2πr ùñ r � ζ

2π

✓d � 2r ùñ d � 2

�
ζ

2π



ùñ d � ζ

π

4 Formule una función que relacione el volumen de un cubo con

el área A de su base.

Resolución$&% A � l2

V � l3
ùñ V � l2 � l ùñ V � A � ?A

5 Formule una función que relacione el área de un ćırculo con la

longitud x de un alambre que se dobla en forma de ćırculo.

Resolución

✓x � 2πr ùñ r � x

2π

✓AO � πr2 ùñ AO � π
� x

2π

	2

ùñ AO � x2

4π

6 [PROBLEMA DE NÚMEROS]. La suma de dos núme-

ros positivos cuyo producto es 50 se expresa como una función

de uno de los números.

Resolución
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$&% x � y � 50

fpxq � y � x
ùñ y � 50

x
ùñ fpxq � 50

x
� x

7 [PROBLEMA DE NÚMEROS]. Formule una función

que exprese la suma de un número y su rećıproco cuando se

trata de dos números distintos de cero.

Resolución

Sea: x � 0

rećıproco de x:
1

x
La suma del número y su rećıproco es:

fpxq � x� 1

x

8 [PROBLEMA DE NÚMEROS]. Se busca expresar co-

mo función de uno de los números la suma del cuadrado de uno

de ellos y el doble del cuadrado del otro, dados dos números

no negativos cuya suma es 1.

Resolución$&% x� y � 1

fpxq � x2 � 2y2
ùñ y � 1�x ùñ fpxq � x2�2p1�xq2

6 fpxq � 3x2 � 4x� 2

9 [PROBLEMA DE NÚMEROS]. Se desea encontrar dos
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números cuya suma sea 34 y cuya diferencia sea 10.

Resolución

$&% x� ��y � 34

x� ��y � 10
ùñ 2x � 44 ùñ x � 22

Reemplazando a la primera ecuación se tiene:

x� y � 34 ùñ 22� y � 34 ùñ y � 12

Rpta: los números son 22 y 12.

10 [PROBLEMA DE NÚMEROS]. Se plantea encontrar

dos números donde la suma sea el doble de su diferencia.

Además, el número más grande se obtiene al sumarle 6 al doble

del número más pequeño.

Resolución

a � más grande
b � pequeño

$&
%

a� b � 2pa� bq
a � 6� 2b

ùñ
$&
%

a� b � 2a� 2b

a � 6� 2b
ùñ

$&
%

���a� 3b � 0

�a� 2b � 6
ùñ b � 6

Reemplazando a la segunda ecuación se tiene:

a� 2b � 6 ùñ a� 12 � 6 ùñ a � 18

Rpta: los números son 6 y 18
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11 [VALOR DE MONEDAS]. Un estudiante de la UNA -

PUNO tiene 14 billetes en su bolsillo, todos ellos de denomi-

naciones de 10 y 20 soles. El valor total de su cambio es de 270

soles. Se desea determinar la cantidad de billetes de 10 soles y

de 20 soles que tiene.

Resolución
Sea:
x: billetes de $10
y: billetes de $20

$&
%

x� y � 14

10x� 20y � 270
ùñ

$&
%

���10x� 10y � �140
��10x� 20y � 270

ùñ 10y � 130 ùñ y � 13

Remplazando a la primera ecuación se tiene.

x� y � 14 ùñ x� 13 � 14 ùñ x � 1

Rpta: el alumno tiene un billete de s/. 10 y 13

billetes de s/. 20

12 [PRECIO DE ENTRADA]. En un parque de diversiones,

el costo de entrada es de s/. 1,50 para los niños y s/. 4,00

para los adultos. Durante un d́ıa determinado, se registró un

total de 2200 personas que ingresaron al parque, generando

una recaudación total de s/. 5050 por la venta de boletos. Se

busca determinar la cantidad de niños y adultos que ingresaron

al parque.
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Resolución

x �niños
y �adultos
$&
%

x� y � 2200

1,50x� 4y � 5050
ùñ

$&
%

�4x���4y � �8800
1,5x���4y � 5050

ùñ �2,5x � �3750 ùñ x � 1500

Reemplazando a la primera ecuación y se tiene:

x� y � 2200 ùñ 1500� y � 2200 ùñ y � 700

Rpta: ingresaron 1500 niños y 700 adultos

13 [GASOLINERA]. En una estación de servicio, se vende

gasolina regular a s/. 2.20 por galón y gasolina premium a s/.

3.00 por galón. Al finalizar la jornada, se registró la venta de

un total de 280 galones de gasolina, generando ingresos por s/.

680. Se desea determinar la cantidad de galones vendidos de

cada tipo de gasolina.

Resolución

x: gasolina regular
y: gasolina premium

$&
%

x� y � 280

2,20x� 3y � 680
ùñ

$&
%

�3x���3y � �840
2,20x���3y � 680

ùñ �0,8x � �160 ùñ x � 200

Remplazando a la primera ecuación se tiene.

x� y � 280 ùñ 200� y � 280 ùñ y � 80
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Rpta: se vendieron 80 galones de gas premiun y 200 galones

de gas regular.

14 [ PUESTO DE FRUTAS]. En el mercado central de la

ciudad de Puno, hay un puesto que vende fresas en dos va-

riedades: fresas estándar y fresas de lujo. El precio de un kilo

de fresas estándar es de s/. 7, mientras que un kilo de fresas

de lujo se vende por s/. 10. Durante un d́ıa, se vendieron en

total 135 kilos de fresas, generando ingresos por s/. 1100. Se

busca determinar la cantidad de kilos vendidos de cada tipo

de fresas.

Resolución

x: fresa estándar
y: fresa de lujo

$&
%

x� y � 135

7x� 10y � 1100
ùñ

$&
%

�10x���10y � �1350
7x���10y � 1100

ùñ �3x � �250 ùñ x � 88,33

Remplazando a la primera ecuación se tiene.

x� y � 135 ùñ 88,33� y � 135 ùñ y � 51,7

Rpta: se vendieron 88, 33 cajas de fresa estándar y 51, 7 cajas

de fresa de lujo.

15 Considere el intervalo rx1, x2s y la función lineal fpxq � ax�b

, a � 0, Demuestre que f
�x1 � x2

2

	
� fpx1q � fpx2q

2
,
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a ¡ 0.

Resolución

f
�x1 � x2

2

	
� a

�x1 � x2
2

	
� b

f
�x1 � x2

2

	
� a

�x1 � x2
2

	
� b

2
� b

2

f
�x1 � x2

2

	
� ax1

2
� b

2
� ax2

2
� b

2

f
�x1 � x2

2

	
� pax1 � bq � pax2 � bq

2

f
�x1 � x2

2

	
� fpx1q � fpx2q

2
■
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	Ejercicios Propuestos

1 Formule una función que

relacione el área de un

triángulo equilátero con la

longitud s de uno de sus la-

dos.

Resolución

2 Dado un alambre de longi-

tud 200, se realiza un cor-

te de longitud x desde uno

de los extremos. A continua-

ción, una porción del alam-

bre se dobla en forma de

cuadrado, mientras que la

otra porción se dobla en for-

ma de ćırculo. Se busca ex-

presar la suma de las áreas

resultantes como una fun-

ción de x.

Resolución
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	Ejercicios Resueltos

1 En la figura, se muestra un ćırculo de radio h con centro en

ph, hq. Se desea expresar el área de la región sombreada A co-

mo una función de h.

Resolución

x

y

h

h 


As � Área del cuadrado - Área del sector circular

As � h2 � πh2

4

As � h2

4
p4� πq

2 Una persona cuenta con 60 metros de alambre para cercar su

jard́ın rectangular. Sin embargo, solo necesita cercar tres de
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los lados, ya que el cuarto lado está delimitado por su casa. Se

busca determinar el área máxima que puede cercar utilizando

estos 60 metros de alambre.

Resolución

Pared

y

x x

Área máxima: Amax � xy

Peŕımetro: 2x� y � 60

Aplicando propiedad de Medias: MA ¥MG

2x� y

2
¥
a
2xy

60

2
¥
a
2xy

p30q2 ¥
�a

2xy
	2

900 ¥ 2xy

450 ¥ xy

6 Amax � xy � 450

3 La cantidad de caloŕıas quemadas en una hora de ejercicio
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en una máquina caminadora depende de la velocidad utiliza-

da. Cuando una persona se ejercita a una velocidad de 2,5

km/h, quema 210 caloŕıas, mientras que a una velocidad de 6

km/h, quema 370 caloŕıas. Se desea determinar una función

lineal CpV q que se ajuste a estos datos, donde C representa

las caloŕıas quemadas en una hora y V es la velocidad de la

caminadora.

Resolución

V1 � 2, 5 C1 � 210.............p1q
V2 � 6 C2 � 370................p2q
Función lineal a reemplazar: CpV q � aV � b$&% 210 � ap2, 5q � b

370 � ap6q � b
ùñ 160 � p3, 5qa ùñ

$&% a � 45, 7

b � 95, 8

6 CpV q � 45, 7V � 95, 8

4 Se tiene el objetivo de construir un tanque horizontal de acero

para almacenar gas propano, el cual tendrá la forma de un

cilindro circular recto de longitud 3m con una semiesfera en

cada extremo. Sin embargo, el radio r aún no ha sido deter-

minado. Se busca expresar el volumen V del tanque como una

función de r.
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Resolución

El cálculo del volumen de la parte ciĺındrica del tanque se

puede realizar multiplicando la altura de 3m por el área de la

base del cilindro, la cual es igual a πr2.

volumen del cilindro � 3πr2

Los dos extremos semiesféricos del tanque juntos forman una

esfera de radio r. Al aplicar la fórmula del volumen de una

esfera, obtenemos el resultado correspondiente.

volumen de los dos extremos � 4

3
πr3

Por lo tanto, el volumen V del tanque es:

V � 4

3
πr3 � 3πr2 V � 4

3
πr2p4r � 9q

5 [ÁREA DE UN JARDIN] La propiedad distributiva de

los números reales nos dice que la nueva área del jard́ın de

legumbres, expresada como A � 20p30�xq, también se puede

escribir como A � 600� 20x.
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Resolución

Aplicando la propiedad distributiva de números reales a

A � 20p30� xq se tiene A � 600� 20x

6 [VARIACIÓN DE TEMPERATURA] En la gráfica

de barras se muestran las altas temperaturas diarias de Omak,

Washington, y Geneseo, Nueva York, durante una semana es-

pećıfica en junio. Utilizando T0 para representar la temperatu-

ra en Omak y TG para representar la temperatura en Geneseo,

se calcula la diferencia T0� TG y el valor absoluto | T0� TG |
para cada d́ıa mostrado. ¿Cuál de estos dos valores proporciona

más información?

Resolución
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DIAS T0 � TG | T0 � TG |
Lunes 72� 75 � �3F 0 | 72� 75 |� 3F 0

Martes 74� 74 � 0F 0 | 74� 74 |� 0F 0

Miercoles 81� 75 � 6F 0 | 81� 75 |� 6F 0

Jueves 78� 69 � 9F 0 | 78� 69 |� 9F 0

V ernes 71� 70 � 1F 0 | 71� 70 |� 1F 0

Sabado 70� 71 � �1F 0 | 71� 70 |� 1F 0

Domingo 68� 77 � �9F 0 | 71� 70 |� 9F 0

El valor de T0 � TG proporciona información más detallada,

ya que nos permite analizar tanto la diferencia de temperatura

entre los d́ıas de la semana en las dos ciudades como también

nos indica si la temperatura de una ciudad estuvo por encima

o por debajo de la otra. Por ejemplo, considerando el d́ıa lunes,

podemos observar que la temperatura en Omak, Washington,

fue 3F más baja que en Geneseo, Nueva York. Por otro la-

do, el valor absoluto | T0 � TG | solo nos da la diferencia de

temperatura sin considerar la dirección (mayor o menor).

7 [ENVIO DE UN PAQUETE POR CORREO ] La

oficina de correos tiene una restricción en cuanto a los paquetes

que acepta, la cual establece que la suma de la longitud más la

circunferencia del paquete no debe ser mayor a 108 pulgadas.
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Por lo tanto, para el paquete mostrado en la figura, debemos

asegurarnos de que se cumpla la siguiente condición: L�2px�
yq ¤ 108.

aq ¿La oficina de correos aceptara un paquete de 6 pulgadas

de ancho, 8 pulgadas de profundidad y 5 pies de largo? ¿Y

un paquete que mida 2 pies por 2 pies por 4 pies?

bq ¿Cuál es la máxima longitud aceptable para un paquete

que tiene una base cuadrada que mide 9 pulgadas por 9

pulgadas?

Resolución

aq 
 x � 8pulg

y � 6pulg

L � 60pulg.

L� 2px� yq ¤ 108

60� 2p8� 6q ¤ 108

60� 28 ¤ 108

88 ¤ 108

:.Si aceptará la oficina de

correos.


 Primero convertimos de

pies a pulgadas

x � 2 pies

�
12 pulg

1 pies



�

24 pulg

y � 2 pies

�
12 pulg

1 pies



�
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24 pulg

L � 4 pies

�
12 pulg

1 pies



�

48 pulg

L� 2px� yq ¤ 108

48� 2p24� 24q ¤ 108

48� 96 ¤ 108

144 ¤ 108 es absurdo

:.no aceptará la oficina de

correos.

bq x � 9pulg

y � 9pulg

L �?pulg.
L� 2p9� 9q ¤ 108

L� 36 ¤ 108

L ¤ 108� 36

L ¤ 72

La longitud máxima acep-

tada para un paquete de

base cuadrada que mide

9� 9 es de 72 pulgadas.

8 [ DISTANCIA A LA ESTRELLA MÁS CERCA-

NA] Próxima Centauri, la estrella más cercana a nuestro sis-

tema solar, se encuentra a una distancia de 4.3 años luz. Dado

que un año luz equivale aproximadamente a 5,900,000,000,000

millas, utilizaremos esta información para expresar la distancia

en millas.

Resolución

Datos:

d � 4,3 años luz
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1 año luz � 5,9� 1011

de acuerdo al ejercicio nos pide expresar en millas:

4,3

�
5,9� 1011

1



� 4,3�5,4�1011 millas � 2,5�1012 millas

:. Respuesta:2,5� 1012 millas.

9 [ VELOCIDAD DE LA LUZ] La velocidad de la luz

es de aproximadamente 186, 000 millas/segundo. Utilizando la

información de que el diámetro de un electrón es de alrede-

dor de 0,0000000000004 cent́ımetros, podemos calcular cuánto

tiempo tarda un rayo de luz del Sol en llegar a la Tierra.

Resolución

datos:

velocidad de la luz: c � 186000 mill{s
distancia de la tierra al sol: d � 93� 106 mill

tiempo: t �?
entonces

d � vt

93� 106 � 8600� t

:. 500seg � t

10 [VOLUMENDE LOS OCÉANOS] La profundidad pro-

medio de los océanos es de 3,7�103 m y el área de los océanos
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es de 3,6 � 1014 m2. Para determinar el volumen total del

océano en litros, utilizamos la conversión de que un metro

cúbico contiene 1000 litros.

Resolución

Datos:

profundidad: h � 3,7� 103

Área: A � 3,6� 1014

Volúmen: v=??

entonces:

V � A� h

V � 3,6� 1014 � 3,7� 103

Por lo tanto

V � 1,3� 108 m3

11 [DEUDA NACIONAL] En julio de 2010, la población de

Estados Unidos era de 3,070�108 personas y la deuda nacional
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ascend́ıa a 1,320 � 1013 dólares. Se desea determinar la parte

de la deuda que corresponde a cada persona.

Resolución

Datos:

población: p � 3,070� 108

Deuda nacional � 1320� 1013

parte que adeuda cada persona: X=???

entonces por regla de tres simple:

3,070� 108 personas ..............1,320� 1013

1 persona..............X

resulta:

X � 1,320� 1013

3,070� 108

:. X � 4,3� 104

12 [ NÚMERO DE MOLÉCULAS] Una sala sellada en un

hospital tiene dimensiones de 5 m de ancho, 10 m de largo y 3

m de alto, y está llena de ox́ıgeno puro. Considerando que un

metro cúbico contiene 1000 litros y que 22,4 litros de cualquier

gas contienen 6,02� 1023 moléculas (número de Avogadro), se

desea determinar la cantidad de moléculas de ox́ıgeno presentes

en la sala.
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Resolución

V � A� h

V � l � a� h

V � 10m� 5m� 3m � 150m3

convirtiendo dem3 a L(litros): 150m3�1000L{p1m3q � 15�
104L

Resolviendo por regla de tres simple:

6,02� 1023............,22,4L

x.............,15� 104L

Por lo tanto:

p6,02� 1023 � 15� 104q{p22,4q � 4,03125� 1027

el número de moléculas de ox́ıgeno que hay en la sala es

:. x � 4,03� 1027

13 [ÁREA DE UNA ESFERA ] El área superficial S de

un objeto es una función de su radio r y se puede calcular

mediante la fórmula Sprq � 4πr2.

aq Encuentre Sp2q y Sp3q.

bq ¿Qué representa sus respuestas en la parte (a)?

Resolución
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a).

Sp2q � 4π � p2q2 � 16π

Sp3q � 4π � p3q2 � 36π

b).

Sp2q representa el área de la superficie de una esfera de radio

r � 2. Mientras Sp3q representa el área de la superficie de una
esfera de radio r � 3

14 [ LEY DE TORRICELLI]. Un tanque contiene 50 galones

de agua, que se descarga por una fuga en el fondo, haciendo

que el tanque se vaćıe en 20 minutos. El tanque se descarga

con más rapidez cuando está casi lleno porque es mayor la

presión sobre la fuga. La Ley de Torricelli da el volumen de

agua restante en el tanque después de t minutos como

V ptq � 50

�
1� t

20


2

, 0 ¤ t ¤ 20

aq Encuentre V p0q y V p20q.

bq ¿Qué representan sus respuestas a la parte (a)?

cq Haga una tabla de valores de V ptq para t � 0, 5, 10, 15, 20.

Resolución
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a).


 Para vp0q ñ vp0q � 50

�
1� 0

20


2

� 50


 Para vp20q ñ vp20q � 50

�
1� 20

20


2

� 0

b).

Representa el volumen de agua restante en el tanque después

de t � 0 min

Representa el volumen de agua restante en el tanque después

de t � 20 min.

c).

TIEMPO ptq V ELOCIDAD pvq
0 50

5 28.125

10 12.5

15 3.125

20 0

15 ¿A qué distancia puede usted ver? Debido a la cur-

vatura de la Tierra, la distancia máxima D que se puede ver

desde la cubierta de observación de un edificio de altura h se
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calcula utilizando la fórmula

D �
?
2rh� h2

donde r � 3960 millas es el radio de la Tierra, y tanto D como

h se miden en millas. Se desea determinar a qué distancia se

puede ver desde la cubierta de observación de la Torre CN de

Toronto, que se encuentra a una altura de 1135 pies sobre el

suelo.

aq Encuentre Dp0,1q y Dp0,2q.
bq ¿A qué distancia puede usted ver desde la cubierta de ob-

servación de la Torre CN de Toronto, a 1135 pies del suelo?

cq Los aviones comerciales vuelan a una altitud de unas 7

millas. ¿A qué distancia puede ver el piloto?

Resolución

a).


 Dp0,1q �a
2p3960qp0,1q � p0,1q2 � 28,14 millas
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 Dp0,2q �a
2p3960qp0,2q � p0,2q2 � 39,8 millas

b).

h � 1135 pies

h � 1135 pies.
1 milla

5280 pies

h � 0,215 millas

Dp0,215q �a
2p3960qp0,215q � p0,215q2 � 41,26 millas

c).

Dp7q �a
2p3960qp7q � p7q2 � 235,56 millas

16 [CIRCULACIÓN SANGUÍNEA] Cuando la sangre cir-

cula por una vena o una arteria, su velocidad v alcanza su

máximo en el eje central y disminuye a medida que aumenta

la distancia r desde dicho eje (como se muestra en la figura).

La fórmula que describe la relación entre v y r se conoce co-

mo la ley de flujo laminar. Para una arteria con un radio de

0,5 cm, la función que relaciona v (en cm/s) con r (en cm) se

expresa de la siguiente manera:

vprq � 18,500
�
0,25� r2

�
, 0 ¤ r ¤ 0,5

aq Encuentre vp0, 1q y vp0, 4q.
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bq ¿Qué le dicen sus respuestas a la parte (a) acerca de la

circulación sangúınea en esta arteria?

cq Haga una tabla de valores de vprq � 0, 0,1, 0,2, 0,3, 0,4, 0,5.

Resolución

a).


 vp0,1q � 18,500
�
0,25� p0,1q2� � 4440 cm{s


 vp0,4q � 18,500
�
0,25� p0,4q2� � 1665 cm{s

b).


 Significa que la sangre se mueve a través de una vena o

arteria de radio 0, 1 cm a una velocidad de 4440 cm/s.


 Significa que la sangre se mueve a través de una vena o

arteria de radio 0,4 cm a una velocidad de 1665 cm/s

c).
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RADIO pr cmq V ELOCIDAD pv cm{sq
0 4625

0.1 4440

0.2 3885

0.3 2960

0.4 1665

0.5 0

17 [TAMAÑO DE LA PUPILA ] Cuando se incrementa

la brillantez x de una fuente de luz, el ojo reacciona reduciendo

el radio R de la pupila. La relación entre R y x se describe

mediante la función:

Rpxq �
d

13� 7x0,4

1� 4x0,4

En esta función, el valor de R se mide en miĺımetros y x se

mide en unidades de brillantez adecuadas.

aq Encuentre Rp1q, Rp10q y Rp100q.

bq Haga una tabla de valores de Rpxq.

Resolución

a).
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 Rp1q �
d

13� 7p1q0,4
1� 4p1q0,4 �

c
20

5
� 2


 Rp10q �
d

13� 7p10q0,4
1� 4p10q0,4 �

c
30

11
� 1,66


 Rp100q �
d

13� 7p100q0,4
1� 4p100q0,4 �

c
57

26
� 1,48

b).

x Rpxq
1 2

10 1.66

100 1.48

18 [RELATIVIDAD ] Según la Teoŕıa de la Relatividad, la

longitud L de un cuerpo es una función de su velocidad v con

respecto a un observador. Para un cuerpo cuya longitud en
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reposo es 10 m, la función está dada por

Lpvq � 10

c
1� v2

c2

donde c es la velocidad de la luz (300, 000 km/s).

aq Encuentre Lp0,5cq, Lp0,75cq y Lp0,9cq.

bq ¿Cómo cambia la longitud de un cuerpo cuando aumenta

su velocidad?

Resolución

a).


 Lp0,5cq � 10

c
1� p0,5cq2

c2
� 10

a
1� p0,5q2 � 8,66 m


 Lp0,75cq � 10

c
1� p0,75cq2

c2
� 10

a
1� p0,75q2 � 6,61 m


 Lp0,9cq � 10

c
1� p0,9cq2

c2
� 10

a
1� p0,9q2 � 4,36 m

b).

La longitud de un objeto disminuye a medida que se aumenta

su velocidad.

19 [IMPUESTO SOBRE LA RENTA] En un determinado

páıs, el impuesto sobre la renta T se calcula en función del

ingreso x utilizando la siguiente función:
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T pxq �

$''''&''''%
0 si 0 ¤ x ¤ 10000

0,08 si 10000   x ¤ 20000

1600� 0,15x si 20000   x

aq Encuentre T p5000q , T p12000q y T p25000q.

bq ¿Cuál es el significado de sus respuestas en la pregunta (a)?

Resolución

aq 
 T p5000q � 0


 T p12000q � 0,08p12000q � 960


 T p25000q � 1600� 0,15p25000q � 5350

bq La respuesta en la parte (a) indica que existe una relación

directa entre el ingreso y el impuesto de renta, donde a me-

dida que el ingreso aumenta, también lo hace el impuesto,

y viceversa.

20 [DETERMINACIÓN DE UNA DISTANCIA] Una

mujer se encuentra parada en una colina y desde alĺı observa

una astabandera cuya altura se conoce que es de 60 pies. El

ángulo de depresión a la parte inferior del poste es de 140,

mientras que el ángulo de elevación hacia la parte superior del

poste es de 180. Se busca determinar la distancia, representada
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como x, entre la mujer y el poste.

Resolución

De la figura se tiene:

x tanp180q � x tanp140q � 60

x
�
tanp180q � tanp140q� � 60

x � 60

tanp180q � tanp140q
x � 104,5

Rta: La distancia de la mujer al poste es de 105 pies.

21 [ ALTURA DE UNA TORRE] Existe una torre de agua

ubicada a una distancia de 325 pies de un edificio (ver figu-

ra). Desde una ventana del edificio, un observador nota que el

ángulo de elevación hacia la parte superior de la torre es de

390, mientras que el ángulo de depresión de la parte inferior de

la torre es de 250. Se busca determinar la altura de la torre y

la altura de la ventana.
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Resolución

De la figura se tiene:

Haltura � 325 tanp250q � 325 tanp390q

Haltura � 325
�
tanp250q � tanp390q�

Haltura � 151,55� 263,18

6 Haltura � 414,73 pies

22 [DETERMINAR UNA DISTANCIA] Un avión se en-

cuentra volando a una altitud de 5150 pies, directamente sobre

una carretera recta. Dos automovilistas se desplazan en sus au-

tos por la carretera, ubicados en lados opuestos del avión. El

ángulo de depresión desde la posición del avión hacia uno de

los automóviles es de 350, mientras que hacia el otro automóvil

es de 520. Se busca determinar la distancia entre los dos au-

tomóviles.

Resolución


 tanp350q � 5150

a
ñ a � 5150

tanp350q � 4024
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 tanp520q � 5150

b
ñ b � 5150

tanp520q � 7355

dTotal � a� b

dTotal � 4024� 7355

dTotal � 11379

Rta: La distancia a la que están entre śı los dos autos es de

11379 pies

23 [ DETERMINAR UNA DISTANCIA] Un avión se

encuentra volando a una altitud de 5150 pies. Los dos au-

tomóviles se encuentran en un lado del avión y se observa que

el ángulo de depresión desde la posición del avión hacia uno

de los automóviles es de 380, mientras que hacia el otro au-

tomóvil es de 520. Se desea determinar la distancia entre los

dos automóviles.
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Resolución


 tanp520q � 5150

y
ñ y � 5150

tanp520q � 6591,69


 tanp380q � 5150

y � x

tanp380q py � xq � 5150

y � x � 5150

tanp380q
x � 5150

tanp380q � y

x � 5150

tanp380q � 6591,69

x � 2575

Rta: La distancia la que están entre śı los dos autos es de

2575 pies.

24 [ALTURA DE UN GLOBO ] Un globo de aire caliente

se encuentra flotando sobre una carretera recta. Para calcu-

lar la altura a la que se encuentran los tripulantes del globo,

ellos miden simultáneamente el ángulo de depresión hacia dos
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señalamientos consecutivos de kilómetros ubicados en la misma

dirección del globo. Los ángulos de depresión medidos son de

200 y 220. Se busca determinar la altura a la que se encuentra

el globo.

Resolución


 tanp220q � h

x
ñ x � h

tanp220q � h cotp220q


 tanp200q � h

1� x

tanp200q p1� xq � h

tanp200q �1� h cotp220q� � h

tanp200q � h tanp200q cotp220q � h

tanp200q � h� h tanp200q cotp220q
tanp200q � h

�
1� tanp200q cotp220q�

tanp200q
1� tanp200q cotp220q � h

3,7 � h
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Rta: La altura a la que está el globo es de 3,7 km.

25 [ALTURA DE UNA MONTAÑA] Con el fin de esti-

mar la altura de una montaña sobre una meseta, se realiza la

medición del ángulo de elevación hacia la cima de la montaña,

el cual resulta ser de 320. Luego, se realiza una segunda medi-

ción a una distancia de 1000 metros más cerca de la montaña

a lo largo de la meseta, y se obtiene un ángulo de elevación de

350. Se busca estimar la altura de la montaña.

Resolución


 tanp350q � h

x
ñ x � h

tanp350q � h cotp350q
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 tanp320q � h

1000� x

tanp320q p1000� xq � h

tanp320q �1000� h cotp350q� � h

1000 tanp320q � h tanp320q cotp350q � h

1000 tanp320q � h� h tanp320q cotp350q
1000 tanp320q � h

�
1� tanp320q cotp350q�

1000 tanp320q
1� tanp320q cotp350q � h

5807,2 � h

Rta: La altura de la montaña es de 5807 pies.

26 [ALTURADE UNA CAPADENUBES]Con el propósi-

to de medir la altura de la capa de nubes en un aeropuerto,

un trabajador enciende un reflector y lo dirige hacia arriba

formando un ángulo de 750 con respecto a la horizontal. Un

observador situado a una distancia de 600 metros realiza la

medición del ángulo de elevación del reflector y observa que es

de 450. Se desea encontrar la altura h de la capa de nubes.

Resolución

De la figura se tiene:
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h cotp450q � h cotp750q � 600

h
�
cotp450q � cotp750q� � 600

h � 600

cotp450q � cotp750q
h � 473,18

6 h � 473 m

27 [DISTANCIA AL SOL] Cuando la Luna se encuentra en

su fase de cuarto creciente, la Tierra, la Luna y el Sol forman un

ángulo de 90 (ver figura). En ese momento, se mide el ángulo

formado por el Sol, la Tierra y la Luna, y se obtiene un valor

de 89,85. Si la distancia entre la Tierra y la Luna es de 240,000

millas, se desea estimar la distancia entre la Tierra y el Sol.
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Resolución

Por razones trigonométricas:

cosp89,85q � 240000

x

x � 240000

0,00261799088
x � 91673351,94

6 x � 91,7 millones de millas

28 [VELOCIDAD DE UN AVION] Un hombre realiza un

vuelo en un pequeño avión desde Fargo hasta Bismarck, Da-

kota del Norte, cubriendo una distancia de 180 millas. Debido

a que realiza el vuelo en contra del viento, el viaje le lleva 2

horas. En el viaje de regreso, el viento sigue soplando a la mis-

ma velocidad, lo que permite que el viaje se realice en solo 1

hora y 12 minutos. Se busca determinar la velocidad del piloto

en condiciones de calma, es decir, sin viento, y la velocidad a

la que sopla el viento.

Resolución
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x: velocidad del avión (piloto)

y: velocidad del viento

d=v�t Ñ v=
d

t

1 hora � 12 min =
h

60min
� 1, 2hrs


 velocidad con viento en calma = d/t

Vencalma � 180

1,2
� 150

Vencontra � 180

2
� 90

x-y=90

x+y=150

2x=240

x=120

x-y=90

120-y=90

y=30

Rpta: la velocidad del piloto con el viento en calma es

120mi/h y la velocidad del viento es 30mi/h

29 [VELOCIDAD DE UN BOTE] Un bote se desplaza

aguas abajo en un ŕıo entre dos puntos, distantes 20 millas,

en un tiempo de una hora. Por otro lado, el viaje de regreso,

en contra de la corriente, tarda 2 horas y media. Se busca de-
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terminar la velocidad del bote y la velocidad de la corriente

del ŕıo.

Resolución

DATOS:


 d = 20 millas


 y = velocidad de la corriente


x = velocidad del bote

d = v�t
v =

20

2,5
� 8

v =
20

1
� 20

x+y=20

x-y=8

2x=28

x=14

x+y=20

14+y=20

y=6

Rpta: la velocidad del bote es de 14 mi/h y de la corriente es

de 6mi/h
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30 [NUTRICION] Una investigadora lleva a cabo un experi-

mento para probar una hipótesis relacionada con los nutrientes

niacina y retinol. Para ello, alimenta a un grupo de ratas

de laboratorio con una dieta diaria compuesta exactamente

por 32 unidades de niacina y 22 unidades de retinol. Utiliza

dos tipos de alimentos comerciales en forma de pastillas. El ali-

mento A contiene 0.12 unidades de niacina y 100 unidades de

retinol por gramo, mientras que el alimento B contiene 0.20

unidades de niacina y 50 unidades de retinol por gramo. Se

desea determinar la cantidad de gramos de cada alimento que

la investigadora proporciona diariamente al grupo de ratas.

Resolución


 x: cantidad de alimento A


 y. cntidad de alimento B

1�0.12x + 0.20y = 32

2�100x + 50y = 22000

0.12x = 32 �0.20y
x =

800

3
� 5y

3

100

�
800

3
� 5y

3



� 50y �

22000
80000

3
� 500y

3
� 50y � 22000

�350y
3

� �14000
3

y = 40g

x =
800

3
� 5 � 40

3

x = 200g

Rpta: Ella le da 40g del alimento B y 200g del alimento A.
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31 [MEZCLAS DE CAFE] Un cliente en una cafeteŕıa ad-

quiere una mezcla de dos variedades de café: Kenia, que tiene

un costo de s/. 3.50 por kg, y Sri Lanka, que tiene un costo

de s/. 5.60 por kg. El cliente compra tres libras de la mezcla

en total, lo cual le cuesta s/. 11.55. Se desea determinar la

cantidad de kg de cada variedad de café que fueron utilizadas

en la mezcla.

Resolución

x = kg de café Kenia

y = kg de café lanka

-(3.50)x + y = 3

3.50x + 5.60y = 11.55

-3.50x - 3.50y = -10.50

3.50x + 5.60y = 11.55

2.10y = 1,05

y = 0,5

x + y = 3 Ñ x + 0,5 = 3 Ñ x = 2,5

Rpta: en la mezcla entro 2,5 kg de café kenia y 0,5 kg de café

lanka

32 [PROBLEMA DE MEZCLAS] Un qúımico posee dos

Lc. Raul Champi Apaza 324 M.Sc. Roger Ccama Alejo



grandes contenedores de solución de ácido sulfúrico, los cua-

les tienen diferentes concentraciones de ácido en cada uno. Al

mezclar 300 ml de la primera solución con 600 ml de la segun-

da solución, obtiene una mezcla que tiene una concentración

ácida del 15%. Por otro lado, al mezclar 100 ml de la primera

solución con 500 ml de la segunda solución, obtiene una mezcla

con una concentración ácida del 12.5%. Se desea determinar

las concentraciones de ácido sulfúrico en los contenedores ori-

ginales.

Resolución


x = la concentración de la primera mezcla


y = la concentración de la segunda mezcla

300x + 600y = 0,15(900)

-3 (100x + 500y = 0,125 �600)
300x + 600y = 13

-300x - 1500y = -225

-900y = -90 Ñ y =
�90
�400 Ñ y= 0,10

100x + 500y = 75

100x + 500 (0,10) = 75

100x = 75 - 50
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100x = 25

x = 0,25

Rpta: el primer contenido tiene una mezcla de ácido sulfúrico

a una concentración del 25%. El segundo contenido tiene una

concentración del 10%

33 [PROBLEMA DE MEZCLAS] Una bióloga dispone de

dos soluciones de salmuera, una con una concentración de sal

del 5% y otra con una concentración de sal del 20%. Se busca

determinar la cantidad de mililitros de cada solución que debe

mezclar para obtener 1 litro de una solución que contenga un

15% de sal.

Resolución


 x = cantidad de sal en la primera


 y = cantidad de sal en la segunda

-0,20 (x + y = 1000)

0,05x + 0,20y = 140

-0,20x - 0,20y = -200

0,05x + 0,20y = 140

-0,15x = -60
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x =
�60
�0, 15

x = 400

Rpta: la bióloga tendrá 400 mL en la primera salmuera al 5%

de sal y 600 mL en la segunda salmuera al 20% de sal.
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	Modelado con Funciones

1 Temperaturas relacio-

nadas La relación funcional

entre grados Celsius T oC

y grados Fahrenheit T oF

es lineal. Exprese T oF co-

mo una función de T oC

si (0oC, 32oF ) y (60oC,

140oF ) están en la gráfi-

ca de T oF . Muestre que

100oC es equivalente al pun-

to de ebullición Fahrenheit

212oF . Vea la figura.

Resolución

2 Temperaturas relacio-

nadas La relación funcional

entre grados Celsius T oC

y unidades kelvin T oK es

lineal. Exprese T oK como

una función de T oC dado

que (0oC, 273oK) y (27oC,

300oK) están en la gráfica

de T oK. Exprese el punto

de ebullición 100oC en uni-

dades kelvin. El cero abso-

luto se define como 0oK. ¿A

qué es igual esto en grados

Celsius? Exprese T oK como

una función lineal de T oF .

¿A qué es igual 0oK en gra-

dos Fahrenheit? Vea la figu-

ra del ejercicio anterior.

Resolución
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3 Interés simple En interés

simple la cantidad A deven-

gada con el paso del tiem-

po es la función lineal A �
P�Prt, donde P es el capi-

tal, t se mide en años y r es

la tasa de interés anual (ex-

presada como un decimal).

CalculeA al cabo de 20 años

si el capital es P � 1000 y

la tasa de interés anual es 3,4

�. ¿En qué instante se cum-

ple que A � 2200?

Resolución

4 Depreciación lineal La

depreciación de ĺınea recta,

o depreciación lineal, cons-

ta de un art́ıculo que pier-

de toda su utilidad inicial

de A dólares a lo largo de

un periodo de n años por

una cantidad
A

n
anual. Si un

art́ıculo que cuesta $ 20 000

cuando está nuevo se depre-

cia linealmente a lo largo de

25 años, determine la fun-

ción lineal que proporcio-

na el valor V después de

x años, donde 0 ¤ x ¤
25. ¿Cuál es el valor del

art́ıculo al cabo de 10 años?

Resolución

5 Una pelota se lanza hacia
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arriba desde el nivel del piso

con una velocidad inicial de

96 pies/s. La altura que al-

canza la pelota con respec-

to al suelo está dada por la

función cuadrática Sptq �
�16t2�96t. ¿En qué instan-

te la pelota está en el sue-

lo? Grafique S sobre el inter-

valo de tiempo para el cual

Sptq ¥ 0.

Resolución

6 En el problema 5, ¿en qué

instante la pelota está a 80

pies por arriba del piso?

¿Cuán alto asciende la pelo-

ta?.

Resolución

7 ¿Cómo encontraŕıa una

ecuación de la recta que es

perpendicular a la bisectriz

del segmento de la recta que

pasa por

�
1

2
, 10



y

�
3

2
, 4



?

Resolución

8 Usando sólo los conceptos

presentados en esta sección,

¿cómo demostraŕıa o refu-

taŕıa que el triángulo con

vértices p2, 3q, p�1,�3q y

p4, 2q es rectángulo?

Resolución
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9 Temperatura Fah-

renheit Suponga que:

T ptq � 50�10 sen π

12
pt�8q, 0 ¤ t ¤ 24

es un modelo matemático de

la temperatura Fahrenheit a

las t horas después de me-

dianoche durante un cierto

d́ıa de la semana.

aq ¿Cuál es la temperatura

a las 8 a.m.?

bq ¿A qué hora(s) se cum-

ple T ptq � 60 ?

cq Encuentre las tempera-

turas máxima y mı́nima,

aśı como las horas a que

ocurren.

Resolución

10 Aceleración debida a la

gravedad Debido al movi-

miento de rotación de la Tie-

rra, la forma de ésta no es

esférica, sino que se elonga

en el ecuador y se achata en

los polos. Como resultado, la

aceleración debida a la gra-

vedad no es la constante 980

cm{s2, sino que vaŕıa con la

latitud θ. Estudios satelita-

les han sugerido que la acele-

ración debida a la gravedad

g es aproximada por el mo-

delo matemático

g � 978,0309�5,18552 sen2 θ�0,00570 sen2p2θq.
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Encuentre g

aq En el ecuador pθ � 0oq
bq En el polo norte y

cq A 45o latitud norte

Resolución

11 Lanzamiento de bala El

alcance de una bala solta-

da desde una altura h por

arriba del nivel del piso con

una velocidad inicial v0 a un

ángulo ϕ con respecto a la

horizontal puede aproximar-

se por el modelo matemáti-

co:

R � v0 cosϕ

g

�
v0 senϕ�

b
v20 sen

2 ϕ� 2gh

�
donde g es la aceleración de-

bida a la gravedad. Vea la fi-

gura.

aq Si v0 � 13,7 m/s, ϕ �
40o y g � 9,8 m{s2,
compare los alcances que

se obtienen para las al-

turas h � 2,0 m y h �
2,4 m.

bq Explique por qué un in-

cremento en h produ-

ce un incremento en el

alcance R si los otros

parámetros se mantie-

nen fijos.

cq ¿Qué implica lo anterior

respecto a la ventaja que

la altura otorga a un lan-

zador de bala?

Resolución
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12 Considere una escalera de

longitud L apoyada en un

muro con una carga en el

punto P como se muestra en

la figura. El ángulo β? al que

la escalera está al borde de

deslizarse, está definido por:

x

L
� c

1� c2pc� tan βq

donde c es el coeficiente de

fricción entre la escalera y el

piso.

aq Encuentre β cuando

C � 1 y la carga está

en la parte superior de

la escalera.

bq Encuentre β cuando c �

0,5 y la carga está a
3

4
de la longitud de la es-

calera empezando desde

el piso.

Resolución

13 Un avión se desplaza hacia

el oeste a velocidad cons-

tante v1 cuando sopla vien-

to desde el norte a veloci-

dad constante v2. El rum-

bo del avión al sur del oes-

te está dado por: θ �
tan�1

�
v2
v1



. Vea la figura.

Encuentre el rumbo de un
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avión que se desplaza hacia

el oeste a 300 km/h si so-

pla viento desde el norte a

60 km/h.

Resolución

14 Sean m y n enteros po-

sitivos. La suma de dos

números no negativos es

S. Exprese el producto de

la m-ésima potencia de

uno y la n-ésima poten-

cia del otro como una fun-

ción de uno de los números.

Resolución

15 Exprese el área del

rectángulo sombreado en la

figura como una función de

x.

Resolución

16 Exprese la longitud del seg-

mento de recta que contiene

al punto p2, 4q mostrado en

la figura como una función

de x.
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Resolución

17 Exprese como una función

de x la distancia de un pun-

to px, yq sobre la gráfica de

x � y � 1 al punto p2, 3q.
Resolución

18 Exprese como una función

de x la distancia de un pun-

to px, yq sobre la gráfica de

y � 4 � x2 al punto p0, 1q.
Resolución

19 Un ranchero desea cercar un

corral rectangular cuya área

es de 1000 pies2 usando dos

tipos de valla distintos. A

lo largo de dos lados para-

lelos, la valla cuesta $ 4 por

pie. Para los otros dos lados

paralelos, la valla cuesta $

1.60 por pie. Exprese el cos-

to total para cercar el corral

como una función de la lon-

gitud de uno de los lados con

valla que cuesta $ 4 por pie.

Resolución

20 El marco de un cometa cons-
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ta de seis partes de plásti-

co ligero. El marco externo

del cometa consta de cua-

tro partes cortadas de ante-

mano; dos partes de longi-

tud 2 pies y dos partes de

longitud 3 pies. Exprese el

área del cometa como una

función de x, donde 2x es la

longitud de la barra trans-

versal horizontal mostrada

en la figura.

Resolución

21 Una empresa desea cons-

truir una caja rectangular

abierta con un volumen de

450 pulg3, de modo que la

longitud de su base sea tres

veces su ancho. Exprese el

área superficial de la caja co-

mo una función de su ancho.

Resolución

22 Un tanque cónico, con el

vértice hacia abajo, tiene un

radio de 5 pies y una altu-

ra de 15 pies. Vea la figu-

ra. Hacia el tanque se bom-

bea agua. Exprese el volu-

men del agua como una fun-

ción de su profundidad. [

Sugerencia: El volumen de

un cono es V � 1

3
πr2h ]
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Resolución

23 El automóvil A pasa por el

punto O en dirección al es-

te a velocidad constante de

40 mi/h; el automóvil B pa-

sa por el mismo punto 1 hora

después en dirección al nor-

te a velocidad constante de

60 mi/h. Exprese la distan-

cia entre los automóviles co-

mo una función del tiempo t,

donde t se mide empezando

cuando el automóvil B pasa

por el punto O. Vea la figu-

ra.

Resolución

24 En el instante t � 0 (medido

en horas), dos aviones con

una separación vertical de 1

min pasan uno encima del

otro, volando en direccio-

nes opuestas. Vea la figu-

ra. Los aviones vuelan ho-

rizontalmente a velocidades

de 500 min/h y 550 min/h.

aq Exprese la distancia ho-

rizontal entre los aviones

como una función de t. [

Sugerencia : Distancia
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= velocidad � tiempo. ]

bq Exprese la distancia dia-

gonal entre los aviones

como una función de t.

Resolución

25 La piscina que se muestra en

la figuramide 3 pies de pro-

fundidad en la parte poco

profunda, 8 pies en la pro-

funda, 40 pies de largo, 30

pies de ancho y el fondo es

un plano inclinado. Hacia la

piscina se bombea agua. Ex-

prese el volumen del agua en

la piscina como una función

de la altura h del agua por

arriba del extremo profun-

do. [ Sugerencia: El volu-

men es una función definida

por partes con dominio defi-

nido por 0 ¤ h ¤ 8. ]

Resolución

26 Las regulaciones del Servi-

cio Postal de Estados Uni-

dos de América para el env́ıo

de paquetes postales estipu-

lan que la longitud más la

circunferencia (el peŕımetro

de un extremo) de un paque-

te no debe exceder 108 pulg.

Exprese el volumen del pa-

quete como una función del
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ancho x mostrado en la fi-

gura.

Resolución

27 Exprese la altura del globo

mostrado en la figura como

una función de su ángulo de

elevación.

Resolución

28 A una gran plancha metáli-

ca de 40 pulg de ancho se da

forma de V al doblarla por

la mitad a lo largo de su lon-

gitud. Exprese el área de la

sección transversal triangu-

lar del canal como una fun-

ción del ángulo θ en el vérti-

ce de la V . Vea la figura.

Resolución

29 Como se muestra en la fi-

gura, un tablón está apoya-

do en un caballeta, de modo

que un extremo está apoya-

do en el suelo y el otro con-

Lc. Raul Champi Apaza 339 M.Sc. Roger Ccama Alejo



tra una construcción. Expre-

se la longitud L del tablón

como una función del ángu-

lo θ indicado. [Sugerencia:

Use dos triángulos rectángu-

los.]

Resolución

30 Un ranchero desea cercar un

terreno de pasto en forma de

triángulo rectángulo usan-

do 2 000 pies de valla a la

mano. Vea la figura. Ex-

prese el área de ese terreno

como una función del ángu-

lo θ. [Sugerencia: Use los

śımbolos en la figura para

formar cot θ y csc θ.]

Resolución

θ

y � z sen θ
z

x � z cos θ

31 Una estatua se coloca en un

pedestal como se muestra en

la figura. Exprese el ángu-

lo de visión θ como una fun-

ción de la distancia x desde

el pedestal.

Lc. Raul Champi Apaza 340 M.Sc. Roger Ccama Alejo



Resolución

32 En un texto de ingenieŕıa, el

área del octágono mostrado

en la figura está dada por

A � 3,31r2. Demuestre que

esta fórmula es en realidad

una aproximación al área;

es decir, encuentre el área

exacta A del octágono como

una función de r.

Resolución

33 Una mujer en una isla desea

llegar a un punto R en una

costa recta desde un pun-

to P en la isla. El punto P

está a 9 min de la costa y

a 15 min del punto R. Vea

la figura. Si la mujer rema

en un bote a una velocidad

de 3 min/h hacia un pun-

to Q en tierra, y luego ca-

mina el resto del camino a

una velocidad de 5 min/h,

exprese el tiempo total nece-

sario para que la mujer lle-

gue al punto R como una

función del ángulo θ indica-

do. [ Sugerencia: Distancia

= velocidad � tiempo.]
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Resolución

34 Se piensa construir una ca-

ja cerrada en forma de cu-

bo usando dos materiales

distintos. El material para

los lados cuesta 1 centa-

vo por cent́ımetro cuadrado

y el material para las ca-

ras superior e inferior cuesta

2.5 centavos por cent́ımetro

cuadrado. Exprese el costo

total C de construcción co-

mo una función de la longi-

tud x de un lado.

Resolución

35 Exprese el volumen V de la

caja que se muestra en la fi-

gura como una función del

ángulo θ indicado.

Resolución

36 Se construirá un canalón con

una lámina metálica de 30

cm de ancho al doblar los

bordes de ancho 10 cm a lo

largo de cada lado, de modo

que los lados formen ángu-

los ϕ con la vertical. Vea la

figura . Exprese el área de
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la sección transversal del ca-

nalón como una función del

ángulo ϕ.

Resolución

37 Un tubo metálico se insta-

lará horizontalmente alrede-

dor de una esquina en for-

ma de ángulo recto desde un

vest́ıbulo de 8 pies de ancho

hacia un vest́ıbulo de 6 pies

de ancho. Vea la figura. Ex-

prese la longitud L del tubo

como una función del ángulo

θ que se muestra en la figu-

ra.

Resolución

38 En la figura se muestra un

prisma cuyas caras parale-

las son triángulos equiláte-

ros. La base rectangular del

prisma es perpendicular al

eje x y está inscrita en el

ćırculo x2 � y2 � 1 Expre-

se el volumen V del prisma

como una función de x.

Resolución
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39 El contenedor que se mues-

tra en la figura consta de

un cono invertido (abierto

en su parte superior) sujeto

a la parte inferior de un ci-

lindro circular recto (abierto

en sus partes superior e infe-

rior) de radio fijo R. El vo-

lumen V del contenedor es

fijo. Exprese el área super-

ficial total S del contenedor

como una función del ángu-

lo θ indicado. [ Sugerencia:

El área superficial lateral

de un cono está dada por

πR
?
R2 � h2 ]

Resolución
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Caṕıtulo 11

SISTEMA DE ECUACIONES

Se denomina sistema de ecuaciones a un conjunto de ellas que

se verifican par un mismo valor de las incógnitas.

Sistemas Equivalentes: Dos o mas sistemas son equivalentes

cuando tienen las mismas soluciones

Solución de un Sistema: Es un conjunto de valores de las

letras llamadas incógnitas, que al sustituir por estos valores en las

ecuaciones, todas se transforman en identidades.

Método de eliminación y Resolución: Son muy variados

entre los mas elementales se encuentran:

1. Sustitución

2. Igualación

3. Reducción

Se explican estos métodos con el siguiente sistema.
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	Ejercicios Propuestos

1 Resolver los siguientes sistemas.

aq
$&% 2x� 5y � 26

3x� 4y � �7

bq
$&% x� 3y � 6

5x� 2y � 13

cq
$&% 4x� 5y � 5

�4x� 10y � �7

dq
$&% 11x� 13y � �163
�8x� 7y � 94

eq
$&% 10x� 18y � �11

16x� 9y � �5

fq
$&% 5px� 3yq � p7x� 8yq � �6

7x� 9y � 2px� 18yq � 0

gq
$&% 2px� 5q � 4py � 4xq

10py � xq � 11y � 12x

hq
$&% 3x� 4y � 2p2x� 7q � 0

5px� 1q � p2y � 1q � 0

iq
$&% 12px� 2yq � 8p2x� yq � 2p5x� 6yq

20px� 4yq � �10

jq
$&% xpy � 2q � ypx� 3q � �14

ypx� 6q � xpy � 9q � 54

kq

$'''''&'''''%

6x� 9y � 4

4x� 6y � 5
� 2

5

2x� 3y � 3

3x� 2y � 4
� 6

11

lq

$''''&''''%
3x� 2y

x� y � 15
� �9

4x

3
� 5py � 1q

8
� �1

mq

$''''&''''%
2x� 5

17
� p5� yq � �60

y � 62

2
� p1� xq � 40

nq

$'''''&'''''%

3x� 4y

x� 6y
� �30

23

9x� y

3� x� y
� �63

37
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ñq

$''''&''''%
x� 4x� 1

9
� 2y � 5

3

y � 3y � 2

7
� x� 18

10

oq

$'''''&'''''%

3

x
� 7

3y
� 2

3

1

4x
� 8

y
� 103

84

pq

$'''''&'''''%

3

10x
� 1

3y
� 1

47

60

6

5x
� 1

4y
� 2

4

5

qq

$'''''&'''''%

1

x
� 1

y
� a

1

x
� 1

y
� b

rq

$'''''&'''''%

a

x
� b

y
� 2

2

x
� 3b

y
� 2� 3a

a

sq

$'''''&'''''%

2

x
� 2

y
� m� n

mn

m

x
� n

y
� 0
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