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Prólogo 

El presente texto está dirigido a los estudiantes de Matemáticas de los 

últimos semestres de pregrado y estudiantes de postgrado en ciencias con 

mención en Matemática, Matemática aplicada o Ingeniería matemática in- 

clinados al estudio de los métodos numéricos para EDPs. La obra trata de 

dar los alcances iniciales para la comprensión y dominio total del Método de 

Diferencias Finitas. Desde la discretización del problema, la aplicación del 

método, el respectivo análisis de consistencia, convergencia - estabilidad y la 

implementación computacional. Discriminando diferentes tipos de Métodos 

de Diferencias Finitas y presentando diversos ejemplos de aplicación. Los 

tópicos se presentan en forma clara y concisa pensando en ofrecer un mate- 

rial con el cual nos hubiera gustado contar al inicio de nuestros estudios de 

postgrado. 

 En el capítulo I, una visión histórica y evolución sobre el estudio de 

la variable metereológica como la temperatura, proponiendo un esque- 

ma de diferencias finitas denominado forward upstream para el estudio 

de sus términos advectivos, los cuales son una parte fundamental de 

cualquier modelo de dinamica de fluidos [8]. 

 En el capítulo II se presentan las definiciones básicas, la discretización 

de la ecuación y la representación de la transformada discreta de Fou- 

rier en los tres casos: 

Unidimensional- bidimesional- tridimensional, con lo cual se realiza el 

análisis de Von Neumann para la estabilidad de algunos tipos de esque- 

mas en diferencias finitas ([11], [20],[15]). 

 En el capítulo III se presenta el esquema Upwind, desarrollándose la 

discretización del método y el análisis completo de la consistencia, con- 

vergencia y estabilidad ([12],[11]). 

 En el capítulo IV se desarrollan las representaciones del esquema de 

Upwind y se analiza la ecuación de Transporte ([12],[3],[18]). 



 

 

 

 

 

En el capítulo V hacemos un estudio del esquema forward upstream en 

3D, considerando un problema tridimensional el cual es una abstración 

matemática de la física de la conducción del calor, para dar solución a 

este problema usamos las diferencias finitas para discretizar el dominio, 

la variable y la ecuación; finalmente hacemos un análisis numérico, 

iniciando el estudio con la consistencia, convergencia y estabilidad. 

En el capítulo VI se presentan 4 casos de aplicación del método de 

diferencias finitas y para la última aplicación se hace una comparación 

del esquema de diferencia central. 

En el capítulo VII se toma como modelo de un problema no lineal a 

la ecuación de Burgers y se aplica la discretizacón Upwind de cuatro 

puntos [7]. 

Finalmente, en el capítulo VII se presentan los códigos de todos los 

problemas trabajados en el texto, los cuales se implementaron en Octa- 

ve y Fortran 90. ([7],[12],[11]). 

 



 

 

 

 

 

AGRADECIMIENTO 
Expresamos nuestro infinito agradecimiento a Dios, y a dos grandes Ma- 

temáticos que nos brindaron sus sabios consejos y orientación como son el 

Dr. Obidio Rubio Mercedes, docente principal de la Universidad Nacional de 

Trujillo y el Dr. Luis Jhony Caucha Morales docente principal de la Univer- 

sidad Nacional de Tumbes, los cuales fueron de gran ayuda para culminar el 

presente texto. ¡GRACIAS! 

Los autores 



 

 

 

 



 

 

 

 

∈ 

 

Índice general 

I. Introducción 1 

II. Método de diferencias finitas 3 

2.1. Solución del problema discreto ....................................................... 3 

2.1.1. Discretización del dominio ................................................. 3 

2.1.2. Discretización de la variable ............................................... 4 

2.1.3. Discretización de la ecuación por Diferencias Finitas 5 

2.2. Definiciones básicas ........................................................................ 8 

2.3. Representaciones de la tranformada discreta de Fourier .................. 9 

2.3.1. Caso unidimensional ........................................................... 9 

2.3.2. Caso bididimensional........................................................ 10 

2.3.3. Caso tridimensional .......................................................... 10 

2.3.4. Discretización de la ecuación de transporte ...................... 11 

2.4. Esquema Forward Upstream ......................................................... 13 

2.4.1. Condición necesaria y suficiente de estabilidad ................ 19 

2.4.2. Condición suficiente de estabilidad .................................. 19 

2.5. Análisis de Von Neumann ............................................................. 21 

2.6. Análisis de Von Neumann sobre ξ [0, 2π) ................................. 23 

2.6.1. Operadores discretos de Diferencias Finitas ..................... 23 

2.7. Ejemplos de esquemas mas comunes ............................................ 27 

III. Esquema Upwind: Consistencia, convergencia y estabilidad 31 

3.1. Discretización de la Ecuación Diferencial ..................................... 31 

3.2. Consistencia .................................................................................. 33 

3.3. Estabilidad ..................................................................................... 34 

3.4. Convergencia ................................................................................ 37 

IV. Representaciones del esquema Upwind 39 

4.1. Ecuación de convección unidimensional ....................................... 39 

4.2. Amplitud, dispersión y error de face computacional ..................... 42 

4.3. Ecuación de transporte unidimensional ......................................... 50 



 

 

 

 

 

 

4.3.1. Análisis numérico para la ecuación de transporte . . 52 

4.3.2. Esquemas para la ecuación de transporte .......................... 53 

V. Esquema Forward Upstream en 3D 57 

5.1. Formulación del problema ............................................................. 57 

5.2. Solución del problema discreto ..................................................... 58 

5.2.1. Discretización del dominio ............................................... 58 

5.2.2. Discretización de la variable ............................................. 58 

5.2.3. Discretización de la ecuación por diferencias finitas . 60 

5.2.4. Discretizada del problema de valor inicial y de contorno 63 

5.3. Análisis numérico del esquema Forward Upstream ....................... 66 

5.3.1. Consistencia...................................................................... 66 

5.3.2. Estabilidad ........................................................................ 67 

5.3.3. Convergencia .................................................................... 77 

VI. Aplicaciones 79 

6.1. Aplicación 1 .................................................................................. 79 

6.2. Aplicación 2 .................................................................................. 82 

6.3. Aplicación 3 .................................................................................. 84 

6.4. Aplicación 4 .................................................................................. 86 

VII. Problemas no lineales: Ecuación de Burgers 89 

7.1. Ecuación de Burgers...................................................................... 89 

7.2. Discretización Upwind de cuatro puntos ....................................... 92 

7.3. Esquemas para la ecuación de transporte no lineal ........................ 95 

VIII. Apéndice 101 

8.1. Código del método de Upwind .................................................... 101 

8.2. Código del método de Lax Friedrichs.......................................... 102 

8.3. Código del método de Lax Wendroff .......................................... 103 

8.4. Código del método de Leap-Frog ................................................ 104 

8.5. Código de la ecuación de Advección ........................................... 106 

8.5.1. Código de Gráfica de la aplicación uno en Octave ......... 110 

8.6. Código de ecuación de transporte lineal ...................................... 111 

8.6.1. Código de Gráfica en Octave .......................................... 120 

8.7. Código de la ecuación de transporte no Lineal ............................ 120 

8.7.1. Código de Gráfica en Octave .......................................... 128 



 

 

 

 

≡ 

— 

— 

 

Índice de figuras 

 
2.1. Nodo interior rojo (xi, tj) = (ihx, jk)   (ihx, nht) del do- 

minio espacial. ..............................................................................4 

2.2. Molécula de estudio de esquemas explícitos ................................. 17 

2.3. Molécula de estudio de esquemas implícitos ................................. 17 

2.4. Cambios de temperatura del esquema de Lax-Wendroff usado 

en la ecuación de transporte lineal, ver capítulo aplicaciones 

(aplicación 2). ................................................................................ 18 

2.5. Cambios de temperatura del esquema FTCS usado en la ecua- 

ción de transporte lineal, ver capítulo aplicaciones (aplicación 

2). .................................................................................................. 18 

2.6. Círculo unitario de radio ζ y centro 1  ζ en el plano complejo 

que representa estabilidad del método. .......................................... 25 

2.7. Círculo unitario de radio ζ y centro 1+ζ en el plano complejo 

que representa estabilidad del método. .......................................... 26 

2.8. Círculo unitario de radio ζ y centro 1  ζ en el plano complejo 

que representa inestabilidad del método. ....................................... 26 

2.9. Comportamiento del esquema upwind en el tiempo t = 0, 

t = 17 y t = 25 ............................................................................. 27 

2.10. Comportamiento del esquema Lax-Friedrichs en el tiempo 

t = 0, t = 17 y t = 25 .................................................................. 28 

2.11. Factor de amplificación usando el esquema Lax-Friedrichs, 

para a>0. ........................................................................................ 28 

2.12. Comportamiento del esquema Lax-Wendroff en el tiempo t = 
0, t = 17 y t = 25 ......................................................................... 29 

2.13. Factor de amplificación usando el esquema Lax-Wendroff, 

para a>0. ........................................................................................ 29 

2.14. Comportamiento del esquema Leap-Frog en el tiempo t = 0, 

t = 17 y t = 25 ............................................................................. 30 

2.15. Factor de amplificación usando el esquema Leap-Frog, para 

a>0. ............................................................................................... 30 



 

 

 

 

 

 

4.1. Temperatura obtenida por la aproximación computacional de 

la ecuación de advección 
∂θ 

∂t = −u 
∂θ 

usando el esquema 
∂x 

forward upstream (4.4) sujeto a la condición inicial (4.2) y la 

condición de frontera (4.3) cuando γ es idénticamente igual a 

γexacto ................................................................................................................................... 46 
4.2. Temperatura obtenida por la aproximación computacional de 

la ecuación de advección 
∂θ 

∂t = −u 
∂θ 

usando el esquema 
∂x 

forward upstream (4.4) sujeto a la condición inicial (4.2) y la 

condición de frontera (4.3) para (a) λ = 0,4 y (b) λ = 0,8. . 48 

4.3. Temperatura obtenida por la aproximación computacional de 

la ecuación de advección 
∂θ 

∂t = −u 
∂θ 

usando el esquema 
∂x 

forward upstream (4.4) sujeto a la condición inicial (4.2) y la 

condición de frontera (4.3) con una longitud de onda 80hx. . 50 

5.1. Nodo interior ξi,j,k del dominio espacial. ..................................... 59 

5.2. Intervalo IC = [β1, β2], que contiene βC con |ρ(βc)| > 1 + 
Ck para algún valor de hξ = βc ∈ Ic .............................................................. 74 

6.1. Cambios de temperatura por el esquema forward upstream. ......... 81 

6.2. Cambios de temperatura incorporando la condición de fron- 

tera ϕ(0, 0) = ϕ(1, 0) = 50 .......................................................... 81 

6.3. Cambios de temperatura para ht = 0,05 ....................................... 84 

6.4. La temperatura (a),(b),(c) estable y (d) inestable. .......................... 87 

6.5. Temperatura estable en tiempo t20 = 1 ......................................... 88 

7.1. Gráfica de la ecuación de Burgers en diferentes tiempos para 

una viscosidad ν = 1/10 ............................................................... 91 

7.2. Gráfica de la ecuación de Burgers en diferentes tiempos para 

una viscosidad ν = 1/40 ............................................................... 92 

7.3. Gráfica de la ecuación de Burgers en diferentes tiempos para 

una viscosidad ν = 1/300 ............................................................. 92 

1 

1 

1 



 

 

 

 

× 

× 

 

Índice de cuadros 

4.1. Precisión del esquema forward upstream para ht = 0,2 ................ 42 
4.2. Precisión del esquema forward upstream para ht = 0,1 ................ 42 

4.3. Valor de la amplitud γ1 y error de face 
ς˜ϕ 

por pasos de tiem- 
u1 

po como una función de longitud de onda para la aproxi- 

mación computacional de la ecuación de advección 
∂θ 

= 
∂t 

∂θ 
−u1 

∂x 
usando el esquema forward upstream.............................. 47 

4.4. Precisión del esquema forward upstream para ht = 0,2 y 

α = 1 10−4 ................................................................................................................ 52 

4.5. Precisión del esquema forward upstream para ht = 0,2 y 

α = 1 10−6 ................................................................................................................ 52 

4.6. Precisión del esquema forward upstream para ht = 0,1 y 

α = 1 × 10−6 ................................................................................................................ 52 

6.1. Cambios de temperatura con ϕ(0, t) = ϕ(1, t) = 100. ................. 80 

6.2. Cambios de temperatura incorporando ϕ(0, 0) = ϕ(1, 0) = 
50. ................................................................................................. 82 

6.3. Cambio de temperatura en un tiempo máximo de 3000 segun- 

dos. ................................................................................................ 82 

6.4. Cambios de temperatura. ............................................................... 83 

6.5. Cambios de temperatura. ............................................................... 83 

6.6. Temperatura en un tiempo máximo de 1 segundo ......................... 83 

6.7. Cambios de temperatura. ............................................................... 85 



1 

 

 

 

∂t ∂x 

 

Capítulo I 

 

Introducción 

 
Fue Wilhelm Bjerknes (1904) el primero en señalar que el estado futu- 

ro de la atmósfera, puede obtenerse por medio de un sistema de ecuaciones 

diferenciales apropiado que describe el estado observado de los fenómenos 

atmosféricos ([14] y [16]). Por tal motivo, estudiaremos cautelosamente el 

término advectivo por ser éste fundamental, y de la variedad de los esque- 

mas de diferencias finitas que discretizan dicho término, usaremos esquemas 

comunmente utilizados como el upwind (o, forward upstream) en el cual es 

caracterizado por los esquemas "forward time forward space" denotado por 

(FTFS) y "forward time backward space" denotado por (FTBS) ([13], [15], 

[22], [18]), Euler progresivo (FTCS, forward time central space), Euler retra- 

sado (BTCS, backward time central space), Lax-Friedrichs, Lax-Wendroff, 

Leap-Frog, Du Fort-Frankel, Crank-Nicolson,Crank-Nicolson generalizado 

(con operador masa, elemento finito,diferencia finita, upwind cuatro puntos) 

y upwind cuatro puntos ([7], [17], [19], [1], [21], [5]). 

 

Existen criterios de Courant - Friedrichs - Lewy y Von Neumann [3], aso- 

ciados a los diferentes procesos físicos, que se estudiaran y aplicarán en el 

estudio del término de advección y difusión como consistencia, convergen- 

cia y estabilidad que determinan el orden de convergencia de las soluciones 

aproximadas a las exactas y establecen las condiciones necesarias y suficien- 

tes del modelo; pues se puede observar en las ecuaciones que gobiernan el 

movimiento de los fenómenos atmosféricos aparecen términos advectivos de 

la forma u
∂θ 

los cuales son una parte fundamental de cualquier modelo de 
∂x 

dinámica de fluidos [8], cuyo modelo más simple es la ecuación de convec- 

ción unidimensional 
∂θ 

= −u
∂θ 

. 

Actualmente la aproximación de la ecuación de convección ha sido estudiada 
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por Roger A. Pielke, con un alto grado de versatilidad [18]. Debemos resal- 

tar que las aproximaciones de las derivadas en la ecuación diferencial por 

diferencias finitas resultan cuando se usa la formulación serie de Taylor, lla- 

mado también método de discretización por diferencias finitas y consiste en 

la aproximación de las derivadas las cuales representan tasas de cambio; una 

derivada contiene información acerca de la variación local de una función. 

Por tanto, una aproximación en diferencia a una derivada, debería atender 

a estos significados acoplando la información en los puntos vecinos de una 

malla, este acoplamiento se puede realizar con la serie de Taylor truncada de 

la función en una vecindad del punto, éste es uno de los métodos a utilizar pa- 

ra obtener las ecuaciones de discretización de la ecuación diferencial parcial 

de transporte de energía tridimencional; la principal propiedad de la ecuación 

discretizada resultante, es que la solución obtenida satisface a la ecuación, 

independientemente del tamaño de la malla definida [15]. 

 

Cuando se implementan esquemas de advección, frecuentemente se desean 

las siguientes propiedades [por ejemplo, Rood, 1987; Lauritzen, 2011]: (1) 
conservación de masa, (2) monotónica, definida positiva y no oscilatoria, (3) 
difusión numérica baja, (4) local, (5) precisa, (6) estable (7) eficiente desde 

un punto de vista computacional, (8) eficiencia computacional multitrazador 

(reutilización de cálculos repetidos), (9) retiene correlaciones no lineales tra- 

zadoras y (10) conservación de masas de múltiples componentes. 

 

Sin embargo, la mayoría de los esquemas de advección no son capaces de rea- 

lizar simultáneamente todas las propiedades enumeradas anteriormente [8]. 

Por tales razones es común preguntarse si los esquemas antes mencio- 

nados generan soluciones suficientemente buenas, en el sentido que tales 

soluciones aproximen a la solución exacta de alguna ecuación diferencial 

lineal o no lineal. 

Con la finalidad de cumplir con este propósito se enunciará diferentes ejem- 

plos incluido su implementación en código fortran 90 y para las gráficas se 

usará software Octave, cuya versatilidad son contrastadas con artículos de la 

literatura. 
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Capítulo II 

Método de diferencias finitas 

 
En esta sección presentaremos conceptos y definiciones básicas para ana- 

lizar esquemas de diferencias finitas, en particular el esquema Forward Ups- 

tream (Upwind) y el esquema de Leap-Frog por ser esquemas usados en sis- 

temas de ecuaciones diferenciales parciales mas complejos que modelan ac- 

tualmente la atmósfera a nivel de mesoescala [18]; el análisis de estos esque- 

mas permitirá ver sus principales bondades como consistencia, convergencia, 

estabilidad, amplitud, dispersión y error de face computacional con respecto 

a otros esquemas como el de Lax-Friedrichs, Lax-Wendroff, FTFS (forward 

time forward space) y FTBS (forward time backward space), además pre- 

sentamos la implementación en código Octave y fortran 90, el cual permite 

facilidad con respecto a las comparaciones numéricas entre los esquemas. 

 

2.1. Solución del problema discreto 

La discretización del problema de valor inicial y de contorno (PVIC) 

usando el esquema de diferencias finitas, se realiza en tres etapas, primero 

discretizamos el dominio, en segundo lugar la variable, y finalmente construi- 

mos un esquema de diferencias para la aproximación numérica de la ecuación 

diferencial. 

 

2.1.1. Discretización del dominio 

Tomamos el dominio Ω := [0, L], este dominio es dividido en un número 

finito de subdominios rectangulares de longitud hx, donde hx > 0, es un nú- 

mero positivo. De igual manera elegimos un número positivo 0 < ht R+ 
que servirá para subdividir el eje t > 0, denominado eje temporal. Los sub- 

dominios rectángulares no necesariamente son homogéneos y en el extremo 
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i 

∈ × 

≡ 

i 

 

de cada rectángulo se define de un modo como sigue 

Definición 2.1.1.1 Sea hx, ht números positivos, una malla es un conjunto 

de puntos de la forma (xi, tn) = (ihx, nht), llamados también nodos donde 

i,n son números enteros no negativos con n > 0. 

Buscamos la solución aproximada en el nodo (xi, nht) Ω R+ correspon- 

de a un nodo en la malla del dominio espacial discreto, cuyos nodos interiores 

en un tiempo n están representados en la Figura 2.1. 

 

 

 

Figura 2.1: Nodo interior rojo (xi, tj) = (ihx, jk)  (ihx, nht) del dominio 

espacial. 

 

 

2.1.2. Discretización de la variable 

La variable o incognita del problema θ, se discretiza usando la malla defi- 

nida en 5.2.1.1, donde a cada nodo (ihx, nht) se le asigna un valor θ(ihx, nht) 
que se denota por 

 

θn = θ(ihx, nht). (2.1) 

Definición 2.1.2.1 Una función discreta ϕ es una función definida sobre una 

malla tal que cada punto (xi, tn) le asignamos un valor real denotado por 

ϕn. 
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Cualquier función continua ϕ sobre Ω R+ puede ser discretizada sobre la 

malla definida en 5.2.1.1, definiendo ϕn = ϕ(xi, tn), en particular la solución 

para un problema de valor inicial y de contorno (PVIC) θ dada en (5.1), es 

discretizado por θn = θ(xi, tn). 
Como no conocemos la solución θ del problema entonces aproximamos 

esta solución discreta θn por una función discreta que la denotamos por ϕn 
i i 

tal que θn ≈ ϕn en cada nodo de la malla. 

Así {ϕn} y {ϕn+1} denota la función discreta en el nivel n y n + 1 respecti- 

vamente, donde: 

ϕn ≈ θ(xi, nht) y ϕn+1 ≈ θ(xi, nht + ht). (2.2) 

Además, la condición inicial discretizada es 

ϕ0 = f0(ihx) con i ∈ Z+, 

y las condiciones de frontera discretizadas sobre los puntos de la malla dada 

en la definición 5.2.1.1 que estan en la frontera del dominio con i Z+, y se 

escriben como 

 
ϕn = f1(0, nht), ϕn = f2(ihx, nht). (2.3) 

0 i 

2.1.3. Discretización de la ecuación por Diferencias Finitas 

Sea la serie de Taylor para el punto (xi, nht + ht) alrededor del punto 

(xi, nht) es 

 
θ(xi, nht + ht) = θ(xi, nht) + ∂θ(xi, nht) 

 
 

∂2θ(xi, nht) h2 
ht + + · · · ,(2.4) 

∂t 

expresamos (5.4) de la siguiente forma 

∂t2 2! 

∂θ(xi, nht) θ(x , nh + h ) = θ(x , nh ) + h + o(h2), (2.5) 
i t t i t ∂t t t 

donde o(h2) denota el término que contiene la segunda derivada y las poten- 

cias mayores de ht. 

De expresión (5.5) se puede obtener la primera derivada de θ en el punto 

(xi, nht) por 

∂θ(xi, nht) 
= 

θ(xi, nht + ht) − θ(xi, nht) 
− o(h ), (2.6) 

∂t ht t 

si truncamos la ecuación (5.6) eliminando el término o(ht) se tiene la apro- 

ximación por diferencias finitas de la primera derivada en el punto (xi, nht), 
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i 

θ − θ 

ϕ − ϕ 

2! x xx i n 
3! x xxx i n 

 

llamada diferencia progresiva en el tiempo la cual tiene un error de trunca- 

miento o(ht), esto es 

∂θ(xi, nht) 
≈ 

θ(xi, nht + ht) − θ(xi, nht) 
, (2.7) 

∂t ht 

usando la notación (5.1) y la notación θn = θ(xi, nht) la aproximación (5.7) 

se expresa como: 
 

∂θ(xi, nht) 

∂t 
≈ 

 

 
n+1 n 

 i i 

ht 

 

 
. (2.8) 

Usando las aproximaciones (5.2) tenemos que la aproximación (5.8) se 

puede escribir como 

∂θ(xi, nht) 

∂t 
≈ 

n+1 n 
  i i 

ht 

 
, (2.9) 

de igual manera usando la serie de Taylor con las variables espaciales 

obtenemos: 

1 
θ(xi ± hx, tn) = θ(xi, tn) ± 

1! 
hxθx(xi, tn) 

+ 
 1 

h2 θ  (x , t ) ± 
 1 

h3 θ (x , t ) + · · · , (2.10) 

de (5.10) se puede obtener la primera derivada de θ en el punto (xi, tn) 
por 

 
∂θ(xi, tn) 

= ±( 
θ(xi ± hx, tn) − θ(xi, tn) 

− o(h )), (2.11) 
∂x hx 

x 

si truncamos la ecuación (5.11) se tiene dos tipos de aproximaciones por di- 

ferencias finitas de la primera derivada en el punto (xi, tn). 
La primera 

∂θ(xi, tn) 
≈ 

θ(xi + hx, tn) − θ(xi, tn) 
, (2.12) 

∂x hx 

llamada diferencia progresiva en la dirección x con un error de truncamien- 

to o(hx), y la segunda 

∂θ(xi, tn) 
≈ 

θ(xi, tn) − θ(xi − hx, tn) 
, (2.13) 

∂x hx 

llamada diferencia regresiva en la dirección x con un error de trunca- 

miento o(hx). 
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h 

x 

h 

n n 

x h2 

n 

n 

 

En términos de la varible discreta tenemos las siguientes aproximaciones de 

las derivadas 

∂θ(xi, tn) ϕ − ϕ 

∂x 
≈   i+1 i 

hx 
, (2.14) 

 

∂θ(xi, tn) ϕn − ϕn 

∂x 
≈ 

i i−1 . (2.15) 
hx 

Así mismo trabajando la serie de Taylor dada en (5.10) tenemos 

 

θ(x + h , t ) = θ(x , t 1 ) +  h θ (x , t ) + 
1 

h2 θ (x , t ) + o(h3), 
i x n i  n 

1! 
x x i n 

 
 

2! x xx i  n x 

(2.16) 
1  1  2 3 θ(x − h , t ) = θ(x , t ) − h θ (x , t ) + h θ  (x , t ) + o(h ), 

i x n i  n 
1! 

x x i n 
2! x xx i  n x 

(2.17) 

sumando las expresiones (5.16) y (5.17), obtenemos 

 
θ(xi +hx, tn)+θ(xi −hx, tn) = 2θ(xi, tn)+h2 θxx(xi, tn)+o(h3)  (2.18) 

x x 

 

de (5.18) obtenemos 

θ(xi + hx, tn) − 2θ(xi, tn) + θ(xi − hx, tn) 2 θ  (x , t ) = −o(h ) (2.19) 
xx i n 2 x 

x 

si truncamos (5.19) se tiene la aproximación por diferencias finitas de la se- 

gunda derivada en el punto (ξi, nht), llamada diferencia central segunda en 

la dirección x la cual tiene un error de truncamiento o(h2), esto es 

θ(xi + hx, tn) − 2θ(xi, tn) + θ(xi − hx, tn) θ  (x , t ) ≈ . (2.20) 
xx i  n 2 

x 

Usando las aproximaciones (5.2) tenemos que a partir de (5.20) aproxi- 

mamos la segunda derivada por 

∂2θ ϕ − 2ϕ  + ϕ (2.21) 
  i+1 i i−1 

( 
∂x2 )i,n ≈ , 

Los cálculos matemáticos en las direcciones y, z son similares ha los usados 

para la obtención de la aproximación (5.21). 

n 
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1 
m 

Σ 

Σ 

· ∈ 

2 

∫ 

∈ · 

∫ 
2 

∫ T 

2 2 

2 

2 

 

2.2. Definiciones básicas 

Definición 2.2.0.1 Sea ℓ2(Z) = {ϕ : Z −→ C; (ϕ(n))n∈Z/ |ϕn|2 < ∞} 
n∈Z 

y sea ⟨, ⟩ un producto interno definido para ϕ, φ ∈ ℓ2; 

⟨, ⟩ : ℓ × ℓ −→ C 
 

(ϕ, φ) '→ ⟨ϕ, φ⟩ = ϕiφi 
i∈Z 

y sea   una norma inducida por el producto interno con 0 < h R, y está 

definida por: 

·  : ℓ −→ R 
1/2 

Σ 
! 

1/2 

ϕ '→  ϕ  ℓ2 = ⟨ϕ, ϕ⟩ = h 
i∈Z 

|ϕi| . 

Definición 2.2.0.2 Sea el espacio V = L2[−T, T ] de periodo T > 0 donde 

 

V := {ϕ : [−T, T ] → C, Lebesgue medible; 

 

con un producto interno ⟨, ⟩ tal que 

⟨, ⟩ : V × V −→ C 

|ϕ(ξ)| dξ < ∞}, 
−T 

 1  T 
(ϕ, φ) '→ ⟨ϕ, φ⟩ = 

2T −T 

 
 

ϕ(ξ)φ(ξ)dξ, 

definido para ϕ, φ L2 y sea   una norma inducida por el producto 

interno definido por: 

·  : V −→ R 

 

ϕ '→  ϕ  L2 = ⟨ϕ, ϕ⟩ 
 
1/2 = 

1 T 
 

 

2T  −T 

 
|ϕ(ξ)| dξ 

1/2 

. 

Definición 2.2.0.3 Sea ϕ(ξ, n) una función discreta definida en Z, entonces 

su transformada de Fourier discreta de ϕ(ξ, n) con n ∈ Z+, es denotado 

como ϕ̂ (ξ ,  n) y definido por: 

ϕ̂ (ξ ,  n) = 
(2π)N/2 

m

Σ

∈ZN 

e−ˆımh.ξϕn hN , 

  ! 
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Σ 
ϕ e− , (2.23) 

^ 

= h 
Σ 

|ϕ  |  = 

∫ 

L 

^ 

 ̂

h h 

— 

 
donde N es la dimensión y 0 < h ∈ R es la distancia espacial; hZN = {hm : 

m ∈ ZN } con mh.ξ un producto interno definido para ξ ∈ [ 
−π 

, 
π 

]N , y la 
h h 

fórmula de inversión es 

n 1 

m = 
(2π)N/2 

[ 
−π 

h 

 
π 

,  ]N 

h 

eı̂mh.ξϕ̂(ξ, n)dξ. 

De la definición 2.2.0.1 y 2.2.0.2 podemos contrastar que existe una corres- 

pondencia biunívoca entre el espacio discreto ℓ2(Z) y el espacio L2[− 
π 

, 
π 

] 

π 
el cual para ξ ∈ [− 

h
, 

h h 
π 

] garantiza que 
h 

 
n 2 
i  ℓ2 

 
n 2 
m 

m∈Z 

π π 
[ ,  ] 

|ϕ̂n(ξ)|2dξ =  ϕ  
2 

2 , (2.22) 

la relación (5.38) es denominada relación de Parserval’s ([21], [3] y [2]). 

 

2.3. Representaciones de la tranformada discreta 

de Fourier 

2.3.1. Caso unidimensional 

De la definición 5.3.2.2, y la notación (5.2) denotando h1 = hx, hℓZ = 
{hℓm : m ∈ Z}; tenemos que mhℓ · ξ es el producto definido para ξ ∈ 
[ 
−π 

, 
 π 

] con ℓ = 1. Siendo ϕ = {ϕn} la función discreta, se define la 
hℓ  hℓ 

i 
transformada discreta de Fourier ϕ(ξ, n) y se escribe de la forma 

h1 
ϕ(ξ, n) = 

(2π)1/2 

donde ̂ ı ∈ C; i ∈ Zy n ∈ Z+. 

 
n ı̂ih1ξ 
i 

i 

Denotando β1 = h1ξ, la transformada discreta de Fourier dada en (5.39) 

se puede escribir como 

h1 Σ ϕ(β , n) = ϕne− ı̂iβ1 , (2.24) 
1 

 
 

donde ̂ ı ∈ C; i ∈ Zy n ∈ Z+. 

(2π)1/2 i 

i 

Aplicando transformada discreta de Fourier de la forma (5.40) en (5.28) 

obtenemos 

Sℓ±ϕ(β1, n) = e± ı̂βℓ ϕ̂ (β1 , n), (2.25) 

ϕ 

∫ 

ϕ 
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h h i,j,k 

(2π)3/2 i,j,k 

 ̂

∈ ∈ ∈ 

 ̂ ^ 

 ̂

h h i,j 

ϕ̂ (ξ , n) = 
h1h2 
Σ 

ϕn e− ı̂ih1ξ1 e− ı̂jh2ξ2 , (2.27) 

1 2 
2π i,j,k 

i,j,k 

i,j,k 

 

donde βℓ = hℓξ para ℓ = 1 así de la ecuación (5.40) y (5.41) podemos definir 

Sℓ± := e±ˆıβℓ para ℓ = 1. (2.26) 

 

2.3.2. Caso bididimensional 

De la definición 5.3.2.2, y la notación (5.2) denotando h1 = hx, h2 = hy, 
hℓZN = {hℓm : m ∈ ZN }; tenemos que mhℓ · ξ es el producto interno 

definido para ξ ∈ [ 
−π 

, 
π 

]N con ℓ = 1, 2. Siendo ϕ = {ϕn } la función 

discreta, se define la transformada discreta de Fourier ϕ(ξ, n) y se escribe de 

la forma 

 
 

2π 

 
donde ̂ ı ∈ C; i, j ∈ Zy n ∈ Z+. 

i,j 
i,j 

Denotando β1 = h1ξ1, β2 = h2ξ2, la transformada discreta de Fourier 

dada en (5.39) se puede escribir como 

ϕ^(β , β , n) = 
h1h2 
Σ 

ϕn e− ı̂iβ1 e− ı̂jβ2 , (2.28) 
 

donde ̂ ı C; i, j Zy n Z+. 

Aplicando transformada discreta de Fourier de la forma (5.40) en (5.28) 

obtenemos 

Sℓ±ϕ(β1, β2, n) = e±ˆıβℓ ϕ(β1, β2, n), (2.29) 

donde βℓ = hℓξ para ℓ = 1, 2 así de la ecuación (5.40) y (5.41) podemos 

definir 

Sℓ± := e±ˆıβℓ para ℓ = 1, 2. (2.30) 

 

2.3.3. Caso tridimensional 

De la definición 5.3.2.2, y la notación (5.2) denotando h1 = hx, h2 = hy, 

h3 = hz, hℓZN = {hℓm : m ∈ ZN }; tenemos que mhℓ · ξ es el producto 

interno definido para ξ ∈ [ 
−π 

, 
π 

]N con ℓ = 1, 2, 3. Siendo ϕ = {ϕn } 

la función discreta, se define la transformada discreta de Fourier ϕ(ξ, n) y se 

escribe de la forma 

ϕ̂ (ξ ,  n) = 
h1h2h3 

Σ 
ϕn e−ˆıih1ξ1 e−ˆıjh2ξ2 e−ˆıkh3ξ3 , (2.31) 
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 ̂ ^ 

 ̂

— ∇ 

× × 

| G ∈ 

1 2 3 
(2π)3/2 i,j,k 

i,j,k 

 

donde ̂ ı ∈ C; i, j, k ∈ Zy n ∈ Z+. 

Denotando β1 = h1ξ1, β2 = h2ξ2, β3 = h3ξ3 la transformada discreta 

de Fourier dada en (5.39) se puede escribir como 

ϕ^(β , β , β , n) = 
h1h2h3 

Σ 
ϕn e− ı̂iβ1 e− ı̂jβ2 e− ı̂kβ3 , (2.32) 

 

 

donde ̂ ı ∈ C; i, j, k ∈ Zy n ∈ Z+. 

Aplicando transformada discreta de Fourier de la forma (5.40) en (5.28) 

obtenemos 

 

Sℓ±ϕ(β1, β2, β3, n) = e±ˆıβℓ ϕ(β1, β2, β3, n), (2.33) 

 

donde βℓ = hℓξ para ℓ = 1, 2, 3 así de la ecuación (5.40) y (5.41) podemos 

definir 

 

Sℓ± := e±ˆıβℓ para ℓ = 1, 2, 3. (2.34) 

 

El modelo que describe el transporte de energía atmosférica tridimensio- 

nal es el siguiente 

 
∂θ 

= 
→−
V .  θ + α∆θ , (2.35) 

∂t 

donde θ = θ(x, y, z, t) es la variable temperatura, V = (v1, v2, v3) el campo 

de velocidad y αi con i = 1, 3 representa los coeficientes de difusión térmica, 

el cual por simplicidad en este trabajo se considera constante[18]. 

El dominio para el estudio es una caja rectangular Ω = [0, L1] [0, L2] 
[0, L3] y tiempo t > 0; cuya condición inicial conocida es θ(x, y, z, 0) = f0, 

y de frontera θ(ξ, t) ∂Ω = para ξ Ω y t > 0. Las condiciones en la 

frontera ∂Ω son del tipo Dirichlet, en cada cara del dominio, la temperatura 

G asume valores denotados por fi con i = 1, 6 
 

 

2.3.4. Discretización de la ecuación de transporte 

Aproximando los términos de advección y difusión de la ecuación (2.35) 

mediante la serie de Taylor truncada después del primer y segundo término, 

se tiene una diferencia finita que aproxima la primera y segunda derivada en 
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— 

— 

— 

— ϕ −  
+ α 

t 

t t 

i±1,j,k 

 ̂ ^ 

t t 

 

el punto (i, j, k) ∈ Z+, de la forma 
 

∂ϕ 
( 
∂x 

)i,j,k ≈ 

∂ϕ 
( 
∂y 

)i,j,k ≈ 

ϕi+1,j,k − ϕi−1,j,k 
 

2hx 

ϕi,j+1,k − ϕi,j−1,k 
 

2hy 

∂2ϕ 
; ( 

∂x2 
)i,j,k ≈ 

∂2ϕ 
; ( 

∂y2 
)i,j,k ≈ 

ϕi+1,j,k 2ϕi,j,k + ϕi−1,j,k 
 

2 
x 

ϕi,j+1,k 2ϕi,j,k + ϕi,j−1,k 
 

2 
y 

∂ϕ 
( 

∂z 
)i,j,k ≈ 

ϕi,j,k+1 − ϕi,j,k−1 
 

2hz 

∂2ϕ 
; ( 

∂z2 
)i,j,k ≈ 

ϕi,j,k+1 2ϕi,j,k + ϕi,j,k−1 
 

2 
z 

. 

(2.36) 

La ecuación discretizada, usando los esquemas de diferencia central dadas en 

(5.21) para vi > 0, i = 1, 3 es 
 

ϕt+1 − ϕt ϕ − ϕ ϕ − ϕ 
i,j,k 

ht 

i,j,k 
= −v1 

i+1,j,k 

2hx 
i−1,j,k − v2 

i,j−1,k 

2hy 
i,j−1,k 

−v3 
t 
i,j,k+1 

t 
i,j,k  1 

1 

t 
i+1,j,k — 2ϕi,j,k 

+ ϕt 
i−1,j,k 

 
+α2 

 
t 
i,j+1,k 

 

— 2ϕi,j,k 

(hy)2 

2hz 
+ ϕt 

i,j−1,k + α3 

 
t 
i,j,k+1 

(hx)2 

— 2ϕi,j,k 

(hz)2 

 
+ ϕt 

i,j,k−1 
. 

 

(2.37) 

Para simplificar la expresión, definamos los operadores discretos 

Sℓ± para ℓ = 1, 2, 3 como operadores de desplazamiento hacia adelante 

y hacia atrás en la dirección de ℓ = 1 para x, ℓ = 2 para y, y ℓ = 3 para z; por 

ejemplo en la dirección x tenemos el operado S1+ hacia delante y S1− hacia 
atrás, aplicado a la función discreta ϕt obtenemos: S1±ϕn := ϕn 

tal que S1±ϕ = {ϕn }. 
i,j,k i,j,k i±1,j,k 

Sea el operador diferenciable y continuo P, el esquema de diferencias finitas 

central (2.37) se puede escribir como un operador discreto 
 

Ph ,h ,h ,h ϕn 
= 0 (2.38) 

x  y  k  t  i,j,k 

Aplicando transformada discreta de Fourier de la forma (5.40) en (5.21) ob- 

tenemos 

Sℓ±ϕ(β1, β2, β3, n) = e±ˆıβℓ ϕ(β1, β2, β3, n), (2.39) 

donde βℓ = hℓξ para ℓ = 1, 2, 3 así de la ecuación (5.40) y (5.41) podemos 

definir 

Ŝℓ± := e±ˆıβℓ para ℓ = 1, 2, 3. (2.40) 

h 

h 

h 

t t 

ϕ ϕ 

ϕ ϕ 

, 

, 
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t 

 

  i i 

h 

j + 

∂x 

i i i+1 i 

j 

La ecuación (2.37) se puede escribir como: 

 
 

ϕt+1 = ϕt htv1 t — (ϕ − ϕ ) − 
htv2 

(ϕt − ϕ ) − 
i,j,k i,j,k 2hx i+1,j,k i−1,j,k 2hy i,j+1,k i,j−1,k 

htv3 
(ϕt − ϕ ) + 

htα1 
(ϕt — 2ϕ + ϕt ) + 

2hz i,j,k+1 i,j,k−1 (hx)2 i+1,j,k i,j,k i−1,j,k 

htα2 
(ϕt — 2ϕ + ϕt ) + 

htα3 
(ϕt — 2ϕ + ϕt ) 

(hy)2 i,j+1,k i,j,k i,j−1,k (hz)2 i,j,k+1 i,j,k i,j,k−1 
 
(2.41) 

 

2.4. Esquema Forward Upstream 

El transporte de las propiedades de una masa de aire producido por el 

campo de velocidades de la atmósfera esta representada por: 

 
∂u ∂u 

+ c = 0 si x ∈ R, t > 0, c = constante 

 

u(x, 0) = f (x) si x ∈ R 

denominada ecuación lineal de advección donde u describe la advección 

y c es una contante de velocidad en la dirección del eje x. la solución general 

a (2.42) siendo f una función arbitraria es: 

u(x, t) = g(x − ct) , x ∈ R , t > 0 

observamos que la solución general a la Ecuación de advección satisface una 

condición inicial además ésta se propaga a lo largo de la característica. 

Ahora construiremos un esquema para determinar una aproximación al 

problema (2.42) por método de las diferencias usando la fórmula de Taylor 

truncada. La ecuación lineal de advección discretizada por el esquema FTFS, 

es: 

Uj+1 − Uj U − U 

k 
− c[   i+1 i ]  =  0 ; i ∈ Z; j ∈ Z+ 

0 =  f (ih); i ∈ Z 

La velocidad con que se propaga la condición inicial depende de la constante 

c, veamos: 

1. Para c > 0 se obtiene la ecuación lineal de advección discretizada por 

el esquema FTFS, haciendo ζ1 
k 

= c  y c > 0, ζ1 
h 

≡ ζ > 0 se tiene: 

Uj+1 − Uj − ζ(Uj − U ) = 0 ; i ∈ Z; j ∈ Z 

(2.42) 

t 

t t 

t t 

j 

U 

∂t 

i 
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j + 

j + 

τ 
τ 

i i i+1 

i i c
h 

(Ui+1 − Ui ) = 0 ; i ∈ Z; j ∈ Z 

i i i+1 

i i i−1 i 

i i i−1 

i i i−1 i 

i i i−1 

 −uτ i i−1 

k 

si  ui > 0 

 

Uj+1 = (1 − ζ)Uj + ζUj (2.43) 

 

2. Para c < 0 se obtiene la ecuación lineal de advección discretizada por 

el esquema FTFS , haciendo ζ2 
k 

= c  y c < 0, ζ2 
h 

≡ ζ < 0 se tiene: 

 

Uj+1 − Uj  − j j + 

 

 

Uj+1 = (1 + ζ)Uj − ζUj (2.44) 

 

3. Para c > 0 se obtiene la ecuación lineal de advección discretizada por 

el esquema FTBS, haciendo ζ3 
k 

= c  y c > 0, ζ3 
h 

≡ ζ > 0 se tiene: 

Uj+1 − Uj − ζ(Uj − U ) = 0 ; i ∈ Z; j ∈ Z 

 

Uj+1 = (1 − ζ)Uj + ζUj (2.45) 

 

4. Para c < 0 se obtiene la ecuación lineal de advección discretizada por 

el esquema FTBS, haciendo ζ4 
k 

= c  y c < 0, ζ4 
h 

≡ ζ < 0 se tiene: 

Uj+1 − Uj − ζ(Uj − U ) = 0 ; i ∈ Z; j ∈ Z 

 

 

Uj+1 = (1 + ζ)Uj − ζUj (2.46) 

Por lo tanto de las ecuaciones (2.43), (2.44), (2.45) y (2.46) el esquema 

de diferencias finitas que discretiza la ecuación de convección unidimencional 

(2.42) es : 

 −ui 

 
τ 
i+1 — ϕi 

 
si  ui ≤ 0 

ϕτ +1 − ϕτ  △x 
i i = 

t 
 ϕτ − ϕτ 

 

 

(2.47) 
 

y se conoce como el esquema Forward Upstream(Upwind) para el caso no 

lineal, ver ([18],[9]). 

i 

ϕ 

△x 

△ 
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n 

n n 

n n 

x 

2 = −c 

ht ht 

i i−1 i i+1 

n n n 

n 

n 

 

Entre los esquemas más comunes para discretizar la ecuacion´ (2.42), te- 

nemos el de Lax-Friedrichs 

n+1 1 n n 

ϕi − 
2 

(ϕi+1 − ϕi−1) n 
i+1 

— ϕi−1 = 0, (2.48) 

 

Leap-Frog, 

 

 

 

 
n 
i+1 

ht 
 

 

— ϕi−1 + a
 

 
 

 
n 
i+1 

2hx 

 
— ϕi−1 = 0. (2.49)

 

 

Lax-Wendroff, 

2ht 2hx 

ϕ − ϕ ϕ − ϕ ϕ − 2ϕ  + ϕ 
i+1 

ht 
i−1 + a i+1 

2hx 
i−1 = hta

2 i+1 i 

2h2 
i−1 , (2.50) 

si derivamos la ecuación de convección (2.42) con respecto al tiempo, obte- 

nemos 
∂2u 

∂t 

2 ∂
2u 

y al reemplazarlo en una representación de segundo 
∂x2 

orden para el término 
∂u 

, usando la expansión de una serie de Taylor, se 
∂t 

escribe como 
∂u ϕn − ϕ ∂2u ϕ − ϕ ∂2u 

≈   i+1 i−1 − 0,5ht 
∂t2 ≡  i+1 i−1 − 0,5htc2 

∂x2 , (2.51) 

introduciendo el resultado (2.51), la ecuación de convección (2.42) se escribir 

como 
∂u ∂u ϕ − ϕ ∂2u ∂u 

+ c = 0 ≃   i+1 i−1 − 0,5htc2   + c = 0, (2.52) 
∂t ∂x ht ∂x2 ∂x 

finalmente, introduciendo la expresión de diferencia finita centrada para el 

término 
∂2u 

obtenemos el esquema de Lax-Wendroff dado en la ecuación 
∂x2 

(2.50); el cual se puede escribir para efectos de algoritmo como 

 

ϕn = (0,5c + 0,5c2)ϕn + (1 − c2)ϕn + (−0,5c + 0,5c2)ϕn (2.53) 

Presentamos algunos esquemas numéricos que se usan para resolver ecua- 

ciones diferenciales de tipo parabólico, como es la ecuación del calor conti- 

nua. 

 

∂u 2 ∂
2u 

∂t 
= α 

∂x2 si 0 < x < L, t > 0, α = constante 

u(x, 0) = f (x) si 0 < x < L 

 
u(0, t) = u(L, t) = 0 si t > 0. 

(2.54) 

ϕ 

ϕ ϕ 

n n 

n n 

n 

+ a 

∂t 
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n n 

h 2 

n n 

h 

n n 

h 

h 

n n 

h 2 h 2 

  i i  = α2  i+1 i i−1 , (2.56) 

  i i  = α2  i+1 i i−1 , (2.57) 

  i i  = α2  i+1 i i−1  , (2.58) 

n 

n 

x 

n 

x 

x 

n 

 

Euler progresivo (FTCS, forward time central space), con α2µ = λ, µ = 
hthx

−2 

 

ϕn+1 − ϕn ϕ − 2ϕ  + ϕ 
  i i 

ht 
= α2   i+1 i i−1 , (2.55) 

x 

Euler retrasado (BTCS, barcward time central space), 
 

ϕn − ϕn−1 ϕ − 2ϕ  + ϕ 

ht 
2 

FTCS en el punto (xi, tn), utilizando el punto (xi, tn+1/2) , 

ϕn+1/2 − ϕn−1 ϕ − 2ϕ  + ϕ 

ht 
2 

2 

BTCS en el punto (xi, tn), utilizando el punto (xi, tn+1/2) , 

ϕn+1 − ϕn+1/2 ϕn+1 − 2ϕn+1 + ϕn+1 

ht 2 

2 

Crank-Nicolson, esquema que se obtiene promediando los esquemas Euler 

retrasado (BTCS) y Euler progresivo (FTCS),y es de la forma: 

ϕ − ϕ 1 ϕn+1 − 2ϕn+1 + ϕn+1 1 ϕn − 2ϕ  + ϕ 
i+1  i−1 =  α2  i+1 i  i−1  +  α2  i+1  i i−1 , 

ht  2  x  2 x 

Du Fort-Frankel, 

ϕn+1 − ϕn−1 ϕn − (ϕn+1 + ϕn−1) + ϕn 

(2.59) 

i+1 

2ht 
i−1 = α2 i+1 i i 

2 
x 

i−1 , (2.60) 

estas representaciones pueden escribirse convenientemente en forma explíci- 

ta e implícita, de modo que podemos afirmar que: 

 

Los esquemas explícitos, son un medio para calcular los valores en cada 

nodo (xi, tn) de la malla 5.2.1.1 para un tiempo posterior; en el nodo temporal 

(xi, tn+1), basándose en los valores presentes del nodo temporal (xi, tn) y 

sus nodos espaciales vecinos (xi−1, tn), (xi, tn)y (xi+1, tn) ver Figura 2.2. 

Entre estos esquemas tenemos el esquema progresivo en el tiempo y centrado 

en el espacio ver 2.57, el esquema Du Fort -Frankel ver 2.60 y el esquema 

Leap -Frog ver 2.49. 

n 

h 
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i i i+1 i−1 
 
ϕ0 = f (xi) ∀i = 0, m 

0 m 

i 

 

 

Figura 2.2: Molécula de estudio de esquemas explícitos 

 

Figura 2.3: Molécula de estudio de esquemas implícitos 

 

Los esquemas implícitos, son un medio para calcular los valores en cada 

nodo (xi, tn) de la malla 5.2.1.1 para un tiempo posterior; en el nodo temporal 

(xi+1, tn+1), basándose en los valores presentes del nodo temporal (xi, tn) 
y sus nodos espaciales (xi−1, tn+1), (xi, tn+1)y (xi+1, tn+1) ver Figura 2.3. 

Entre estos esquemas tenemos el esquema de Euler retrasado ver 2.56, el 

esquema de Crank - Nicolson ver 2.59 

La ecuación del calor para el caso discreto, considerando el esquema 2.5, 

obtenemos 

 
ϕj+1 = (1 − 2λ)ϕj + λ(ϕj + ϕj ) ∀i = 1, m − 1; j = 1, n 

 
 

 
ϕj = ϕj = 0 ∀j = 0, n 

 (2.61) 
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× 

 

 

Figura 2.4: Cambios de temperatura del esquema de Lax-Wendroff usado en 

la ecuación de transporte lineal, ver capítulo aplicaciones (aplicación 2). 

 

 

Figura 2.5: Cambios de temperatura del esquema FTCS usado en la ecuación 

de transporte lineal, ver capítulo aplicaciones (aplicación 2). 

 

 

 

Ejemplo de solución explícita para la ecuación de conducción de calor 

unidimensional 

 

Problema 2.4.1 Con el método explícito podemos calcular la distribución de 

temperatura en una barra larga y delgada que tiene una longitud de 10 cm y 

los siguientes valores: α∗ = 0,49cal/(s.cm.◦C), hx = 2cm y ht = 0,1s. En 

t = 0, la temperatura de la barra es cero, y las condiciones de frontera se fijan 

para todos los tiempos en T (0) = 100◦C y T (10) = 50◦C. Considere que 

la barra es de aluminio con C = 0,2174cal/(g.◦C) y ρ = 2,7g/cm3. Por lo 

tanto, α = 0,49/(2,7  0,2174) = 0,835cm2/s y λ = 0,835(0,1)/(2)2 = 
0,020875; para la solución de este problema ver [5]. 
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i 

j + 

i i 

i i i+1 

i i 

−∞ −∞ 

 

2.4.1. Condición necesaria y suficiente de estabilidad 

 
Definición 2.4.1.1 Un problema de valor inicial (PVI) se dice que es bien 

puesto en una norma  .  si y solamente sí existe solución, es única y depende 

continuamente de los datos iniciales, es decir existe una constante C y β tal 

que: 

 

u(x, t)  ≤ Ceβt  u0(x)  
 

 
Definición 2.4.1.2 Un esquema de diferencias finitas Ph,kϕn = 0 es estable 

si y solamente sí existen constantes K y β y alguna norma .  talque: 

 

ϕn  ≤ Keβt  ϕ0  , t = nk 

 
con K,β independientes de h,k en forma práctica podemos expresarlo como: 

 ∞ ∞ 

h 
Σ 

|ϕn|2 ≤ Keβth 
Σ 

|ϕ0|2 

 

donde h es un factor de escala asociado generalmente al tamaño de la malla 

h = maxn{xn+1 − xn} 
 
 

 

2.4.2. Condición suficiente de estabilidad 

 
Probaremos una condicion suficiente de estabilidad, para los esquemas 

de paso hacia adelante en tiempo y paso hacia adelante en espacio(FTFS). 

Haciendo ζ = c
k 

y c < 0 se tiene: 
h 

 
Uj+1 − Uj + ζ(Uj − U ) = 0 ; i ∈ Z; j ∈ Z 

i i i+1 i 

Uj+1 = (1 + ζ)Uj − ζUj 

 
El esquema general se debe escribir en la forma siguiente: Uj+1 = αUj − 

j 
i+1 mostraremos que el esquema es estable si |α| + |β| ≤ 1, sabiendo que 

2xy ≤ x2 + y2 se tiene: 

βU 
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i i i−1 

∞ 
j+1 2 

∞ 

∞ 
j+1 2 

∞ 
2 j 

∞ 
j+1 2 

∞ 

i 
j 2 

n 2 2n 0 2 

i i i+1 

i=−∞ 

i 

i=−∞ 

i i i+1 i+1 

i=−∞ i=−∞ 

 

 

 
Uj+1 = αUj − βUj 

i 
j+1 

i i+1 
j j 

|Ui | = |αUi − βUi+1| 
j+1 j j 

|Ui | ≤ |αUi | + |βUi+1| 

|Uj+1|2 ≤
  

|αUj| + |βUj |
 2 

i i i+1 

Σ 
|U | ≤ 

Σ 
|αUj| + |βUj  |

 2 

 

Σ 
|U | ≤ 

Σ 
|α|2|Uj|2 + 2|α||β||Uj||Uj  | + |β| |U |2

  

Σ 
|U | ≤ 

Σ  
|α|2|Uj|2 + 2|α||β||Uj|2 + |β|2|Uj|2

  

i 
i=−∞ 

∞ 

i i i 
i=−∞ 

∞ 

i=

Σ

−∞ 

|Uj+1|2 ≤
 

|α|2 + 2|α||β| + |β|2
 

i=

Σ

−∞ 

|Ui | 

 
Haciendo j + 1 = n, cuando j = 0 

∞ ∞ 

i=

Σ

−∞ 

|Ui |  ≤ (|α| + |β|) 
i=

Σ

−∞ 

|Ui | 

El esquema es estable si |α| + |β| ≤ 1. 

 
En particular para el esquema FTFS Uj+1 = (1 + ζ)Uj − ζUj se tiene: 

i i i+1 

 

|1 + ζ| + |ζ| ≤ 1 

lo cual significa que cada sumando ζ ≤ 0 y ζ > −1 ⇐⇒ −1 ⩽ ζ ⩽ 0. 

Sea el número λ = 
k 

; ζ = cλ llamado número de Courant e indica que el 
h 

esquema es estable si: 

−1 
⩽ 

k 
⩽ 0 

c h 

la cual genera una dependencia entre k y hx a fin de mantener estabilidad. 

Para el esquema FTBS 
 

ϕn+1 = (1 − ζ)ϕn + ζϕn 
(2.62) 
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1 

k 

∫ 

∫ 

i 

 

y haciendo |1 − ζ| + |ζ| ≤ 1, lo cual significa que cada sumando ζ ≥ 0 y 

ζ ≤ 1 si y solo sí 0 ≤ ζ ≤ 1 haciendo Cλ = ζ llamado número de Courant 

podemos establecer : Cλ = cλ = c  , el número de Courant indica que el 
h 

esquema (2.62) es estable si : 
1 

c > 0 con 0 ≤ Cλ ≤ 1, es decir 0 ≤ cλ ≤ 1, obtenenmos 0 ≤ λ ≤ 
c 

El cual genera una dependencia entre k y hx a fin de mantener estabilidad. 

Ahora que se ha reducido el espacio de busqueda para el cual las soluciones 

son estables. ¿Que tanto podemos expandirnos?. 

 

 

 

 

2.5. Análisis de Von Neumann 

 
Con el uso del análisis de Fourier se puede dar condiciones necesarias 

y suficientes para la estabilidad de esquemas de diferencias finitas, esto es 

lo que se llama análisis de Von Neumann. [3] Usando la fórmula de inver- 

sión y la transformada discreta de Fourier dada en (2.23) y (2.24) del caso 

unidimensional, podemos escribir 

 

π 

hx 
n 1 ˆıihx.ξ 

ϕi = 
(2π)1/2   

−π 

hx 

tal que ϕ^(β , n) = 

e ϕ̂(ξ, n)dξ, (2.63) 

 
Σ 

ϕne− ı̂iβ1 , 
 

 1 (2π)1/2 i 

i 
 
 
 

 

π 

hx 
n+1 1 ˆıihx.ξ 

ϕi = 
(2π)1/2 

e 

−π 
 

 

hx 

ϕ̂(ξ , n + 1)dξ, (2.64) 

tal que ϕ^(β , n + 1) = 
Σ 

ϕn+1e−ˆıiβ1 , 
 

 i 

h1 

h1 
(2π)1/2 
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∫ 

h1 

∫ 

∫ 

^ 

^ ^ 

1 
(2π)1/2 i−1 

^ 

2 2 

i 

 

 

π 

hx 

ϕn 
i−1 

1 = 
(2π)1/2 

−π 
 

 

hx 

e ı̂(i−1)hx .ξ ϕ̂(ξ , n)dξ, (2.65) 

tal que ϕ^(β , n) = 
Σ 

ϕn e−ˆı(i−1)β1 , 
 

Sumando y reemplazando las fórmulas (2.63), (2.64) y (2.65) en la ecua- 

ción discreta (2.62) obtenemos 

 

π 

hx 1 ˆıihx.ξ 

If = 
(2π)1/2   

e 

−π 

hx 

ϕ̂(ξ, n + 1)dξ 

 
1 

If = 
(2π)1/2 

π 
 

 

hx 

eˆıihx.ξ [(1 − ζ) + ζe−ˆıihx.ξ ]ϕ(ξ, n)dξ, 
−π 

hx 

ϕ̂ (ξ , n + 1) = [(1 − ζ) + ζe−ˆıihx.ξ ]ϕ̂ (ξ , n), 

 
ϕ(ξ, n + 1) = ρ(hx.ξ)ϕ(ξ, n), (2.66) 

donde ρ(hxξ) = Q(e−ˆıihx.ξ ) es un polinomio de la forma 

ρ(hx.ξ)  =  (1 − ζ) + ζe−ˆıihx.ξ 

ρ(β1)  =  1 − ζ + ζS1− 

ρ(β1)  =  1 − ζ + ζe−ˆıβ1 

ρ(β1)  =  1 − ζ + ζ[Cos(β1) − ̂ ıSin(β1)] 
2 

|ρ(β1)| =  [1 − (1 − cos(β1)ζ] + [ζsin(β1)] 

|ρ(β1)| =  1 + 4ζ(1 − ζ)sin 
2 β1 

, (2.67) 
2 

denominado Factor de Amplificación. 

2 
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i 

 ̂
Σ 

Σ 

 ̂

Σ 

Σ 

ˆ  ̂

(Ŝ −u)(ξ ) = 
Σ 

ui−1e
ı̂iξ = 

Σ 
uie

ı̂(i+1)ξ = e ı̂ξ 
Σ 

uie
ı̂iξ 

j 

i 

 
2.6. Análisis de Von Neumann sobre ξ ∈ [0, 2π) 

Tambien podemos definir la transformada discreta de Fourier de u, siendo 

u = {ui}, sobre un dominio 0 ≤ ξ < 2π [20], donde 

 

u(ξ) = uieˆıiξ; ̂ ı ∈ C, i ∈ ⟨−∞; +∞⟩. (2.68) 

i 

Definamos S+u := ui+1, entonces aplicando la Transformada discreta de 

Fourier se tiene: 

(S+u)(ξ) = 
Σ 

ui+1eˆıiξ 
 

= uie
ˆı(i−1)ξ 

i 

= uie
ˆıiξe−ˆıξ 

i 

= e−ˆıξ uie
ˆıiξ 

i 

(S+u)(ξ) = e−ˆıξu(ξ) 

Donde e−ˆıξ es designado por el símbolo S+ es decir S+ := e−ˆıξ 

Análogamente definamos S−u := ui−1, entonces aplicando la Trans- 

formada discreta de Fourier se tiene: 
 

 
i i i 

(Ŝ−u)(ξ) = eı̂ξû(ξ) 

de donde eˆıξ es designado por el símbolo S− es decir S− := eˆıξ 

 Además podemos establecer : 

S+S− = S−S+ = I 

 

2.6.1. Operadores discretos de Diferencias Finitas 

Usando la notación de la función discreta dada en la ecuación (5.2) 

1. Operador de desplazamiento derecha: S+ϕj = ϕj ; S+ϕ = {ϕj } 
i 

2. Operador de diferencia hacia adelante: 

i+1 i+1 

ϕ − ϕ S ϕj − ϕj (S  − I)ϕ 
D+ϕj = i+1 

h 
i = 

+ i 

h 
i = + i 

h 

j j 
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— 

i 

i 

2 

≤ 

i i−1 i−1 

i i i−1 

i i i i i 

i i 

i i 

 

3. Operador de diferencia hacia atras: 

ϕj − ϕj 
ϕj − S ϕj j (I − S  )ϕ 

D−ϕj = 
i i−1 = i 

h 

— i = − i 

h h 

4. Operador de desplazamiento izquierda: S−ϕj = ϕj ; S−ϕ = {ϕj } 

5. Operador discreto progresivo en el tiempo: ϕj+1 = θ(xi, tj + k) 

6. Operador discreto regresivo en el espacio: ϕj 
i−1 

7. Operador discreto progresivo en el espacio: ϕj 

= θ(xi − h, tj) 

= θ(xi + h, tj) 
i+1 

Del esquema (2.5) utilizando el operador de desplazamiento regresivo en 

el espacio tenemos: 

ϕj+1 = (1 − ζ)ϕj + ζϕj 

ϕj+1 = (1 − ζ)ϕj + ζS−ϕj ≡ ϕj − kD−ϕj 

ϕj+1 = (1 − ζ + ζS−)ϕj 
i i 

ϕj+1 = Q(S−)ϕj 

Aplicamos transformada de Fourier , el cual describe el comportamiento es- 

pectral de la señal: ϕ̂
j + 1 

= ρ(ξ ) ϕ̂
j  
, sabemos que 

Q(S−) = 1 − ζ + ζS− 

Q(e ı̂ξ) = 1 − ζ + ζe ı̂ξ 

ρ(ξ) = 1 − ζ + ζe ı̂ξ 
2 2 2 

|ρ(ξ)| 

|ρ(ξ)| 

= [1 − (1 − cosξ)ζ] 

= 1 + 4ζ(1 − ζ)sin 

+ [ζsinξ] 

2 ξ 
 

2 

donde |ρ(ξ)|2 = 1 + 4ζ(1 − ζ)sin2 
ξ 

es llamado factor de amplificación. 

Geométricamente este resultado significa que si el método de las diferen- 

cias finitas es estable, entonces se satisfece la condición de Von Neuman y 

|ρ(ξ)| ≤ 1. 

En este caso este método es estable para c > 0 y 0 < ζ = c
k 

1. 
h 

Considerando el simbolo ρ(ξ) una función compleja escrita como 

ρ(ξ) = 1 − ζ + ζeˆıξ 

el cual representa un círculo unitario de radio ζ y centro 1 ζ en el plano 

complejo descrito en la figura (2.6): 

2 
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— 

2 

i i i−1 

i i i i i 

i i 

i i 

 

 

 

Figura 2.6: Círculo unitario de radio ζ y centro 1 ζ en el plano complejo 

que representa estabilidad del método. 

 

 

Análogamente tenemos como factor de amplificación utilizando el opera- 

dor de desplazamiento regresivo en el espacio tenemos: 

ϕj+1 = (1 + ζ)ϕj − ζϕj 

ϕj+1 = (1 + ζ)ϕj − ζS−ϕj ≡ ϕj + kD−ϕj 

ϕj+1 = (1 + ζ − ζS−)ϕj 
i i 

ϕj+1 = Q(S−)ϕj, 

Aplicamos transformada de Fourier , el cual describe el comportamiento es- 

pectral de la señal: ϕ̂
j + 1 

= ρ(ξ ) ϕ̂
j  
, sabemos que 

Q(S−) = 1 + ζ − ζS− 

Q(e ı̂ξ) = 1 + ζ − ζe ı̂ξ 

ρ(ξ) = 1 + ζ − ζe ı̂ξ 
2 2 2 

|ρ(ξ)| 

|ρ(ξ)| 

= [1 + (1 − cosξ)ζ] 

= 1 + 4ζ(1 + ζ)sin 

+ [− ı̂ζsinξ] 

2 ξ 
 

2 

donde |ρ(ξ)|2 = 1 + 4ζ(1 + ζ)sin2 
ξ 

es llamado factor de amplificación. 

Geométricamente este resultado significa que si el método de las diferen- 

cias finitas es estable, entonces se satisfece la condición de Von Neuman y 

|ρ(ξ)| ≤ 1. 

2 
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En este caso este método es estable si c < 0 esto implica que ζ = c
k 

< 0. 
h 

Considerando el simbolo ρ(ξ) una función compleja escrita como 

ρ(ξ) = 1 + ζ − ζeˆıξ 

el cual representa un círculo unitario de radio ζ y centro 1 + ζ en el plano 

complejo descrito en la Figura (2.7): 
 

Figura 2.7: Círculo unitario de radio ζ y centro 1 + ζ en el plano complejo 

que representa estabilidad del método. 

 

Por lo tanto este método sera condicionalmente inestable para c > 0 don- 

de 

ρ(ξ) = 1 + ζ − ζeˆıξ 

el cual representa un círculo unitario de radio ζ y centro 1 + ζ en el plano 

complejo descrito en la figura (2.8): 
 

Figura 2.8: Círculo unitario de radio ζ y centro 1 ζ en el plano complejo 

que representa inestabilidad del método. 
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∂x 

 

2.7. Ejemplos de esquemas más comunes 

Consideremos la ecuación de advección unidimensional, con condición 

inicial campana doble de Gauss 

 ∂u ∂u 
 

+ a = 0 si x ∈ R, t > 0, a = constante 

 

u(x, 0) = e−20(x−2)
2 

+ e−(x−5)
2  

si 0 ≤ x ≤ 25 

En el problema (2.69) usaremos el esquema Upwind para a > 0, es decir 

a = 1 y hx = 0,05 con un número de Courant a 
ht 

hx 
= 0,8 lo que implica que 

ht = 0,04 analizaremos el instante t340 = 17 donde n = 340 y t500 = 25 

donde n = 500 obtenidos de hx = 
25 − 0 

, para su interpretación visual ver 
n 

Figura 2.9 y Figura 2.9, además pueden ejecutar su código en Octave, ver 8.1. 

 

 

 

Figura 2.9: Comportamiento del esquema upwind en el tiempo t = 0, t = 17 
y t = 25. 

(2.69) ∂t 
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Ahora usaremos el esquema de Lax-Friedrichs en el problema (2.69), para 

su interpretación visual ver Figura 2.10 y Figura 2.11, además pueden ejecutar 

su código en Octave, ver 8.2. 

 

 

Figura 2.10: Comportamiento del esquema Lax-Friedrichs en el tiempo t = 
0, t = 17 y t = 25. 

 

 

 

Figura 2.11: Factor de amplificación usando el esquema Lax-Friedrichs, para 

a>0. 
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Ahora usaremos el esquema de Lax-Wendroff en el problema (2.69), para 

su interpretación visual ver Figura 2.12 y Fifura 2.13, además pueden ejecutar 

su código en Octave, ver 8.3. 

 

 

Figura 2.12: Comportamiento del esquema Lax-Wendroff en el tiempo t = 0, 

t = 17 y t = 25. 

 

 

 

Figura 2.13: Factor de amplificación usando el esquema Lax-Wendroff, para 

a>0. 
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Ahora usaremos el esquema de Leap-Frog en el problema (2.69), para su 

interpretación visual ver Figura 2.14 y Fifura 2.15, además pueden ejecutar 

su código en Octave, ver 8.4. 

 

 

Figura 2.14: Comportamiento del esquema Leap-Frog en el tiempo t = 0, 

t = 17 y t = 25. 

 

 

 

Figura 2.15: Factor de amplificación usando el esquema Leap-Frog, para a>0. 
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Capítulo III 

Esquema Upwind: 

Consistencia, convergencia y 

estabilidad 

 
3.1. Discretización de la Ecuación Diferencial 

Ahora encontramos la ecuación discretizada del problema (2.42) usando 

el esquema Upwind. 

Caso1: Para u1 ≤ 0 es 

ϕn+1 − ϕn ϕ − ϕ (3.1) 

h 
= −u1 i+1 i . 

hx 

Caso2: Para u1 > 0 el esquema Upwind es: 

ϕn+1 − ϕn ϕn − ϕn (3.2) 

h 
= −u1 i i−1 . 

hx 

Note, que los términos advectivos en la dirección del eje x son regresivos 

cuando los coeficientes de velocidad son definidos positivos, es decir u1 > 0; 

y los términos advectivos en la dirección del eje x son progresivos cuando los 

coeficientes de velocidad son negativos, es decir u1 0 de allí el nombre 

Upwind ya que la derivada espacial se evalúa contra el viento desde el punto 

de la malla definida en 5.2.1.1. 

Estas características hace que el esquema Upwind tenga ”sentido físico” 

y así sea mas atractivo en las aplicaciones [22]. 

El esquema Upwind se ha utilizado ampliamente en los modelos numéri- 

cos de mesoescala en los primeros niveles de tiempo del desarrollo del mo- 

delo numérico. Debido a su ventaja en los niveles de tiempo iniciales, ahorra 

n 
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una cantidad significativa de memoria de la computadora en las simulaciones 

ver el capítulo cuatro. 

Sin embargo, sus características de amortiguación computacional y la falta de 

conservación de la fase adecuada han generado serias críticas, estos aspectos 

del esquema Upwind para el caso unidimensional fueron tratados ha detalle 

en el capítulo cuatro. Se cree que esta técnica es aceptable si la advección y 

la propagación de ondas no son dominantes en las relaciones de conservación 

para un fenómeno particular de mesoescala [18]. 

Sin embargo, puede ser posible mejorar la precisión computacional, y para tal 

efecto en esta investigación se ha trabajado la parte convectiva del problema 

(2.42) usando el esquema Upwind econtrando las siguientes equivalencias (en 

la dirección del eje x) 

Caso1:Para u1 ≤ 0, se tiene 

 
u1( 

 
n 
i+1 

n n 
i i+1 

1 

 

— ϕi−1 + 

 
n 
i+1 

 

— ϕi−1 + 
ϕn 

i−1 
— ϕi ) 

hx 2hx 
ϕ − ϕ 

2hx 
hx (ϕn 

hx 
— 2ϕ + ϕ ) 

(3.3) 

= u1( i+1 

2hx 
i−1 ) + u1 

2 
i+1 i i−1 

2 
x 

Caso2:Para u1 > 0, se obtiene 

ϕn − ϕn ϕ − ϕ ϕ − ϕ ϕn − ϕn 
u1( i 

i−1 ) = u1( 
hx 

i+1 

2hx 
i−1 + i+1 

2hx 
i−1 + i i+1 ) 

hx 
 

(3.4) 
ϕ − ϕ hx (ϕn — 2ϕ + ϕ ) 

= u1( i+1 

2hx 
i−1 ) − u1 

i+1 

 

i i−1 
2 
x 

donde se puede ver que aparece una diferencia central de primer orden y una 

diferencia central de segundo orden llamado difusión numérica. En la direc- 

ción del eje y, z los cálculos matemáticos son similares ha los usados en para 

obtención de las ecuaciones (5.24) y (5.25). 

Las razones por la que se ha decidido trabajar la parte convectiva del pro- 

blema (PVIC) con las expresiones (5.24) y (5.25) en lugar de las presentadas 

en (5.22), (5.23), es porque haciendo un análisis numérico exhaustivo ver el 

capítulo cuatro, estas expresiones (5.24) y (5.25) para el caso unidimensional 

generan una mayor precisión por efectos del error de redondeo a partir de 

ocho decimales. 

Así la ecuación discretizada del problema (2.42) usando el esquema Upwind 

(arreglado), con su modificación se presenta: 

Caso1: Para u1 ≤ 0 es 
 

ϕn+1 − ϕn ϕ − ϕ 
 

u1hx  
ϕn — 2ϕ + ϕ 

h 
= −u1 i+1 

2hx 
i−1 

+ (
 
 ) 
2 

i+1 i i−1 
2 
x 

, 

(3.5) 

2 

ϕ ϕ 

n 

h 

n n 

n 

h 

, 

, 

n 

h 
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Caso2: Para u1 > 0 el esquema Upwind es 

ϕn+1 − ϕn ϕ − ϕ u1hx
  

ϕn − 2ϕ  + ϕ 

h 
= −u1 i+1 

2hx 
i−1 + (  ) 

2 
i+1 i i−1 

2 
x 

. 

(3.6) 

observe, que la discretización del problema (2.42) escrito en la forma (5.26) 

y (5.27) tienen un error local de truncamiento de o(hx) + o(ht). 
De las aproximaciones (5.2) definimos los siguientes operadores discre- 

tos: 
 

S1±ϕn := ϕn 
 

tal que S1±ϕ = {ϕn 
 

}, (3.7) 

podemos caracterizar a S1+, S1− como los operadores de desplazamiento ha- 

cia adelante y hacia atrás respectivamente, en dirección del eje x. 

Sea el operador diferenciable y continuo P , el esquema de diferencias finitas 

Upwind (5.23) se puede escribir como un operador discreto 

Ph ,h ϕn = 0. (3.8) 
x  t  i 

Ahora se realizara un análisis del esquema de diferencia central y comensa- 

remos por la consistencia, estabilidad y convergencia para finalizar. 

 

3.2. Consistencia 

Definición 3.2.0.1 Ph ,h ϕn es consistente con Pθ hasta un tiempo n > 0 
x  t  i 

2 n en ℓ -norma, si  Phx,ht ϕi  ℓ2 =  κτ (hx, ht) ℓ2 ; y τ (hx, ht) 0 cuando 
κ 0.  
Donde τ (hx, ht) es el error de truncamiento local en el tiempo nκ· 

Probaremos la consistencia [3] de la ecuación discretizada (5.23), para 

tales efectos denotemos los operadores diferenciales continuos Ay P como: 
∂ ∂ 

A = 
∂t 

+ u1 
∂x 

aplicando estos operadores a una función suave θ(ξ, t) para 
∂θ ∂θ 

ξ ∈ R se tiene Aθ = 
∂t 

+ u1 
∂x 

, así la ecuación (2.42) se escribe como 

Pθ − Aθ = 0. (3.9) 

Luego con la fórmula de Taylor progresivo en el tiempo obtenemos: 

 
1 

θ(ξ, tn + ht) = θ(ξ, tn) + 
1! 

htθt(ξ, tn) + 

1 
h2θ (ξ, t ) + 

 1 
h3θ  (ξ, t ) + · · · , (3.10) 

h 
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y remplazando la notación (5.1) en la expansión de Taylor (5.31) obtenemos 

θn+1 = θn + θtht + O(h2). (3.11) 
i i t 

Usando fórmula de Taylor con las variables espaciales obtenemos: 

1 
θ(xi ± hx, tn) = θ(ξi, tn) ± 

1! 
hxθx(ξi, tn) 

+ 
 1 

h2 θ  (ξ , t ) ± 
 1 

h3 θ (ξ , t ) + · · · , (3.12) 

y remplazando la notación reducida θn = θ(xi ± hx, tn) en la expansión 

de Taylor (5.33) obtenemos 

θn 

i±1 
 

 

= θn ± θxhx + O(h2). (3.13) 

Trabajando y remplazando la aproximación (5.32) y (5.34) en la ecuación 

(5.23) obtenemos que el operador discreto (5.29) se puede escribir como 

Ph ,h ϕn = θt + u1θx +o(hx) + o(ht) x  t  i 

Ph ,h ϕn 

`

= A

˛

θ

¸ 

+ 

x

o(hx) + o(ht), (3.14) 

de la ecuación (5.30) y la ecuación (5.36) obtenemos 

 

 

Pθ − Ph ,h ϕn = o(hx) + o(ht). (3.15) 

Así el esquema (5.23) es consistente con (5.30) pues de (5.37) podemos apre- 

ciar que el error local de truncamiento que es el lado derecho tiende a cero 

cuando hx, ht '→ 0 tienden a cero es decir: 

Pθ − Ph ,h ϕn '→ 0. 

Por lo tanto hemos contrastado la definición 5.3.1.1. 

 

3.3. Estabilidad 

Para garantizar la estabilidad del esquema Upwind expresado de la forma 

(5.46), deben satisfecer el criterio Von Neumann el cual sera abordado con 

detalle 

Definición 3.3.0.1 El esquema de diferencias finitas Upwind expresado co- 

mo (5.46) es estable con respecto alguna norma  .  si y solo sí existe solu- 

ción, es única y depende continuamente de los datos iniciales, es decir existen 
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i,j,k 1 i 2 
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1 
2 

1 1+ 
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i i 
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1 1 
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constantes positivas hx0 , ht0 y constantes no negativas C > 0, t > 0, α > 0 
con n ≥ 0 tal que  

ϕn+1 
 ≤ Ceαt ϕ0  , 

para 0 ≤ t = (n + 1)ht, 0 < hx ≤ hx0 y 0 < ht ≤ ht0 . 

Haciendo la siguiente notación 

λ  = 
htu1 

, α  = 0,5u h , µ  = 0,5λ . (3.16) 
1 

hx 
x 1 x 1 1 

donde λ1 son denominados los números de Courant, la ecuación (5.23) para 

u1 > 0 se puede escribir como: 

ϕn+1 = (1 − 2µ )ϕn + ( 
−λ1 

+ µ )ϕn + ( 
λ1 

+ µ )ϕn  . (3.17) 

De las notaciones (5.43), y los operadores discretos (5.28) el esquema Up- 

wind expresado de la forma (5.44) se escribe como 

ϕn+1 = (1 − 2µ )ϕn + ( 
−λ1 

+ µ )S ϕn + ( 
λ1 

+ µ )S ϕn. (3.18) 

Finalmente la ecuación (5.45) queda representada como 

ϕn+1 = Qϕn, (3.19) 
i i 

donde Q = Q(S1+, S1−) es un polinomio de la forma: 

Q = (1 − 2µ ) + ( 
−λ1 

+ µ )S + ( 
λ1 

+ µ )S . (3.20) 

Trabajando y remplazando (5.42), (5.43) en el polinomio Q y usando la 

fórmula de inversión de Fourier, detallado en la definición (5.3.2.2) el esque- 

ma explícito (5.46) se escribe de la forma: 

ϕ^n+1 = ρϕ^n siendo Q̂ = ρ(β1, hx, ht) (3.21) 

 ̂donde ρ(β , h , h ) = Q̂(e±ih1 ξ1 ) se puede escribir como: 
1 x t 

2 β1 
ρ = 1 − 4µ sen − ̂ ıλ senβ . (3.22) 

Haciendo procedimientos análogos y considerando 

αx
∗ = −0,5u1hx, µ1

∗ = −0,5λ1, (3.23) 

el esquema explícito (5.47) se escribe de la forma: 

ρ = 1 − 4µ∗sen2 
β1 

− ̂ ıλ senβ . (3.24) 

La ecuación (5.49) y (5.51) se denominan factor de amplificación y mide la 

amplitud de las soluciones generadas por el esquema Upwind. 
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Criterio de Von Neumman 

Con el uso del análisis de Fourier se puede dar condiciones necesarias y 

suficientes para la estabilidad de esquemas de diferencias finitas, esto es lo 

que se llama análisis de Von Neumann para tales efectos estableceremos el 

siguiente criterio y teorema respectivamente 

Criterio 3.3.1 El esquema Upwind expresado de la forma (5.46) satisface el 

criterio de estabilidad de Von Neumann [20] , si existe una constante C > 0 
independiente de hx, ht, β1, κ tal que 

|ρ(β1, hx, ht)| ≤ 1 + Cκ. (3.25) 

Donde κ > 0 es el paso del tiempo y ρ(β1, hx, ht) denota el radio espectral 

del factor de amplificación (5.49) y (5.51). 

Si ρ(β1, hx, ht) es independiente de hx, ht, la condición de estabilidad (5.51) 

puede ser remplazada con una condición de estabilidad restricta como 

|ρ(β1)| ≤ 1. (3.26) 

Teorema 3.3.1 El esquema de diferencias finitas Upwind representado en 

(5.46) es estable en la norma ℓ2 si y solo sí satisface el criterio (5.3.1) de Von 

Neumann. 

El teorema (5.3.1) muestra que para determinar la estabilidad esquema de di- 

ferencias finitas Upwind representado en (5.46), solamente necesitamos con- 

siderar el factor de amplificación ρ(β1, hx, ht). 

Demostración 

) Si el criterio (5.3.1) de Von Neumann es satisfecha, el esquema de dife- 

rencias finitas Upwind representado en (5.46) es estable en la norma ℓ2. Para 

mas detalles ver ([11],[15] y [3]) 

Conclusión 3.3.1 El esquema Upwind representado en (5.46) es llamado es- 

table si existe una constante κ > 0, C > 0, T > 0 y una norma ℓ2 tal 

que 
ϕi  ℓ2 =  Qnϕi  ℓ2 ≤ e ϕi  ℓ2 , 

donde nκ ≤ T; κ y C independientes de h1, ht, β1, con n > 0 siendo β1 = 
π 

h1ξ con ξ ∈ [− 
h

, 
π 

]. 
h 

Note, que de acuerdo al criterio (5.3.1), si ρ(β1, hx, ht) = ρ(β1) entonces 

la CVN se puede sustituir por ρ(β1) 1. 

En efecto aplicando este resultado en (5.49) obtenemos 

|1 − 4µ sen2 
β1 

| + |λ senβ | ≤ 1, (3.27) 

⇐ 
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y aplicando en (5.51) obtenemos 

|1 − 4µ∗sen2 
β1 

| + |λ senβ | ≤ 1. (3.28) 

 

Obseve, que mayorando la ecuación (5.67) y (5.68) considerando hx = ht 
obtenemos que las condiciones de estabilidad son respectivamente [10] 

|1 − 4(+0,5u1)|max + |u1|max ≤ 1, (3.29) 

 

 

|1 − 4(−0,5u1)|max + |u1|max ≤ 1. (3.30) 

 

3.4. Convergencia 

Definición 3.4.0.1 Un esquema de diferencia finita Upwind que aproxima 

una ecuación diferencial parcial como (2.42) es un esquema convergente en 

alguna norma   si las soluciones de la ecuación diferencial parcial θ(ξ, t), 
y las soluciones del esquema de diferencias finitas ϕn, tales que ϕ0 converge a 

i i 

θ0(ξ) cuando ihx, nht converge a x, t respectivamente, entonces ϕn converge 

a θ(ξ, t) cuando (ihx, nht) converge a (x, t) cuando hx, ht convergen a 0; 

con ξ ∈ R y t > 0. 

Proposición 3.4.1 Las soluciones del esquema de diferencias finitas Upwind 

(5.46) son convergentes en norma ℓ2, con las soluciones de la ecuación di- 

ferencial parcial (2.42), representadas por θ(ξ, t), para ξ ∈ R si  θ(ξ,t) − 
ϕi ℓ2 → 0 cuando hx, ht → 0. 

Demostración 

Note, que considerando hx = ht = h el esquema Upwind (5.23) se rescribe 

de la siguiente manera 

θn+1 = Qθn + 2o(h). (3.31) 
i i 

Sea θ(ξ, t) una solución de la ecuación (5.30), como el esquema Forward 

Usptream es consistente con orden de precisión (1, 1), del resultado (5.37), 

trabajando y considerando hx = ht = h obtenemos 

Pθ − Ph ,h ϕn = 2o(h), (3.32) 

 

es decir 

x  t  i 

θn = Qθn−1 + 2o(h). (3.33) 
i i 
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φn = 
Σ 

Qj[2o(h)] 

Σ 
j 

φ 
Σ 

i i i 

i i i 

i i 

n 

i 

j=0 

 

Sea φn = θn − ϕn el error en el n-ésimo paso, (3.34) 

tal que φ0 = m á x  |θ0 − ϕ0| = 0. (3.35) 

De la ecuación (5.71), la ecuación (5.72) se puede escribir como 

φn = Qφn−1 + 2o(h) 
i i 

= Q2φn−2 + Q[2o(h)] + 2o(h) 

. . . 
n−1 

= Qnφ0 + 
Σ 

Qj[2o(h)], 

j=0 

usando la ecuación (5.73) obtenemos 
n−1 

i 

 
n−1 

i  ℓ2 ≤ 
j=0 

j=0 

 

Q ℓ2 [2o(h)], (3.36) 

y usando la conclución 5.3.1 de estabilidad esta desigualdad se escribe como 

n−1 

 n 
 ℓ2 ≤ eCTj [2o(h)]. (3.37) 

j=0 

Remplazando la ecuación (5.72) en la desigualdad (5.75) obtenemos 

n−1 

θn − ϕn  ℓ2 ≤ 
Σ 

eCTj [2o(h)], (3.38) 
 

cuando Tj ∼ tj = jh obtenemos 

n n 

θi − ϕi  ℓ2 = o(h) (3.39) 

del resultado de la ecuación (5.77) el esquema de las diferencias finitas Up- 

wind es convergente de orden (1,1). 

 

Podemos concluir que los criterios de consistencia, convergencia y esta- 

bilidad quedan rigurosamente establecidos. 

φ 

i 



39 

 

 

 

i 

∈ 

 

 sin(10πx) s i   0 ≤ x ≤ 0,1, 

 

Capítulo IV 

Representaciones del 

esquema Upwind 

 
4.1. Ecuación de convección unidimensional 

Ahora examinaremos la ecuación de convección unidimensional ([7]) 

 

θt + uθx = 0, (4.1) 

con x [0, 1] donde u es la velocidad y θ es una función escalar que repre- 

senta la temperatura, sujeto a la condición inicial 

 

θ(x, 0) = 
 
 

0  si  0,1 < x ≤ 1, 
(4.2) 

 

y condición de frontera θ(0, t) = θ(1, t) = 0 para t > 0 con solución exacta 

 
0  si  0 ≤ x ≤ ut, 

θ(x, t) = sin(10π(x − ut))  si  ut < x ≤ ut + 0,1, (4.3) 

 
0  si  ut + 0,1 < x ≤ 1. 

Como está escrito, la ecuación (2.47) no está en una forma lineal, ya que 

el lado derecho implica productos de variables dependientes. Por lo tanto, 

el procedimiento consiste en reemplazar la velocidad de advección uτ por 

un valor constante u1, de modo que la aproximación de diferencia finita se 
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i 
2 
x 

τ 

≤ 

n n n n 

n n 

n n 

n n n 

 

n n 

 

 −u1 
i i−1 

−u1 
 

i+1 

2hx 
i−1 − u1 

i+1 i 
2 
x 

i−1 

−u1 

 

i+1 

2hx 
i+1 i−1 

i i 

n 

n n 

n 

n 

2 h 

 

convierte en  

 −u1 

 

 
τ 
i+1 

 
— ϕi 

 

 
si  u1 ≤ 0, 

∂θ ∂θ ϕτ+1 − ϕτ  △x 

∂t 
= −u

∂x 
≃ 

△t 
= 

 ϕτ − ϕτ 
 

 

(4.4) 
 

 

Las aproximaciones numéricas simples a la convección, por ejemplo, tales 

como las dadas por la ecuación (4.4) la cual es una representación unidimen- 

sional de la ecuación discretizada (5.22) y (5.23), se examinan por separado 

de los términos restantes. La suposición básica es que si la aproximación 

computacional a los subconjuntos lineales individuales presentes en la ecua- 

ción discretizada (5.22) y (5.23) es exacta, también serán representaciones 

exactas cuando se usan en el marco no lineal. Sin embargo, la precisión de 

las ecuaciones diferenciales lineales es una condición necesaria pero no sufi- 

ciente para garantizar soluciones no lineales satisfactorias. 

 

Trabajando en la discretización de la parte convectiva de la ecuación 

(7.23) usando el esquema forward upstream para u1  0 y u1 > 0 se tie- 

ne respectivamente 

n 
i+1 — ϕi = 

n 
i+1 — ϕi−1 + 

n 
i+1 — ϕi−1 + 

ϕn 
i−1 — ϕi 

hx 2hx 
ϕ − ϕ 

2hx 
hx (ϕn 

hx 
— 2ϕ + ϕ ) (4.5) 

=  i+1 

2hx 
i−1 + 

2 
i+1 i i−1 

2 
x 

ϕn − ϕn ϕ − ϕ ϕ − ϕ ϕn − ϕn 
i i−1 = 

hx 
i+1 

2hx 
i−1 + i+1 

2hx 
i−1 + i i+1 

 

hx 
 

(4.6) 
ϕ − ϕ hx (ϕn — 2ϕ + ϕ ) 

=  i+1 

2hx 
i−1 

2 
i+1 i i−1 

2 
x 

Remplazando (4.5) y (4.6) en el esquema forward upstream (4.4) queda 
escrito de la forma 

 ϕn − ϕ hx (ϕn − 2ϕ  + ϕ ) 
 

ϕt+1 − ϕn  si u1 ≤ 0 
i i  = 

ht 
 ϕ − ϕ hx (ϕn 

 

— 2ϕ + ϕ ) 
 

si u1 > 0. 
(4.7) 

Haciendo el análisis de estabilidad con el Criterio de Von Neumann para 

ψ = h  π   π ξ, ξ ∈ [− , ] y λ = u 
ht 

tenemos el factor de amplificación 
x hx hx 

1 

hx
 

si  u1 > 0. 

ϕ 

ϕ ϕ ϕ 

n 

h 

n n 

n 

h 

h 

n 

△x 

2 
, 

i−1 + u1 , 

, 

— . 
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— 

 1 + 2λsin ( 
2 

) − ̂ ıλsin(ψ) si u1 ≤ 0, 

2λsin (  ) 
2 

1 
ψ 

ρ(ψ) = 

 

 

 2 ψ 
 

 1 − 2 − ̂ ıλsin(ψ)  si  u  > 0. 

 
Aplicando el criterio Von Neumann al esquema forward upstream (4.4), 

para el caso u ≤ 0 se tiene |ρ(ψ)|2 ≤ 1, teniendo en cuenta que λ < 0 

para u < 0 entonces |ρ(ψ)|2 < 1 y debe cumplir que 4λ(1 + λ)sin2( 
ψ 

2 ) < 0 

mayorando obtenemos que 4λ(1 + λ) < 0 como λ es negativo se tiene λ > 
−1, por lo tanto si −1 < λ < 0 hay estabilidad según Von Neumann. 

Para el caso u > 0 se tiene |ρ(ψ)|2 ≤ 1, teniendo en cuenta que λ > 0 

para u > 0 entonces |ρ(ψ)|2 < 1 y debe cumplir que 4λ(1 − λ)sin2( 
ψ 

2 ) > 0 

mayorando obtenemos que 4λ(1 λ) > 0 como λ es positivo se tiene λ < 1, 

por lo tanto si 0 < λ < 1 hay estabilidad según Von Neumann. 

 

Los cálculos numéricos del esquema forward upstream se ejecutan de las 

dos formas (2.47) y (4.7) para un número de pasos temporales de 40 denotado 

como mt, es decir mt = 40 el cual nos da un tiempo de ocho segundos; para 
1 

λ = 0,8 , u1 = 0,1 y hx =  obtenemos ht = 0,2 además siendo ℓ2-error 
40 

denotado como e  ℓ2 , tal que 
s Σmxmt ϕ(i, t) − θ(i, t) 

e  ℓ2 = , (4.9) 
mx − 1 

calculado en un tiempo máximo de 8 segundos, obtenemos los siguientes re- 

sultados: 

En el Cuadro 4.1 los datos muestran que el esquema forward upstream (4.7) 

es más preciso que el esquema forward upstream (4.4) por efectos del error 

de redondeo ha partir de ocho decimales. 

 

En el Cuadro 4.2 se muestra que, tanto el esquema forward upstream (4.4) 

y el esquema forward upstream (4.7) aumentan su precisión con respecto ha 

la solución exacta θ cuando aumentamos el número de pasos temporales y 

espaciales es decir mt = 80 y mx = 80 respectivamente. Note que para 
1 

λ = 0,8 , u = 0,1 y hx =  obtenemos ht = 0,1 sin embargo, observe que 
80 

el esquema forward upstream (4.7) es mas preciso por efectos del error de 

redondeo ha partir de ocho decimales, esto se puede notar cuando se calcula 

el ℓ2-error escrito como (6.9) en un tiempo máximo de 8 segundos. 

i,t=0 

(4.8) 
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∀  ∈ 

F {θ(x, t)} := θ(k, t) = √
2π 

e 

{θ(k, t)} := θ(x, t) = √
2π 

θ(k, t)dk. (4.11) 

∂x 
= √

2π 
e ˆıkθ(k, t)dk = ̂ ıkθ(x, t). (4.13) 

 
 Exacta Error Forward Upstream 

mx  x ϕ θ e  2 ρ 
40 0.875  0.36097461 0.70710695 0.15570502 0.99606098  (4.4) 

40 0.875  0.36097476 0.70710695 0.15570499 0.99606098  (4.7) 

Cuadro 4.1: Precisión del esquema forward upstream para ht = 0,2. 

 
 Exacta Error Forward Upstream 

mx  x ϕ θ e  2 ρ 
80 0.875  0.49506584 0.70710695 0.12053534 0.999013901  (4.4) 

80 0.875  0.49506584 0.70710695 0.12053532 0.999013901  (4.7) 

Cuadro 4.2: Precisión del esquema forward upstream para ht = 0,1. 

 

4.2. Amplitud, dispersión y error de face compu- 

tacional 

Definición 4.2.0.1 Si θ(x, t) es una función continua, continua por partes, 

y absolutamente integrable, entonces la Transformada de Fourier de θ(x, t) 

con respecto a x ∈ R es denotada por θˆ(k, t) y es definida por 

 ̂  1  
∫ ∞  

−ˆıkx 
 

 

 

donde k es llamada la transformada de Fourier y e−ˆıkx es el núcleo de la tras- 

formada. Entonces, x R, la Trasformada Inversa de Fourier de θ(k, t) 
esta definida por 

 

−1   ̂  1  
∫ ∞ 

 

 

ı̂kx ̂  
 

 

Para introducir la idea de dispersión, consideremos la ecuación de adeveción 

(7.23) donde el coeficiente de velocidad u será un coeficiente de velocidad 

constante u1, es decir 
 

∂θ(x, t) 

∂t 
= −u1 

∂θ(x, t) 
. (4.12) 

∂x 

Entonces derivando la Trasformada Inversa de Fourier con respecto a 

x dada en la definición (4.2.0.1)-(4.11), se puede escribir como 

∂θ(x, t)  1  
∫ ∞  

ˆıkx  ̂
 

 

 

Remplazando (4.13) en la ecuación (4.12) obtenemos 

−∞ 

−∞ 

−∞ 

θ(x, t)dx, (4.10) 

F e 



43 

 

 

 

∫ 

˜ 

 ̃

 ̃

 ̃

θ(x, t) = √
2π 

e θ(k, ω)dkdω, (4.18) 
−∞ −∞ 

 
∂θ(x, t) 

∂t 
= −u1ˆıkθ(x, t), (4.14) 

aplicando transformada de Fourier ha 
∂θ(x, t) 

y θ(x, t) la ecuación (4.14) 
∂t 

se escribe como 

θ t̂(k, t) = − ı̂kθ (̂k, t), 

esta es una ecuación diferencial ordinaria en t, ordenando e integrando 

ambos miembros se obtiene 

θˆ(k, t) = Be−ˆıu1kt, (4.15) 

sometiendo esta ecuación a una condición inicial, tenemos que B = θˆ(k, 0) = 

θˆ
0(k). Por lo tanto θ(x, t) se puede escribir como 

 1  ∞ 
θ(x, t) = √ 

−∞ 

 

e ı̂kx 

 

e−ˆıu1ktθˆ0(k)dk, (4.16) 

de este resultado podemos concluir que 

θˆ(k, t + τ ) = e−ˆıu1kτ θˆ(k, t). (4.17) 

Además la ecuación (4.16), se pude escribir en términos de número de 

onda k, y frecuencia angular ω como 

1 
∫ ∞ ∫ ∞  

ˆı(kx+ωt) ̃  
 

por la linealidad de la ecuación de convección ([23] y [6],[18]), la repre- 

sentación (4.18) permite que θ(x, t) se escriba como 

θ(x, t) = θ(k, ω)eˆı(kx+ωt), (4.19) 

siendo θ la amplitud de onda, k número de onda y ω frecuencia de la onda. 

Donde θ, k, ω pueden ser complejos. Observe que la función θ(x, t) es 

representada en términos de número de onda k y frecuencia ω por θ(k, ω) de 

manera exacta, si satisface kx + ωt = 0. De esto podemos concluir que 

ω x 

k 
= − 

t 
= −u1. (4.20) 

En un modelo numérico, las variables espaciales y temporales indepen- 

dientes se pueden escribir como 

 

x = ihx y t = nht, (4.21) 

2π 
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 ̃

± 

 

tal que la ecuación (4.19), se puede escribir como 

θ(x, t) = θ(ihx, nht) = θ(k, ω)eˆı(kihx+ωnht), (4.22) 

entonces el esquema forward upstream (4.4) para u1 > 0, usando la re- 

presentación (4.22) en términos de número de onda y frecuencia produce 

el siguiente resultado 

 

eˆıωht = 1 − λ + λe−ˆıkhx 

o, equivalentemente 

eˆıωht = 1 − λ + λ(coskhx − ˆısinkhx). (4.23) 

Note que en la ecuación (7.23) en la representación de la diferencia, da- 

da por la ecuación (4.4), el amortiguamiento o amplificación en el tiempo 

del resultado es posible debido a la aproximación imprecisa de las deriva- 

das. Para evaluar este efecto, la frecuencia se descompone en partes reales e 

imaginarias, y se define por 

ω = ωr + ̂ ıωI. (4.24) 

Observe que, usando la definición dada en (4.24), la ecuación (4.23), se 

escribe como 

eˆı(ωr +ˆıωI )ht = 1 − λ + λ(coskhx − ˆısinkhx), (4.25) 

o equivalentemente 

γeˆıωrht = 1 − λ + λ(coskhx − ̂ ısinkhx), (4.26) 

donde γ = e−ωI ht se denomina cambio de amplitud de la solución por pa- 

so de tiempo (γn es entonces el cambio de amplitud después de n pasos de 

tiempo). 

Para resolver γ, eˆıωrht es expandido en términos de cosωrht + ı̂sinωr ht . 

 

Las partes real e imaginaria de la ecuación (4.26) deben ser iguales por 

separado tal que la ecuación (4.26) comparando componentes reales e imagi- 

narios, se escriba como 

γcosωrht = 1 − λ(1 − coskhx), 

γsinωrht = −λsinkhx, (4.27) 

después de expandir y reorganizar, sumando el cuadrado de ambos lados 

de estas dos expresiones, obtenemos 

γ2(cos2ωrht + sin2ωrht) = γ2 = [1 − λ(1 − coskhx)]2 + λ2sin2khx, 
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√ 

hx 

~ 

i i i−1 

r t 

 

o equivalentemente 
 

γ = ±  1 + 2λ(coskhx − 1)(1 − λ). 

En contraste con el esquema progresivo en el tiempo, centrado en el espa- 

cio, la representación del esquema de diferencias finitas forward upstream es 

linealmente estable (|γ| ≤ 1) siempre y cuando 

−1 ≤ 2λ(coskhx − 1)(1 − λ) ≤ 0. 

Siendo coskhx ≤ 1, la cantidad dentro de los paréntesis de la izquierda 

es siempre menor o igual a 0, y la desigualdad se mantiene siempre que λ ≤ 1. 

 
Por lo tanto, requiere ht ≤ 

u 
para que el esquema Forward en el 

1 

tiempo y Upstream en el espacio sea estable. Esto se llama el criterio de es- 

tabilidad CFL (Courant-Friedrichs-Lewy). Las técnicas de aproximación nu- 

mérica que deben satisfacer ciertos criterios para tener resultados linealmente 

estables se llaman esquemas condicionalmente estables. 

Cuando λ = 1 o k  0, γ = 1 las soluciones no se amplifican. 

Otros valores de γ, mostrados en el Cuadro 4.3, como funciones de longi- 

tud de onda L = ihx y λ, el número de Courant, muestran que a excepción 

de las ondas más largas y λ = 0 o 1, el esquema amortigua la solución con el 

mayor error; para λ = 0,5 las longitudes de onda de 2hx son eliminadas por 

completo; un resultado que se puede ver más fácilmente es reescribiendo la 

forma lineal de la ecuación (4.4) como 

ϕn+1 = (1 − λ)ϕn + λϕn para u1 > 0. (4.28) 

La velocidad de fase predicha en función del número de onda también 

puede obtenerse a partir de las ecuaciones (4.27) dividiendo los componentes 

imaginarios por los componentes reales, produciendo 

sinωrht 
= tanω h = 

 −λsinkhx 
, (4.29) 

cosωrht 1 + λ(coskhx − 1) 

o dado que la velocidad de fase ςθ es igual al negativo de la frecuencia dividida 

por el número de onda, es decir 

ς˜ = 
−1 

tan−1[ 
 −λsinkhx  

]. (4.30) 
ϕ kht 1 + λ(coskhx − 1) 

Note, que de la solución de la ecuación diferencial 
∂θ 

∂t 

 
= −u 

∂θ 
, se 

∂x 
obtiene las siguientes relaciones 

ω 

k 
= −ς˜ϕ = −u1, 

1 
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Figura 4.1: Temperatura obtenida por la aproximación computacional de la 

ecuación de advección 
∂θ 

= u 
∂t 

∂θ 
usando el esquema forward upstream 

∂x 
(4.4) sujeto a la condición inicial (4.2) y la condición de frontera (4.3) cuando 

γ es idénticamente igual a γexacto. 

 

la relación de la solución computacional a la solución exacta de las 

velocidades de fase es 

 
ς˜ϕ 

= 
 −1  

tan−1[ 
 −λsinkhx  

]. (4.31) 
u1 ku1ht 1 + λ(coskhx − 1) 

Esto indica que el esquema de diferencias finitas Forward en el tiempo y Ups- 

tream en el espacio es dispersivo ya que la velocidad de fase computacional 

es una función del número de onda. En otras palabras, similar a la dispersión 

física, las ondas con diferentes longitudes de onda se propagan a diferentes 

velocidades. De esta manera, la onda no puede conservar su patrón de onda 

original y se llama onda dispersiva. 

La exactitud de una solución numérica lineal depende de cuán bien los 

valores calculados de γ y ς˜ϕ aproximan las soluciones exactas de la ecuación 

diferencial, esto ocurre en el caso que, γexacto = 1 y ςexacto = u1. 

Si |γ| > 1 para cualquier longitud de onda posible, entonces la técnica de 

solución es linealmente inestable. 

Si no es linealmente inestable, pero el valor absoluto de 
γ 

γexacto 
es menor que 

la unidad para cualquier longitud de onda, entonces el esquema está amorti- 

guando, y si γ es idénticamente igual a γexacto, entonces la técnica produce 

la amplitud correcta ver Figura 4.1. 

Cuando ς˜ϕ = ςexacto, La representación de la aproximación es errónea- 

mente dispersiva (la solución exacta, por supuesto, es dispersiva si ςexacto es 

una función de k). 

1 
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También es importante determinar el amortiguamiento en un período de 

tiempo especificado, como el tiempo que tarda la onda en recorrer un incre- 

mento de cuadrícula. Esto significa que un esquema podría estar ligeramente 

amortiguando para cada paso de tiempo, pero si el paso de tiempo era peque- 

ño, el amortiguamiento acumulado con el tiempo podría ser bastante grande. 

Los valores de 
ς˜ϕ 

se dan en el Cuadro 4.3 para diversas combinaciones de λ 
u1 

y k. Por ejemplo, en el Cuadro 4.3, mostramos que con λ = 0,5, el cambio 

de amplitud por paso de tiempo es mayor que con λ = 0,1. 

Como con la amplitud, una longitud de onda de 2hx generalmente tiene 

la representación más pobre de la velocidad de fase apropiada. 

Sólo en λ = 1 y en λ = 0,5 (donde la amplitud de una onda de 2hx se 

elimina en un paso de tiempo) la fase es representada con precisión para todas 

las longitudes de onda. 

Cuando 0,5 < λ < 1, las ondas viajan más rápido en la representa- 

ción de diferencias finitas que la solución exacta (ς˜ϕ > u1), mientras que 

viajan más lentamente cuando 0 < λ < 0,5 es dedir (ς˜ϕ < u1) ver Figura 

4.2. 

 

0.001 0.01 0.1 0.2 
λ 

0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 
Longitud 
de Onda 

0.998 0.980 0.800 0.600 0.200 0.400 0.000 0.200 0.400 0.600 0.800 1.000 2hx 

0.999 0.980 0.820 0.680 0.580 0.520 0.500 0.520 0.580 0.680 0.820 1.000 4hx 

γ1 1.000 0.996 0.967 0.934 0.920 0.908 0.905 0.908 0.920 0.934 0.967 1.000 10hx 

1.000 0.984 0.991 0.984 0.979 0.977 0.984 0.977 0.979 0.984 0.991 1.000 20hx 

0.99999 0.99988 0.99889 0.99803 0.99741 0.99704 0.99692 0.99704 0.99741 0.99803 0.99889 1.000 40hx 

1.000 0.99997 0.99972 0.99950 0.99935 0.99926 0.99923 0.99925 0.99935 0.99951 1.000 1.000 80hx 

0.000 0.000 0.00 0.000 0.000 0.000 1.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 2hx 

0.637 0.643 0.704 0.780 0.859 0.936 1.000 1.043 1.060 1.055 1.033 1.000 4hx 
ς˜ϕ 

0.936 u 0.937 0.953 0.968 0.981 0.992 1.000 1.005 1.008 1.008 1.005 1.000 10hx 
1 

0.999 0.999 0.988 0.992 0.995 0.998 1.000 1.001 1.002 1.002 1.001 1.000 20hx 

0.99590 0.99601 0.99704 0.99802 0.99885 0.99951 1.000 1.00033 1.00049 1.00049 1.00033 1.000 40hx 

0.99898 0.99900 0.99926 0.99950 0.99971 0.99988 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 80hx 

 

Cuadro 4.3: Valor de la amplitud γ1 y error de face 
ς̃ ϕ 

u1 
por pasos de tiempo 

como una función de longitud de onda para la aproximación computacional 

de la ecuación de advección 
∂θ 

= u 
∂t 

∂θ 
usando el esquema forward ups- 

∂x 
tream. 

1 
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(b) 

 

 

Figura 4.2: Temperatura obtenida por la aproximación computacional de la 

ecuación de advección 
∂θ 

= u 
∂t 

∂θ 
usando el esquema forward upstream 

∂x 
(4.4) sujeto a la condición inicial (4.2) y la condición de frontera (4.3) para 

(a) λ = 0,4 y (b) λ = 0,8. 

 

 

Debe observarse que en un esquema aproximado que está amortiguando 

(es decir, γ < 1), reducir ht para el mismo hx no necesariamente resulta 

menos amortiguación total después de un período de tiempo. Esto se debe a 

que la técnica de solución se utiliza con más frecuencia durante ese tiempo 

debido a la menor ht ver Figura 4.3. 

Por lo tanto, para una mayor precisión y eficiencia computacional, como 

ht es tan grande como sea permitido por los criterios de estabilidad lineal, 

debe ser elegido cuando un esquema de aproximación tiene amortiguación 

computacional. Los valores del Cuadro 4.3 han sido validados con los valores 

obtenidos por Charly Martin y Jeff MacQueen ([18] y [22]) y se han obtenido 

como sigue: 

1 
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1. Para una longitud de onda 2hx consideramos el número de puntos tem- 

porales igual al número de puntos espaciales, es decir mt = mx = 2, 

con velocidad u1 = 1 y número de Courant λ = 0, i, obteniendo 
i 

ht =  para i = 1, 9; en los casos de λ = 1; 0,01; 0,001 se obtu- 
20 

vieron h 1 1 1 =  ; ; respectivamente. 
 

  

t 2 200 2000 

2. Para una longitud de onda 4hx consideramos el número de puntos tem- 

porales igual al número de puntos espaciales, es decir mt = mx = 4, 

con velocidad u1 = 1 y número de Courant λ = 0, i, obteniendo 
10.i 

ht = 
400 

para i = 1, 9; en los casos de λ = 1; 0,01; 0,001 se ob- 

tuvieron h 1 1 1 =  ; ; respectivamente. 
 

  

t 4 400 4000 

3. Para una longitud de onda 10hx consideramos el número de puntos 

temporales igual al número de puntos espaciales, es decir mt = mx = 
10, con velocidad u1 = 1 y número de Courant λ = 0, i, obtenien- 

do ht 
i 

= 
100 

 
 

para i = 1, 9; en los casos de λ = 1; 0,01; 0,001 se 

obtuvieron h = 
1 

; 
1  

; 
1 

respectivamente. 
t 10 1000 10000 

4. Para una longitud de onda 20hx consideramos el número de puntos 

temporales igual al número de puntos espaciales, es decir mt = mx = 
20, con velocidad u1 = 1 y número de Courant λ = 0, i, obtenien- 

do ht 
i 

= 
200 

 
 

para i = 1, 9; en los casos de λ = 1; 0,01; 0,001 se 

obtuvieron h = 
1 

; 
1  

; 
1 

respectivamente. 
t 20 2000 20000 

5. Para una longitud de onda 40hx consideramos el número de puntos 

temporales igual al número de puntos espaciales, es decir mt = mx = 
40, con velocidad u1 = 1 y número de Courant λ = 0, i, obtenien- 

do ht 
i 

= 
400 

 
 

para i = 1, 9; en los casos de λ = 1; 0,01; 0,001 se 

obtuvieron h = 
1 

; 
1  

; 
1 

respectivamente. 
t 4 4000 40000 

6. Para una longitud de onda 80hx consideramos el número de puntos 

temporales igual al número de puntos espaciales, es decir mt = mx = 
80, con velocidad u1 = 1 y número de Courant λ = 0, i, obtenien- 

do ht 
i 

= 
800 

 
 

para i = 1, 9; en los casos de λ = 1; 0,01; 0,001 se 

obtuvieron h = 
1 

; 
1  

; 
1 

respectivamente. 
t 80 8000 80000 
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Figura 4.3: Temperatura obtenida por la aproximación computacional de la 

ecuación de advección 
∂θ 

= u 
∂t 

∂θ 
usando el esquema forward upstream 

∂x 
(4.4) sujeto a la condición inicial (4.2) y la condición de frontera (4.3) con 

una longitud de onda 80hx. 

 

Los esquemas de órdenes impares también cuestan más para ejecutarse efi- 

cientemente en sistemas computacionales basados en vectores, La asimetría 

del esquema impar (un punto adicional de contra viento) requiere una deci- 

sión con respecto a la dirección del viento o el cálculo del esquema de advec- 

ción en ambas direcciones de velocidad negativa o positiva. Estos dos hechos 

hacen que los esquemas uniformes como el esquema forward upstream sean 

más atractivos en la mayoría de las aplicaciones [22]. 

 

4.3. Ecuación de transporte unidimensional 

Ahora examinaremos la ecuación de transporte 

θt + uθx = αθxx, (4.32) 

con x  [0, 1], u es la velocidad, α es la constante de difusión térmica y θ es 

una función escalar que representa la temperatura, sujeto a la condición inicial 

(4.2) y condición de frontera (4.3). La ecuación (4.32) puede ser interpretada 

como modelo para la parte convectiva y difusiva de la ecuación de energía 

([11],[3]). 

Empezaremos la discusión de la ecuación de transporte unidimensional 

(4.32) considerando la diferenciación forward upstream (4.4) del término 

1 
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n n 

n n 

 

x 

h 2 

 

 

2 

 
−u 

i+1 

2hx 
i−1 + α∗ 

i+1 i 
2 
x 

i−1 

−u 

 

i+1 

2hx 
i+1 i 

2 
x 

i−1 

i−1 i i+1 

i−1 i i+1 

2(2µ + λ)sin ( 

n 

x x 

h 

(4.34) 

 
convectivo, como las deducidas en (4.5) y (4.6); usando la notación α∗ = 

α − u
hx 

y α∗ = α + u
hx 

la ecuación de transporte unidimensional (4.32) 
2 2 

puede ser escrito como 

 ϕn − ϕ 

 

 
(ϕn 

 

 
— 2ϕ + ϕ ) 

  

 

ϕt+1 − ϕn  si u ≤ 0, 
i i  = 

ht 
 ϕ − ϕ (ϕn — 2ϕ + ϕ ) 

 

si u > 0. 
(4.33) 

 

Éste esquema (4.51) es exacto de primer orden para el tiempo y exacto de se- 

gundo orden para el espacio, es decir tiene un error de truncamiento o(ht, h2). 

Usando la notación µ = α 
ht 

x 

y λ = u 
ht 

hx 
el esquema forward upstream 

(4.51) se escribe como 

µϕn + (1 − 2µ + λ)ϕn + (µ − λ)ϕn si  u ≤ 0, 

 
(µ + λ)ϕn + (1 − 2µ − λ)ϕn + µϕn si  u > 0. 

 
Haciendo el anπá l i sπi s  de estabilidad con el criterio de Von Neumann con 

ψ = hxξ, ξ ∈ [− 
h 

, 
h 

] obtenemos el factor de amplicicación 

 

1 − 2(2µ − 

ρ(ψ) = 

 1 − 

λ)sin2( 
ψ 

) 
2 

2 ψ 
 

 

 
— ̂ ıλsin(ψ)  si  u ≤ 0, 

 
— ̂ ıλsin(ψ)  si  u > 0. 

 

 
(4.35) 

Aplicando el criterio Von Neumann al esquema forward upstream (4.51) pa- 

ra el caso u ≤ 0, teniendo en cuenta que λ ≤ 0 para u ≤ 0 se cumple 

que |λ|max = 0 entonces esta desigualdad |ρ(ψ)| ≤ |1 + 2(2µ − λ)|max + 
|λ|max ≤ 1 se escribe como |1 + 2(2µ − λ)|max ≤ 1. Por lo tanto hay esta- 

bilidad si y solo sí 0 ≤ µ − 0,5λ ≤ 
1 

. 

Mayorando para el caso u > 0 teniendo en cuenta que λ > 0 para u > 0 
se cumple que |λ|max > 0 entonces esta desigualdad |ρ(ψ)| ≤ |1 − 2(2µ + 
λ)|max + |λ|max ≤ 1 se escribe como |1 − 2(2µ + λ)|max < 1. Por lo tanto 

hay estabilidad si y solo sí 0 < µ + 0,5λ < 
1 

. 
2 

2 

n 

h 

n 

i 

, 

i−1 + α∗ , 

ϕt+1 = 

) 
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4.3.1. Análisis numérico para la ecuación de transporte 

Considerando la ecuación de transporte unidimensional (4.32) para un 

número de pasos temporales de 40 denotado como mt, es decir mt = 40 el 
1 

cual nos da un tiempo de ocho segundos; con λ = 0,8, u = 0,1, hx =  
40 

obtenemos ht = 0,2 y un ℓ2-error (6.9) calculado en un tiempo máximo de 8 

segundos. 

Observe, que por el error de redondeo calculado ha partir de ocho decimales 

podemos concluir que el esquema forward upstream (4.51) es más preciso 

cuando el coeficiente de difusión térmica α es más pequeño como muestra el 

Cuadro 4.4 y el Cuadro 4.5. 

Sin embargo cuando aumentamos el número de pasos temporales y espa- 

ciales es decir mt = 80 y mx = 80 respectivamente. Note que para λ = 0,8 
1 

, u = 0,1 y hx = 
80 obtenemos ht = 0,1 así el Cuadro 4.6, muestra que el 

esquema forward upstream (4.51) es más preciso con respecto ha la solución 

exacta θ, por tal razón éste esquema será trabajado en esta investigación para 

interpretar la ecuación del transporte de energía ([11],[3]). 

 
 Exacta Error Forward Upstream 

mx  x ϕ θ e  2 ρ 
40 0.875  0.30563561 0.70710325 0.16707313 0.996060252  (4,51) 

Cuadro 4.4: Precisión del esquema forward upstream para ht = 0,2 y α = 
1 × 10−4. 

 

 
 Exacta Error Forward Upstream 

mx  x ϕ θ e  2 ρ 
40 0.875  0.36031410 0.70710325 0.15584145 0.996060252  (4,51) 

Cuadro 4.5: Precisión del esquema forward upstream para ht = 0,2 y α = 
1 × 10−6. 

 

 
ht = 0,1 Exacta Error Forward Upstream 

mx  x ϕ θ e  2 ρ 
80 0.875  0.49373254 0.70710325 0.12088340 0.999013543  (4,51) 

Cuadro 4.6: Precisión del esquema forward upstream para ht = 0,1 y α = 
1 × 10−6. 
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n n 

h 2 

ht 

n n 

ht 
i 

n 

i i−1 i i+1 

  i i + 0,5u 
  i+1 i−1 +   i+1 i−1  

n n 
i i 

t 
2 

x 

— 

ht 2hx 2hx 

 

4.3.2. Esquemas para la ecuación de transporte 

La ecuación de transporte (4.32), tambien se puede representar usando los 

operadores 

 

LxTi = 
Ti+1 − Ti−1 , L  T 

2hx 
xx  i = 

Ti+1 − 2Ti + Ti−1 
. (4.36) 

x 

Usando los operadores dados en (4.36), y el esquema explícito FTCS para 

representar la ecuación de transporte dada en (4.32), obtenemos 
 

▲ϕn+1 
n n  i  + 0,5uhxLxϕi − αLxxϕi = 0, (4.37) 

o, equivalentemente 

ϕn+1 − ϕn ϕ − ϕ ϕ − 2ϕ  + ϕ 

h 
= −u i+1 

2hx 
i−1 + α( i+1 i i−1 ), (4.38) 

x 

el cual denotando S = α 
ht 

y el número de Courant, C, C = u 
ht 

, puede ser 
2 hx 

escrito como un algoritmo 

 

ϕn+1 = (S + 0,5C)ϕn + (1 − 2S)ϕn + (S − 0,5C)ϕn 

 

 
(4.39) 

Usando el esquema implícito de Du Fort-Frankel, para representar la 

ecuación de transporte dada en (4.32), obtenemos 

 n+1 n−1 ϕi − ϕi + 0,5uh L ϕn − 
 α 

ϕn − (ϕn−1 + ϕn+1) + ϕn
  

= 0, 

2ht 
x  x i 2 i 1 i i 

x 
i+1 

 
(4.40) 

Usando el esquema implícito de Crank-Nicolson, para representar la 

ecuación de transporte dada en (4.32), obtenemos 

▲ϕn+1  n n+1 
 i  + 0,5(uLx − αLxx)(ϕi + ϕ ) = 0, (4.41) 

o, equivalentemente 

ϕn+1 − ϕn 
 

ϕn − ϕ ϕn+1 − ϕn+1 
! 

 

  
ϕn − 2ϕ + ϕ ϕn+1 − 2ϕn+1 + ϕn+1 

! 

−0,5α i+1 i i−1 
2 
x 

i+1 i 
2 
x 

i−1 = 0, 
 

(4.42) 

n 

h 

h 

h 

h h 
+ 
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ht 

n n 

{ − } 
≥ 

ht 
i 

n n 

i−1 i i+1 

i i+1 

L(4)ϕn ≈ i+1 

2hx 
i−1 + q i−2 i−1 

3hx 
i i+1 

i−2 i−1 

n n 
i i 

t 
2 

n 

x 

 

y puede ser escrito como un algoritmo 
 

n+1 n+1 n+1 
−(S + 0,5C)ϕi−1 + 2(1 + S)ϕi − (S − 0,5C)ϕi+1 

= (S + 0,5C)ϕn + 2(1 − S)ϕn + (S − 0,5C)ϕn (4.43) 

Usando el esquema explícito de Lax-Wendroff, para representar la ecua- 

ción de transporte dada en (4.32),denotando α∗ = α + 0,5uChx obtenemos 
 

▲ϕn+1  n ∗ n 
 i  + uLxϕi − α Lxxϕi = 0, (4.44) 

 

o, equivalentemente 

ϕn+1 − ϕn 

 

 
ϕ − ϕ 

 

 
ϕ − 2ϕ  + ϕ 

h 
= −u i+1 

2hx 
i−1 + α∗( i+1 i i−1 ), (4.45) 

x 

y puede ser escrito como un algoritmo 

 
ϕn+1 = (S + 0,5C + 0,5C2)ϕn + 
i i−1 

(1 − 2S − C2)ϕn + (S − 0,5C + 0,5C2)ϕn (4.46) 

Ahora, usando diferencia finita Upwind de cuatro puntos para el caso u  0 
y el operador Mx = δ, 1 2δ, δ , obtenemos el esquema implícito de 

Crank-Nicolson generalizado 

 

▲ϕn+1  (4)  n n+1 

Mx  i  + 0,5(uLx  − αLxx)(ϕi + ϕ ) = 0, (4.47) 

 

donde, si u ≥ 0 afirmamos que 

ϕ − ϕ 
 

ϕn − 3ϕ + 3ϕn − ϕn 

 

Denotando Q∗ = 
1 

qC tal que 1,5Q∗ = 0,5qC, puede ser escrito como 
3 

un algoritmo 

0,5Q∗ϕn+1 + (δ − 0,25C − 0,5S − 1,5Q∗)ϕn+1 + 
(1 − 2δ + S + 1,5Q∗)ϕn+1 + (δ + 0,25C − 0,5S − 0,5Q∗)ϕn+1 

i i+1 
= 0,5Q∗ϕn + (δ + 0,25C + 0,5S + 1,5Q∗)ϕn + 

i−2 i−1 
(1 − 2δ − S − 1,5Q∗)ϕn + (δ − 0,25C + 0,5S + 0,5Q∗)ϕn 

i i+1 

 (4.49) 

n 

h 

. (4.48) 
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Ilustraremos el nivel de precisión de estos esquemas considerando el siguiente 

problema 

θt + uθx = αθxx, (4.50) 

con x R, t > 0, u es la velocidad, α es la constante de difusión térmica y 

θ = θ(x, t) es una función escalar que representa la temperatura, para efectos 

de cálculos numéricos estara sujeto a la condición de frontera θ(−2, t) = 1 y 

θ(−2, t) = 0 para todo t ∈ [0, 1] y condición inicial 

 

1  si  −2 ≤ x ≤ 0, 
0  si  0 < x ≤ 2, 

(4.51) 

bajo estas condiciones para x [ 2, 2] := L, una solución exacta, por la 

técnica de separación de variables, es 

 

N 

θ(x, t) = 0,5  
π 

k=1 

 
sin 

 
(2k − 1)π 

(x − ut) 

 
(2k−1)π 2 

 

L 

2k − 1 

 
 

 
(4.52) 

Ver apéndice (8.6) el código en fortran 90 ([7],[12]). 

θ(x, 0) = { 
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× × 

 
θ(x, 0, z, t) = f3(x, z) si x ∈ Lx, z ∈ Lz, t > 0 

 
θ(x, L2, z, t) = f4(x, z) si x ∈ Lx, z ∈ Lz, t > 0 

 

 

 

 Hallar θ : Ω × R+ → R tal que: 

 

 

Capítulo V 

Esquema Forward 

Upstream en 3D 

 
5.1. Formulación del problema 

Considerando el dominio espacial del problema como una caja rectangu- 

lar tridimensional de la forma Ω := [0, L1] [0, L2] [0, L3] donde Li > 0 
con i = 1, 3 son dados. 

El problema de valor inicial y de contorno (PVIC) asociado a esta ecuación 

de energía (2.35) es el siguiente: 

 

∂θ ∂θ ∂θ ∂θ ∂2θ ∂2θ ∂2θ 

∂t 
= −u1 

∂x 
− u2 

∂y 
− u3 

∂z 
+ α1 

∂x2 
+ α2 

∂y2 
+ α3 

∂z2 

si x ∈ Lx = [0, L1], y ∈ Ly = [0, L2], z ∈ Lz = [0, L3], t > 0 
 
 

θ(x, y, z, 0) = f0(x, y, z) si x ∈ Lx, y ∈ Ly, z ∈ Lz 

θ(0, y, z, t) = f1(y, z) si y ∈ Ly, z ∈ Lz, t > 0 
θ(L1, y, z, t) = f2(y, z) si y ∈ Ly, z ∈ Lz, t > 0 

 
θ(x, y, 0, t) = f5(x, y) si x ∈ Lx, y ∈ Ly, t > 0 
θ(x, y, L3, t) = f6(x, y) si x ∈ Lx, y ∈ Ly, t > 0 

donde θ representa la temperatura, u1, u2, u3 denota las componentes de 

velocidad en la dirección x, y, z respectivamente, αi con i = 1, 3 los coefi- 

cientes de difusión térmica. 

Observe, que las condiciones en la frontera ∂Ω son del tipo Dirichlet, más 
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∈ 

× × 

 

específicamente en cada cara del dominio la temperatura asume valores deno- 

tados por fi con i = 1, 6. La distribuición de temperatura inicial considerada 

denotada por f0(x, y, z) es conocida. 

Como observamos, el problema es tridimensional, el cual puede ser una 

abstracción matemática de la física de la conducción del calor en una caja 

rectangular, cuyos caras se mantienen a temperaturas conocidas fi con i = 
1, 6; el hecho de que este problema modelo, tenga solución analítica explícita, 

es un buen modelo para probar la eficiencia del esquema numérico forward 

upstream que se pretende estudiar. 

 

5.2. Solución del problema discreto 

La discretización del problema(PVIC) usando el esquema de diferencias 

finitas, se realiza en tres etapas, primero discretizaremos el dominio, en se- 

gundo lugar la variable, finalmente construiremos un esquema de diferencias 

para la aproximación numérica de la ecuación. 

 

5.2.1. Discretización del dominio 

Tomamos el dominio Ω := [0, L1] [0, L2] [0, L3], este dominio es 

dividido en un número finito de subdominios rectangulares de longitud hx, 

hy, hz, ht, donde hx > 0, hy > 0, hz > 0, son números positivos. De igual 

manera elegimos un número positivo ht > 0 que servirá para subdividir el eje 

t > 0. Los subdominios rectángulares no necesariamente son homogénios y 

en el extremo de cada rectángulo se define de un modo como sigue 

Definición 5.2.1.1 Sea hx, hy, hz, ht números positivos, una malla es un con- 

junto de puntos de la forma 

(xi, yj, zk, tn) = (ihx, jhy, khz, nht), 

llamados también nodos donde i,j,k,n son números enteros no negativos con 

n > 0. 

Buscamos la solución aproximada en el nodo (ξi,j,k, nht), donde ξi,j,k = 
(ihx, jhy, khz)  R3 corresponde a un nodo en la malla del dominio espacial 

discreto, cuyos nodos interiores en un tiempo n están representados en la 

Figura 5.1. 

 

5.2.2. Discretización de la variable 

La variable o incognita del problema θ, se discretiza usando la malla defi- 

nida en 5.2.1.1, donde a cada nodo (ihx, jhy, khz, nht) se le asigna un valor 

θ(ihx, jhy, khz, nht) que se denota por 
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∈ 

i,j,k 

i,j,k 

i,j,k 

i,j,k 
n 

Así {ϕ n+1 

n+1 

n 

 

 

 

(i,j-1,k+1) 

 

 

 

 

 

 

(i,j-1,k) 

 

 

 

 

(i,j-1,k-1) 

 
b  (i,j+1,k+1) 

 

 

 

 

 
b  (i,j+1,k) 

 

 

 

 
b  (i,j+1,k-1) 

 

 

 

 

(i+1,j,k-1) 

 

Figura 5.1: Nodo interior ξi,j,k del dominio espacial. 

 

 

n 
i,j,k = θ(ihx, jhy, khz, nht). (5.1) 

Definición 5.2.2.1 Una función discreta ϕ es una función definida sobre una 

malla tal que cada punto (xi, yj, zk, tn) le asignamos un valor real denotado 

i,j,k. 

Cualquier función continua ϕ sobre Ω×R+ puede ser discretizada sobre la 

malla definida en 5.2.1.1, definiendo ϕn = ϕ(xi, yj, zk, tn), en particular 

la solución del problema(PVIC) θ dada en (5.1) es discretizado por θn = 
θ(xi, yj, zk, tn). 

Como no conocemos la solución θ del problema entonces aproximamos 

esta solución discreta θn por una función discreta que la denotamos por 
n 
i,j,k tal que θn ≈ ϕi,j,k en cada nodo de la malla. 

n 
i,j,k } y {ϕi,j,k} denota la función discreta en el nivel n y n + 1 respec- 

tivamente, donde: 

n 
i,j,k 

 
≈ θ(ξi,j,k, nht) y ϕi,j,k ≈ θ(ξi,j,k, nht + ht). (5.2) 

Además la condición inicial discretizada es 

0 
i,j,k 

= f0(ihx, jhy, khz) con i, j, k ∈ Z+, 

y las condiciones de frontera discretizadas sobre los puntos de la malla dada 

en la definición 5.2.1.1 que estan en la frontera del dominio con i, j, k  Z+, 

y se escriben como 

 

(i,j,k+1) 
  

 

(i,j,k) 
  

 

 

  

(i,j,k-1) 

 

 

θ 

por ϕ 

ϕ 

ϕ 

ϕ 
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t 

i,j,k t 

i,j,k 

i,j,k 

 t 

i,j,k 

 

n 
0,j,k 

n 
i,0,k 

ϕn 

= f1(jhy, khz), ϕn 

= f3(ihx, khz), ϕn 
= f5(ihx, jhy), ϕn 

= f2(jhy, khz), 

= f4(ihx, khz), 
= f6(ihx, jhy). 

 
(5.3) 

i,j,0 i,j,k 

 
5.2.3. Discretización de la ecuación por diferencias finitas 

Sea la serie de Taylor para el punto (ξi,j,k, nht + ht) alrededor del punto 

(ξi,j,k, nht) es 

 
∂θ(ξi,j,k, nht) θ(ξ , nh + h ) = θ(ξ , nh ) + h + 

i,j,k t t i,j,k t ∂t t 
∂2θ(ξi,j,k, nht) h2 

+ · · · , (5.4) 
∂t2 2! 

expresamos (5.4) de la siguiente forma 

∂θ(ξi,j,k, nht) θ(ξ , nh + h ) = θ(ξ , nh ) + h + o(h2), (5.5) 
i,j,k t t i,j,k t ∂t t t 

donde o(h2) denota el término que contiene la segunda derivada y las poten- 

cias mayores de ht. 

De expresión (5.5) se puede obtener la primera derivada de θ en el punto 

(ξi,j,k, nht) por 

 
∂θ(ξi,j,k, nht) 

= 
θ(ξi,j,k, nht + ht) − θ(ξi,j,k, nht) 

− o(h ), (5.6) 
∂t ht t 

si truncamos la ecuación (5.6) eliminando el término o(ht) se tiene la aproxi- 

mación por diferencias finitas de la primera derivada en el punto (ξi,j,k, nht), 
llamada diferencia progresiva en el tiempo la cual tiene un error de trunca- 

miento o(ht), esto es 

∂θ(ξi,j,k, nht) 
≈ 

θ(ξi,j,k, nht + ht) − θ(ξi,j,k, nht) 
, (5.7) 

∂t ht 

usando la notación (5.1) y la notación θn = θ(ξi,j,k, nht) la aproximación 

(5.7) se expresa como: 

 
∂θ(ξ 

 
 

, nh ) 

 

 

θn+1 − θn 

∂t 
≈ . (5.8) 

ht 

ϕ 

ϕ 

i,j,k i,j,k 
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n 

n 

i,j,k t 

2! x xx i j k n 
3! x xxx i j k n 

 

Usando las aproximaciones (5.2) tenemos que la aproximación (5.8) se 

puede escribir como 

∂θ(ξ , nh ) ϕn+1 − ϕn 

∂t 
≈ , (5.9) 

ht 

de igual manera usando la serie de Taylor con las variables espaciales 

obtenemos: 

1 
θ(xi ± hx, yj, zk, tn) = θ(xi, yj, zk, tn) ± 

1! 
hxθx(xi, yj, zk, tn) 

+ 
 1 

h2 θ  (x , y , z , t ) ± 
 1 

h3 θ (x , y , z , t ) + · · · , (5.10) 

de (5.10) se puede obtener la primera derivada de θ en el punto (ξi,j,k, tn) 
por 

 
∂θ(ξi,j,k, tn) 

= ±( 
θ(xi ± hx, yj, zk, tn) − θ(ξi,j,k, tn) 

− o(h )), (5.11) 
∂x hx 

x 

si truncamos la ecuación (5.11) se tiene dos tipos de aproximaciones por di- 

ferencias finitas de la primera derivada en el punto (ξi,j,k, tn). 
La primera  

∂θ(ξi,j,k, tn) 
≈ 

θ(xi + hx, yj, zk, tn) − θ(ξi,j,k, tn) 
, (5.12) 

∂x hx 

llamada diferencia progresiva en la dirección x con un error de truncamien- 

to o(hx), y la segunda 

∂θ(ξi,j,k, tn) 
≈ 

θ(ξi,j,k, tn) − θ(xi − hx, yj, zk, tn) 
, (5.13) 

∂x hx 

llamada diferencia regresiva en la dirección x con un error de trunca- 

miento o(hx). 
En términos de la variable discreta tenemos las siguientes aproximaciones de 

las derivadas 

∂θ(ξi,j,k, tn) 

∂x 
≈ 

n 
i+1,j,k 

h 

— ϕi,j,k 

x 

 
, (5.14) 

 

∂θ(ξi,j,k, tn) 

∂x 

n 
i,j,k — ϕi−1,j,k 

hx 

 
. (5.15) 

Así mismo trabajando la serie de Taylor dada en (5.10) tenemos 

ϕ 

ϕ 

i,j,k i,j,k 

≈ 
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x 

x 

x 

n 

x h2 

n 

 

 
1 

θ(xi + hx, yj, zk, tn) = θ(xi, yj, zk, tn) + 
1! 

hxθx(xi, yj, zk, tn) 

+ 
1 

h2 θ  (x , y , z , t ) + o(h3), (5.16) 

2! x xx i  j  k  n x 

1 
θ(xi − hx, yj, zk, tn) = θ(xi, yj, zk, tn) − 

1! 
hxθx(xi, yj, zk, tn) 

+ 
1 

h2 θ  (x , y , z , t ) + o(h3), (5.17) 

2! x xx i  j  k  n x 

sumando las expresiones (5.16) y (5.17), obtenemos 

θ(xi + hx, yj, zk, tn) + θ(xi − hx, yj, zk, tn) = 

2θ(xi, yj, zk, tn) + h2 θxx(xi, yj, zk, tn) + o(h3), 
x 

 

 

de (5.18) obtenemos 

x 

(5.18) 

 
1 

θxx(xi, yj, zk, tn) = 
h2 θ(xi + hx, yj, zk, tn) − 

 2  θ(x , y , z , t  1  ) + θ(x — h , y , z , t ) − o(h2), (5.19) 
2 i  j  k n 
x 

2 i x j k n x 
x 

si truncamos (5.19) se tiene la aproximación por diferencias finitas de la 

segunda derivada en el punto (ξi,j,k, nht), llamada diferencia central segun- 

da en la dirección x la cual tiene un error de truncamiento o(h2), esto es 

 
1 

θxx(xi, yj, zk, tn) ≈ 
h2 

θ(xi + hx, yj, zk, tn) 

2 1 
− 

h2 θ(xi, yj, zk, tn) + 
h2 θ(xi − hx, yj, zk, tn), 

x x 

(5.20) 

Usando las aproximaciones (5.2) tenemos que a partir de (5.20) aproxi- 

mamos la segunda derivada por 

∂2θ n ϕ − 2ϕ + ϕ 
  i+1,j,k i,j,k i−1,j,k 

( 
∂x2 )i,j,k,n ≈ , (5.21) 

Los cálculos matemáticos en las direcciones y, z son similares ha los usados 

para la obtención de la aproximación (5.21). 

h h 
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ϕ n 

ϕ — ϕ 
− u 

n 

 
ϕ n 

n 

≤ 

i,j,k+1 i,j,k 
2 
z 

i,j,k−1 

n 

+ ϕn 

n 

h 

 

5.2.4. Discretizada del problema de valor inicial y de con- 

torno 

Ahora encontramos la ecuación discretizada del problema (PVIC) usando 

el esquema forward upstream. 

Caso1: Para ui ≤ 0 con i = 1, 3 es 
 

ϕn+1 − ϕn ϕ − ϕ 
i,j,k 

ht 
ϕn 

i,j,k 
= −u1 

 
— ϕ 

i+1,j,k 

hx 
ϕn 

i,j,k 

 
— ϕ 

u2 
i,j+1,k 

hy 
 

ϕn 

i,j,k 
3 

— 2ϕ 

i,j,k+1 

hz 
+ ϕn 

i,j,k 
 

  

+α1 

 
α2 

i+1,j,k 

 
n 
i,j+1,k 

 
 

ϕn 

i,j,k 
2 
x 

— 2ϕi,j,k 
2 
y 

— 2ϕ 
 

i−1,j,k + 
 

 
i,j−1,k

  

 

+ ϕn 
  

 
 

Caso2: Para ui > 0 con i = 1, 3, el esquema forward upstream es: 

ϕn+1 − ϕn ϕ − ϕ 
i,j,k 

ht 

i,j,k 
= −u1 

i,j,k i−1,j,k 

hx 
n 

u2 
i,j,k 

n 
i,j−1,k 

hy 
3 

n 
i,j,k — ϕi,j,k−1 

hz
 

+α1 
n 
i+1,j,k 

 
ϕn 

— 2ϕi,j,k 
2 
x 

— 2ϕ 

+ ϕn 
i−1,j,k + 

 
+ ϕn 

  

α2 
 

 

+α3 

i,j+1,k 

 
n 
i,j,k+1 

i,j,k 
2 
y 

— 2ϕi,j,k 
2 
z 

i,j−1,k 

 

+ ϕn 
i,j,k−1 

 

 
(5.23) 

Note, que los términos advectivos en la dirección del eje x,y,z son regre- 

sivos cuando los coeficientes de velocidad son definidos positivos, es decir 

ui > 0 para i = 1, 3; y los términos advectivos en la dirección del eje x,y,z 

son progresivos cuando los coeficientes de velocidad son negativos, es decir 

ui  0 para i = 1, 3 de allí el nombre forward upstream ya que la deriva- 

da espacial se evalúa contra el viento desde el punto de la malla definida en 

5.2.1.1. 

Estas características hace que el esquema forward upstream tenga ”senti- 

do físico” y así sea más atractivo en las aplicaciones [22]. 

n 

n 

— 

n 

n 

— u 

h 

h 
n 

n 

ϕ 

h 
n 

 
ϕ 

h 

h 

+α3 (5.22) 

— 
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— ϕ 
) = u ( 

n 

— ϕ − 
) + u 

n 

h 

— ϕ − 
) = u ( 

n 

— ϕ − 
) − u 

n 

h 

n 

n 

x 

n n 

n 

x 

 

El esquema forward upstream se ha utilizado ampliamente en los mode- 

los numéricos de mesoescala en los primeros niveles de tiempo del desarrollo 

del modelo numérico. Debido a su ventaja en los niveles de tiempo inicia- 

les, ahorra una cantidad significativa de memoria de la computadora en las 

simulaciones ver el capítulo cuatro. Cabe resaltar que las características de 

amortiguación computacional y la falta de conservación de la fase adecuada 

han generado serias críticas; estos aspectos del esquema forward upstream 

para el caso unidimensional fueron tratados ha detalle en el capítulo cuatro. 

Se cree que esta técnica es aceptable si la advección y la propagación de on- 

das no son dominantes en las relaciones de conservación para un fenómeno 

particular de mesoescala [18]. 

Sin embargo, puede ser posible mejorar la precisión computacional, y para tal 

efecto en esta investigación se ha trabajado la parte convectiva del problema 

(PVIC), usando el esquema forward upstream econtrando las siguientes equi- 

valencias (en la dirección del eje x) 

Caso1: Para u1 ≤ 0, se tiene 

 
u1( 

n 
i+1,j,k 

n 
i,j,k 

1 

n 
i+1,j,k — ϕi−1,j,k +

 

hx 
ϕ − ϕ 

2hx 
ϕn − ϕ 

i+1,j,k 

2hx 
i−1,j,k + i−1,j,k 

hx 
i,j,k ) 

= u1( 
n 
i+1,j,k i  1,j,k hx 

1 

n 
i+1,j,k — 2ϕi,j,k + ϕn ) 

i−1,j,k , (5.24) 
2hx 2 2 

Caso2: Para u1 > 0, se obtiene 

u1( 
n 
i,j,k 

n 
i  1,j,k 

1 

n 
i+1,j,k — ϕi−1,j,k +

 

hx 
ϕ − ϕ 

2hx 
ϕ − ϕ 

i+1,j,k 

2hx 
i−1,j,k + i,j,k i+1,j,k ) 

hx 

= u1( 
n 
i+1,j,k i  1,j,k hx 

1 

n 
i+1,j,k — 2ϕi,j,k + ϕn ) 

i−1,j,k , (5.25) 
2hx 2 2 

donde se puede ver que aparece una diferencia central de primer orden y una 

diferencia central de segundo orden llamado difusión numérica. En la direc- 

ción del eje y, z los cálculos matemáticos son similares ha los usados en para 

obtención de las ecuaciones (5.24) y (5.25). 

Las razones por la que se ha decidido trabajar la parte convectiva del pro- 

blema (PVIC) con las expresiones (5.24) y (5.25) en lugar de las presentadas 

en (5.22), (5.23), es porque haciendo un análisis numérico exhaustivo, estas 

expresiones (5.24) y (5.25) para el caso unidimensional generan una mayor 

precisión por efectos del error de redondeo a partir de ocho decimales, ver el 

capítulo cuatro. 

ϕ ϕ 

n n 

ϕ (ϕ 

ϕ ϕ 

n n 

ϕ (ϕ 
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n 

n 

  

  

n 

n 

n 

  

  

n 

S1±ϕ = {ϕ 

S3±ϕ = {ϕ 

i,j,k i,j±1,k i,j±1,k 

n 

n 

} 

} 

 

Así la ecuación discretizada del problema (PVIC) usando el esquema forward 

upstream (arreglado), con su modificación se presenta: 

Caso1: Para ui ≤ 0 con i = 1, 3 es 
 

ϕn+1 − ϕn ϕ − ϕ 
i,j,k 

ht 
ϕn 

i,j,k 
= −u1 

 
— ϕ 

i+1,j,k 

2hx 
ϕn 

i−1,j,k − 
 
— ϕ 

u2 
i,j+1,k 

2hy 
i,j−1,k − u3 

i,j,k+1 

2hz 
i,j,k−1 

+(α1 − 

 
+(α2 − 

u1hx 
) 

2 

u2hy 
) 

2 

n 
i+1,j,k 

 
n 
i,j+1,k 

— 2ϕi,j,k 
2 
x 

— 2ϕi,j,k 
2 
y 

+ ϕn 
i−1,j,k 

 

+ ϕn 
i,j−1,k 

 
+(α3 − 

u3hz 
) 

2 

n 
i,j,k+1 — 2ϕi,j,k 

2 
z 

n   
i,j,k−1 

 
(5.26) 

 
 

Caso2: Para ui > 0 con i = 1, 3 el esquema forward upstream es 

ϕn+1 − ϕn ϕ − ϕ 
i,j,k 

ht 
ϕn 

i,j,k 
= −u1 

 
— ϕ 

i+1,j,k 

2hx 
ϕn 

i−1,j,k − 
 
— ϕ 

u2 
i,j+1,k 

2hy 

i,j−1,k − u3 
i,j,k+1 

2hz 
i,j,k−1 

+(α1 + 

 
+(α2 + 

u1hx 
) 

2 

u2hy 
) 

2 

n 
i+1,j,k 

 
n 
i,j+1,k 

— 2ϕi,j,k 
2 
x 

— 2ϕi,j,k 
2 
y 

+ ϕn 
i−1,j,k 

 

+ ϕn 
i,j−1,k 

 
+(α3 + 

u3hz 
) 

2 

n 
i,j,k+1 — 2ϕi,j,k 

2 
z 

n   
i,j,k−1 

 
(5.27) 

Observe, que la discretización del problema(PVIC) escrito en la forma 

(5.26) y (5.27) tienen un error local de truncamiento de 
o(hx) + o(hy) + o(hz) + o(ht) + o(h2) + o(h2) + o(h2). 

x y z 

De las aproximaciones (5.2) definimos los siguientes operadores discre- 

tos: 

n 
i,j,k 

S2±ϕn 

:= ϕn 
i±1,j,k 

:= ϕn 

tal que n , 
i±1,j,k 

tal que S2±ϕ = {ϕn }, 

 

 

(5.28) 

n 
i,j,k 

:= ϕn 
i,j,k±1 

tal que n , 
i,j,k±1 

podemos caracterizar a S1+, S1− como los operadores de desplazamiento ha- 

cia adelante y hacia atrás respectivamente, en dirección del eje x; S2+, S2− 

n 

n n 

 
ϕ 

 
ϕ 

h 

h 
 

ϕ 

h 

+ ϕ 

n 

n n 

 
ϕ 

 
ϕ 

h 

h 
 

ϕ 

h 

+ ϕ 

S1±ϕ 

S3±ϕ 
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→ → 

2! t tt i,j,k n 
3! t ttt i,j,k n 

 

son los operadores de desplazamiento hacia adelante y hacia atrás respecti- 

vamente, en dirección del eje y; y S3+, S3− son los operadores de desplaza- 

miento hacia adelante y hacia atrás respectivamente, en dirección del eje z. 

Sea el operador diferenciable y continuo P , el esquema de diferencias finitas 

forward upstream (5.23) se puede escribir como un operador discreto 

Ph ,h ,h ,h ϕn 
= 0. (5.29) 

x  y  z  t  i,j,k 

5.3. Análisis numérico del esquema Forward Ups- 

tream 

En un análisis de ecuaciones de diferencias, la consistencia junto a la 

estabilidad garantizan convergencia; el término consistencia se refiere a una 

aproximación entre el esquema forward upstream y la ecuación diferencial 

(2.35). 

 

5.3.1. Consistencia 

Definición 5.3.1.1 Ph ,h ,h ,h ϕn es consistente con Pθ hasta un tiempo 
x  y  z  t  i,j,k 2 n 

n > 0 en ℓ -norma, si  Phx,hy,hz,ht ϕi,j,k  ℓ2 =  κτ (hx, hy, hz, ht)  ℓ2 ; y 

τ (hx, hy, hz, ht) 0 cuando κ 0. 

Donde τ (hx, hy, hz, ht) es el error de truncamiento local en el tiempo nκ· 

Probaremos la consistencia ([3]) de la ecuación discretizada (5.23), para 

tales efectos denotemos los operadores diferenciales continuos A, B y P co- 

mo: 
∂ ∂ ∂ ∂ ∂2 ∂2 ∂2 

A = 
∂t 

+ u1 
∂x 

+ u2 
∂y 

+ u3 
∂z 

y B = −α1 
∂x 

− α2 
∂y 

− α3 
∂z 

, 

aplicando estos operadores a una función suave θ(ξ, t) para ξ ∈ R3 se tiene 
∂θ ∂θ ∂θ ∂θ ∂2θ ∂2θ ∂2θ 

Aθ = + u1 + u2 + u3 , Bθ = −α1 − α2 − α3 ; 
∂t ∂x ∂y ∂z ∂x2 ∂y2 ∂z2 

así la ecuación (2.35) se escribe como 

Pθ = Aθ + Bθ = 0. (5.30) 

Luego con la fórmula de Taylor progresivo en el tiempo obtenemos: 

 
1 

θ(ξi,j,k, tn + ht) = θ(ξi,j,k, tn) + 
1! 

htθt(ξi,j,k, tn) + 

1 
h2θ (ξ , t ) + 

 1 
h3θ  (ξ , t ) + · · · , (5.31) 

y remplazando la notación (5.1) en la expansión de Taylor (5.31) obtene- 

mos 

θn+1 = θn + θtht + O(h2). (5.32) 
i,j,k i,j,k t 
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2 

2! x xx i,j,k n 
3! x xxx i,j,k n 

x y z i,j,k 

x y z 

x y z t i,j,k 

x y z t i,j,k 

Ph ,h ,h ,h ϕ 

 

Usando fórmula de Taylor con las variables espaciales obtenemos: 

1 
θ(xi ± hx, yj, zk, tn) = θ(ξi,j,k, tn) ± 

1! 
hxθx(ξi,j,k, tn) 

+ 
 1 

h2 θ  (ξ , t ) ± 
 1 

h3 θ (ξ , t ) + · · · , (5.33) 

 
y remplazando la notación reducida θn = θ(xi ± hx, yj, zk, tn) en la 

expansión de Taylor (5.33) obtenemos 
i±1,j,k 

 

θn 
i±1,j,k 

 
n 
i,j,k ± θxhx + O(hx). (5.34) 

Trabajando y remplazando la aproximación (5.32) y (5.34) en la ecuación 

(5.23) obtenemos que el operador discreto (5.29) se puede escribir como 

Ph ,h ,h ϕn = θt + u1θx + u2θy + u3θz − 

α 1θxx − α2θyy − α3θzz +o(hx

`

) + o(hy) +

˛¸

o(hz ) + o(

x

ht) 
` ˛¸ x 

+o(h2) + o(h2) + o(h2) (5.35) 

 

 

n 
x  y  z  t i,j,k = Aθ + Bθ + o(hx) + o(hy) + o(hz) + 

o(ht) + o(h2) + o(h2) + o(h2), (5.36) 
x y z 

de la ecuación (5.30) y la ecuación (5.36) obtenemos 

 

Pθ − Ph ,h ,h ,h ϕn = o(hx) + o(hy) + 
o(hz) + o(ht) + o(h2) + o(h2) + o(h2). (5.37) 

x y z 

Así el esquema (5.23) es consistente con (5.30) pues de (5.37) podemos apre- 

ciar que el error local de truncamiento que es el lado derecho tiende a cero 

cuando hx, hy, hz, ht '→ 0 tienden a cero es decir: 

Pθ − Ph ,h ,h ,h ϕn '→ 0. 

Por lo tanto hemos contrastado la definición 5.3.1.1. 

 

5.3.2. Estabilidad 

Para garantizar la estabilidad del esquema forward upstream expresado 

de la forma (5.46), deben satisfacer el Criterio de Von Neumann el cual sera 

abordado con detalle. Consideremos las siguientes definiciones: 

= θ 
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h h i,j,k 

ϕ ≤ Ce ϕ , 

1 
m 

= h 
Σ 

|ϕ  |  = 

∫ 

L 

h h 

— 

 

Definición 5.3.2.1 El esquema de diferencias finitas forward upstream ex- 

presado como (5.46) es estable con respecto alguna norma  .  si y solo sí 

existe solución, es única y depende continuamente de los datos iniciales, es 

decir existen constantes positivas hx0 , hy0 , hz0 , ht0 y constantes no negativas 

C > 0, t > 0, α > 0 con n ≥ 0 tal que 
 

n+1 
i,j,k 

αt 0 
i,j,k 

para 0 ≤ t = (n + 1)ht, 0 < hx ≤ hx0 , 0 < hy ≤ hy0 , 0 < hz ≤ hz0 y 

0 < ht ≤ ht0 . 

 

Factor de amplificación 

Para calcular el factor de amplificación, escribiremos una definición for- 

mal de la transformada de Fourier ([3]) como 

Definición 5.3.2.2 Sea ϕ(ξ, n) una función discreta definida en Z, entonces 

su transformada de Fourier discreta de ϕ(ξ, n) con n ∈ Z+, es denotado 

como ϕ̂ (ξ ,  n) y definido por: 

ϕ̂ (ξ ,  n) = 
(2π)N/2 

m

Σ

∈ZN 

e−ˆımh.ξϕn hN , 

donde hZN = {hm : m ∈ ZN } con mh.ξ un producto interno definido para 

ξ ∈ [ 
−π 

, 
π 

]N , y la fórmula de inversión es 
h h 

n 1 

m = 
(2π)N/2 

[ 
−π 

h 

 

 
π 

,  ]N 

h 

 

eı̂mh.ξϕ̂(ξ, n)dξ. 

De la definición 2.2.0.1 y 2.2.0.2 podemos contrastar que existe una corres- 

pondencia biunívoca entre el espacio discreto ℓ2(Z) y el espacio L2[− 
π 

, 
π 

] 

π 
el cual para ξ ∈ [− 

h
, 

h h π 
] garantiza que 

h 
 

n 2 
i  ℓ2 

n 2 
m 

m∈Z 

π π 
[ ,  ] 

|ϕ̂n(ξ)|2dξ =  ϕ  
2 

2 , (5.38) 

la relación (5.38) es denominada relación de Parserval’s ([3] y [2]). 

De la definición 5.3.2.2, y la notación (5.2) denotando h1 = hx, h2 = hy, 

h3 = hz, hℓZN = {hℓm : m ∈ ZN }; tenemos que mhℓ · ξ es el producto 

interno definido para ξ ∈ [ 
−π 

, 
π 

]N con ℓ = 1, 2, 3. Siendo ϕ = {ϕn } 

ϕ 

∫ 

ϕ 
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∈ ∈ ∈ 

∈ ∈ ∈ 

 ̂ ^ 

 ̂

h 2 h 2 h 2 

(2π)3/2 i,j,k 

1 2 3 
(2π)3/2 i,j,k 

x 

i,j,k 

i,j,k 

 

la función discreta, se define la transformada discreta de Fourier ϕ(ξ, n) y se 

escribe de la forma 

ϕ̂ (ξ ,  n) = 
h1h2h3 

Σ 
ϕn e−ˆıih1ξ1 e−ˆıjh2ξ2 e−ˆıkh3ξ3 , (5.39) 

 

donde ˆı C; i, j, k Zy n Z+. 

Denotando β1 = h1ξ1, β2 = h2ξ2, β3 = h3ξ3 la transformada discreta 

de Fourier dada en (5.39) se puede escribir como 

ϕ^(β , β , β , n) = 
h1h2h3 

Σ 
ϕn e− ı̂iβ1 e− ı̂jβ2 e− ı̂kβ3 , (5.40) 

 

donde ˆı C; i, j, k Zy n Z+. 

Aplicando transformada discreta de Fourier de la forma (5.40) en (5.28) 

obtenemos 

Sℓ±ϕ(β1, β2, β3, n) = e±ˆıβℓ ϕ(β1, β2, β3, n), (5.41) 

donde βℓ = hℓξ para ℓ = 1, 2, 3 así de la ecuación (5.40) y (5.41) podemos 

definir 

Sℓ± := e±ˆıβℓ para ℓ = 1, 2, 3. (5.42) 

Haciendo la siguiente notación 

λ = 
htu1 

, λ = 
htu2 

, λ = 
htu3 

, 
1 

hx 
2 

µ  = 
α1ht 

, µ 
x 

hy 
3 

= 
α1ht 

, µ 
y 

hz 

= 
α1ht 

, 
z 

αx = α1 + 0,5u1hx, αy = α2 + 0,5, u2hy, αz = α3 + 0,5u3hz, 

µ1 = µx + 0,5λ1, µ2 = µy + 0,5λ2, µ3 = µz + 0,5λ3; 

(5.43) 

donde λ1, λ2, λ3 son denominados los números de Courant, la ecuación (5.27) 

para ui > 0 con i = 1, 3 se puede escribir como: 

ϕn+1 = (1 − 2µ1 − 2µ2 − 2µ3)ϕn + 
i,j,k i,j,k 

( 
−λ1 

+ µ )ϕn + ( 
λ1 

+ µ )ϕn 
2 1 i+1,j,k 2 1 i−1,j,k 

+( 
−λ2 

+ µ )ϕn + ( 
λ2 

+ µ )ϕn 
2 2 i,j+1,k 2 2 i,j−1,k 

+( 
−λ3 

+ µ )ϕn + ( 
λ3 

+ µ )ϕn 
(5.44) 

2 3 i,j,k+1 2 3 i,j,k−1 

y z 
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1 2 3 
2 

1 1+ 

i,j,k i,j,k 

1 2 3 x y z t 

1 
2 

2 
2 

3 
2 

1 2 2 2 3 2 

 

De las notaciones (5.43), y los operadores discretos (5.28) el esquema forward 

upstream expresado de la forma (5.44) se escribe como 

ϕn+1 = (1 − 2µ1 − 2µ2 − 2µ3)ϕn + 
i,j,k i,j,k 

( 
−λ1 

+ µ )S ϕn + ( 
λ1 

+ µ )S ϕn 
2 

1 1+ i,j,k 2 1 1− i,j,k 

+( 
−λ2 

+ µ )S ϕn + ( 
λ2 

+ µ )S ϕn 

2 
2 2+ i,j,k 2 2 2− i,j,k 

+( 
−λ3 

+ µ )S ϕn + ( 
λ3 

+ µ )S ϕn (5.45) 
2 3 3+  i,j,k 2 3 3− i,j,k 

Finalmente la ecuación (5.45) queda representada como 

ϕn+1 = Qϕn , (5.46) 
i,j,k i,j,k 

donde Q = Q(S1+, S1−, S2+, S2−, S3+, S3−) es un polinomio de la forma: 

Q = (1 − 2µ − 2µ − 2µ ) + ( 
−λ1 

+ µ )S + 

( 
λ1 

+ µ )S + ( 
−λ2 

+ µ )S + 
2 

1 1− 
2 2 2+ 

( 
λ2 

+ µ )S + ( 
−λ3 

+ µ )S + ( 
λ3 

+ µ )S , (5.47) 

2 
2 2− 

2 
3 3+ 

2 
3 3− 

Trabajando y remplazando (5.42), (5.43) en el polinomio Q y usando la 

fórmula de inversión de Fourier, detallado en la definición (5.3.2.2) el esque- 

ma explícito (5.46) se escribe de la forma: 

ϕ^n+1 = ρϕ^n siendo Q̂ = ρ(β1, β2, β3, hx, hy, hz, ht) (5.48) 

 ̂  ̂  ̂

donde ρ(β , β , β , h , h , h , h ) = Q̂(e±ih1 ξ1 , e±ih2ξ2 , e±ih3ξ3 ) se puede 
escribir como: 

ρ = 1 − 4µ sen2 
β1 

− 4µ sen2 
β2 

− 4µ sen2 
β3 

− 

ˆı(λ1senβ1 + λ2senβ2 + λ3senβ3). 

Haciendo procedimientos análogos y considerando 

αx
∗ = α1 − 0,5u1hx, αy

∗ = α2 − 0,5u2hy, αz
∗ = α3 − 0,5u3hz (5.49) 

µ1
∗ = µx − 0,5λ1, µ2

∗ = µy − 0,5λ2, µ3
∗ = µz − 0,5λ3, (5.50) 

el esquema explícito (5.47) se escribe de la forma: 

ρ = 1 − 4µ∗sen2 
β1 

− 4µ∗sen2 
β2 

− 4µ∗sen2 
β3 

− 

ˆı(λ1senβ1 + λ2senβ2 + λ3senβ3). 
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i,j,k i,j,k 

i,j,k i,j,k i,j,k i,j,k 

trabajando esta expresión se puede escribir de la forma 

 

La ecuación (5.49) y (5.51) se denominan factor de amplificación y mide la 

amplitud de las soluciones generadas por el esquema forward upstream. 

 

Criterio de Von Neumman 

Con el uso del análisis de Fourier se puede dar condiciones necesarias y 

suficientes para la estabilidad de esquemas de diferencias finitas, esto es lo 

que se llama análisis de Von Neumann para tales efectos estableceremos el 

siguiente criterio y teorema respectivamente 

Criterio 5.3.1 El esquema forward upstream expresado de la forma (5.46) 

satisface el criterio de estabilidad de Von Neumann ([20]), si existe una cons- 

tante C > 0 independiente de hx, hy, hz, ht, β1, 
β2, β3 y κ tal que 

 

|ρ(β1, β2, β3, hx, hy, hz, ht)| ≤ 1 + Cκ. (5.51) 

Donde κ > 0 es el paso del tiempo y ρ(β1, β2, β3, hx, hy, hz, ht) denota el 

radio espectral del factor de amplificación (5.49) y (5.51). 

Si ρ(β1, β2, β3, hx, hy, hz, ht) es independiente de hx, hy, hz, ht, la condi- 

ción de estabilidad (5.51) puede ser remplazada con una condición de esta- 

bilidad restricta como 

|ρ(β1, β2, β3)| ≤ 1. (5.52) 

Teorema 5.3.1 El esquema de diferencias finitas forward upstream represen- 

tado en (5.46) es estable en la norma ℓ2 si y solo sí satisface el Criterio 5.3.1 

de Von Neumann. 

El teorema (5.3.1) muestra que para determinar la estabilidad esquema de 

diferencias finitas forward upstream representado en (5.46), solamente nece- 

sitamos considerar el factor de amplificación ρ(β1, β2, β3, hx, hy, hz, ht). 

Demostración 

) Si el Criterio 5.3.1 de Von Neumann es satisfecha, el esquema de dife- 

rencias finitas forward upstream representado en (5.46) es estable en la norma 

ℓ2. 

Aplicando transformada de Fourier al esquema explícito (5.46) se obtiene 

ϕ^n+1 = ρϕ^n , (5.53) 

 

ϕ^n = ρϕ^n−1 = ρ2 ϕ̂ n−2 = ... = ρn ϕ̂ 0  . (5.54) 

⇐ 
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= h1h2h3 
Σ

(ϕ 

∫ ∫ ∫ 

∫ ∫ ∫ 

∫ ∫ ∫ 

∫ ∫ ∫ 
2 

ν = |ρ(β1, β2, β3, hx, hy, hz, ht)|2n y ζ0 = |ϕ̂ n(β1 , β2, β3)|2 obtenemos 

) 

= 

 
Usando la relación de Parseval’s (5.38) para dimensiones mayores y de- 

notando ζ = |ϕ̂n(β1 , β2, β3)|2 obtenemos 

 

n 2 
i,j,k  ℓ2 

n 2 
i,j,k 

i,j,k 

π 
 

 

h1 

= 
π 

— 
h1 

π 
 

 

h2 

 

π 
— 

h2 

π 
 

 

h3 

 

π 
— h3 

 

 
ζdβ1dβ2dβ3, (5.55) 

 

en efecto tenemos que 
 

π π π 
 

   

h1 h2 h3 
n 2 
i,j,k  ℓ2 

π 
— h1 

π 
— h2 

π 
— h3 

ζdβ1dβ2dβ3 (5.56) 

ahora remplazando (5.54) en la identidad de Parselval’s (5.56) y denotando 

n 2 
i,j,k  ℓ2 

 
π 

h1 
 

π 
— h1 

 
π 

h2 

 
π 

— h2 

 
π 

h3 

 
π 

— h3 

 
 
 
 
νζ0dβ1dβ2dβ3. (5.57) 

trabajando y usando el Criterio 5.3.1 tal que 

|ρ(β1, β2, β3, hx, hy, hz, ht)| ≤ 1 + Cκ 

con C > 0 y κ > 0, la ecuación (5.57) denotando 

ν1 = |ϕ̂0(β1, β2, β3)|2, 
 

se puede escribir como 
 

π π π 
 

   

h1 h2 h3 
n 
i,j, 
k 

ℓ2 ≤ (1 + Cκ)  
π 

— h1 

 
π 

— h2 

 
π 

— h3 

ν1dβ1dβ2dβ3, 

ϕ 

ϕ = 

ϕ 

ϕ 2n 
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≤ (1 + Cκ) 
Σ

(ϕ 

2 
ℓ2 

κ 

T 

n 0 

⇒ 

i 

| | 
∈ 

2n 

CT 

s 

 

usando el resultado 5.55 obtenemos 
 

n 2 
i,j,k  ℓ2 

por tanto, se tiene que 

2n 0 
i,j,k 

i,j,k 

)2h1h2h3, 

 

n 
i,j,k ℓ2 ≤ (1 + Cκ)  

0 
i,j,k 

2 . (5.58) 

Sea T > 0 suficientemente grande talque nκ ≤ T , entonces n ≤ 
T 

, y del 

hecho que 1 + Cκ ≤ eCκ con C > 0 y κ > 0 obtenemos (1 + Cκ)2n ≤ 
 

(1 + Cκ)
2 

κ ≤ e2CT , y remplazando en la desigualdad (5.58) obtenemos 

ϕi,j,k  ℓ2 ≤ e ϕi,j,k  ℓ2 . (5.59) 

Así de (5.58) y (5.59) el esquema de diferencias finitas forward upstream 

dado en (5.46) es estable. Este resultado contrasta la definición 5.3.2.1 en 

modo discreto. 

) Para esto utilizamos la contraposición, si el Criterio (5.3.1) de Von 

Neumann no es satisfecha, entonces el esquema de diferencias finitas for- 

ward upstream representado en (5.46) no es estable. Observe, que para esta 

demostración basta probar el caso unidimensional. 

Por la continuidad de ρ(β), para algún C > 0, existe un βC  [β1, β2] tal que 

ρ(βC, hx, ht) > 1 + Cκ, ver Figura 5.2. 

Considerando el dato inicial ϕ0 construyamos una función tal que 

 

 

ϕ̂0(ξ) = 

 

 

0  si  βc ∉ [β1, β2] 

 
h 

si  βc ∈ [β1, β2] 
β2 − β1 

 0  si  ξ ∉ [ 
β1 

, 
β2 

] 

 
(5.60) 

 

 

 

 

 

Observe, que 

= 
 

 

 

ϕ 0̂ = 1. 

 

 

h 
 

 

β2 − β1 

 

 
si  ξ ∈ [ 

hx 

 

β1 
, 

hx 

hx 

 

β2 
] 

hx 

Aplicando la transformada de Fourier al esquema forward upstream ex- 
presado como (5.46) para el caso unidimensional sabiendo que para algún 

C > 0 con βc ∈ [−π, π] tenemos que ϕ̂0 (βc ) ̸= 0 entonces para |ρ(βc)| > 

ϕ 

ϕ ϕ 

s 
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∫ 

∫ 

^ ^ 

^ ^ ^ 

= hx 
Σ

(ϕ ) = 

 

 

 

Figura 5.2: Intervalo IC = [β1, β2], que contiene βC con |ρ(βc)| > 1 + Ck 
para algún valor de hξ = βc ∈ Ic. 

 

1 + Cκ obtenemos 

 

ϕn = ρ(βc)ϕn−1 (5.61) 

= ρ2(βc)ϕn−2 = · · · = ρn(βc)ϕ0 > (1 + Cκ)nϕ0. 

 

Usando la relación de Parseval’s (5.38) obtenemos 

π 

hx 
n 2 
i  ℓ2 

n 2 
i 

i π 
— 

hx 

|ϕ̂n(βc)|2dβc , 

 

en efecto tenemos que 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
n 2 
i  ℓ2 

 

 
π 

hx 

 
π 

— hx 

 
 
 

 

|ϕ̂n(βc)|2dβc (5.62) 

ϕ 

ϕ = 
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∫ 

ϕ 

∫ 

∫ 

| | 

ϕ ℓ2 

~ 

≥ ∼ 

i ℓ2 

2 2 

n 2 

i 

 

ahora remplazando (5.61) en la identidad de Parselval’s (5.62) obtenemos 

π 

hx 
n 2 
i  ℓ2 

 

 

o equivalentemente 

 
π 

— hx 

|ρ(βc)|2n|ϕ̂0(βc)|2dβc, 

 

β2 

hx 

 i  ℓ2 =   

β1 

hx 

 

 

|ρ(hxξ, hx, ht)|2n|ϕ̂0(ξ)|2dξ. (5.63) 

Por hipótesis se tiene ρ(βc, hx, ht) > 1 + Cκ con C > 0 y κ > 0, y 

remplazado en la ecuación (5.63) obtenemos 

β2 

hx 
n 2 
i  ℓ2 > (1 + Cκ)2n   

β1 

hx 

|ϕ̂0(ξ)|2dξ, (5.64) 

trabajando la desigualdad (5.64) y usando la función construida (5.60) obte- 

nemos 

 n  2 > (1 + Cκ)2n, (5.65) 

si elegimos C > 0 para el cual existe T > 0 y κ > 0 con κn T tal que se 
T 

cumpla 2 + 2CT e2CT (1 + κC)
2 

κ , la desigualdad (5.65) se escribe 

como 

T 
1 2  1 

ϕn 2 ≥ (1 + Cκ) κ ∼ e2CT · 1, 

 

así podemos concluir que 

n 2 1 2CT 0 2 

ϕi  ℓ2 ≥ 
2 

e ϕi ℓ2 . (5.66) 

esto muestra que el esquema de diferencias finitas forward upstream escrito 

como (5.46) es ilimitado ∀C > 0, por tanto, es inestable. 

ϕ 

ϕ 

= 
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n 0 0 

| | ≤ 

x 

ℓ ℓ 
h h 

1 2 2 2 3 2 

CT 

 

De las desigualdades (5.59), (5.66) el teorema (5.3.1) queda demostrado 

□ 

Note, que del resultado (5.59) la cual es una representación discreta de la 

definición 5.3.2.1, establecemos la siguiente conclusión. 

 

Conclusión 5.3.1 El esquema forward upstream representado en (5.46) es 

llamado estable si existe una constante κ > 0, C > 0, T > 0 y una norma ℓ2 
tal que 

ϕi,j,k  ℓ2 =  Qnϕi,j,k  ℓ2 ≤ e ϕi,j,k  ℓ2 , 

donde nκ ≤ T; κ y C independientes de h1, h2, h3, ht, β1, β2, β3, con n > 0 
π π 

siendo β = h ξ con ξ ∈ [−  , ]N para ℓ = 1, 2, 3. 

 

Note, que de acuerdo al Criterio (5.3.1), si 

 

ρ(β1, β2, β3, hx, hy, hz, ht) = ρ(β1, β2, β3), 

entonces la CVN se puede sustituir por ρ(β1, β2, β3) 1. 

En efecto aplicando este resultado en (5.49) obtenemos 
 

|1 − 4µ1sen 
2 β1 

2 
− 4µ2sen 

2 β2 

2 
− 4µ3sen 

2 β3 

2 
| + 

|λ1senβ1 + λ2senβ2 + λ3senβ3| ≤ 1, (5.67) 

y aplicando en (5.51) obtenemos 

|1 − 4µ∗sen2 
β1 

− 4µ∗sen2 
β2 

− 4µ∗sen2 
β3 

| + 

|λ1senβ1 + λ2senβ2 + λ3senβ3| ≤ 1. (5.68) 

 

Observe, que mayorando la ecuación (5.67) y (5.68) considerando hx = 
hy = hz = ht obtenemos que las condiciones de estabilidad son respectiva- 

mente ([10]) 

α1 α2 α3 
|1 − 4( 

h 
+ 0,5u1 + 

h  
+ 0,5u2 + 

h 
+ 0,5u3)|max+ 

y z 

|u1 + u2 + u3|max ≤ 1, 

 

α1 
|1 − 4( 

h 

α2 
— 0,5u1 + 

h 

α3 
— 0,5u2 + 

h 
— 0,5u3)|max+ 

|u1 + u2 + u3|max ≤ 1. 

x y z 
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i,j,k 

i,j,k 

i,j,k 

∈ 

n 

i,j,k 

n 

0 

x y z t i,j,k 

i,j,k i,j,k i,j,k 

 

5.3.3. Convergencia 

Definición 5.3.3.1 Un esquema de diferencia finita forward upstream que 

aproxima una ecuación diferencial parcial como (2.35) es un esquema con- 

vergente en alguna norma  ·  si las soluciones de la ecuación diferencial 

parcial θ(ξ, t), y las soluciones del esquema de diferencias finitas ϕn , ta- 

les que ϕ0 converge a θ0(ξ) cuando ihx, jhy, khz, nht converge a x, y, z, t 
respectivamente, entonces ϕn converge a θ(ξ, t) cuando 

 

(ihx, jhy, khz, nht) 

converge a (x, y, z, t) cuando hx, hy, hz, ht convergen a 0; con ξ R3 y 

t > 0. 

 

Proposición 5.3.1 Las soluciones del esquema de diferencias finitas forward 

upstream (5.46) son convergentes en norma ℓ2, con las soluciones de la ecua- 

ción diferencial parcial (2.35), representadas por θ(ξ, t), para ξ ∈ R3 si 

θ(ξ,t) − ϕi,j,k ℓ2 → 0 cuando hx, hy, hz, ht → 0. 

 

Demostración 

 

Note, que considerando hx = hy = hz = ht = h el esquema forward 

upstream (5.23) se rescribe de la siguiente manera 

 
θn+1 = Qθn + 4o(h) + 3o(h2). (5.69) 
i,j,k i,j,k 

Sea θ(ξ, t) una solución de la ecuación (5.30), como el esquema forward 

usptream es consistente con orden de precisión (1, 2), del resultado (5.37), 

trabajando y considerando hx = hy = hz = ht = h obtenemos 

 

Pθ − Ph ,h ,h ,h ϕn = 4o(h) + 3o(h2), (5.70) 
 

es decir 
 

 

 
n 
i,j,k 

 

 
= Qθn−1 + 4o(h) + 3o(h2). (5.71) 

 

n 
i,j,k 

n 
i,j,k — ϕi,j,k el error en el n-ésimo paso, (5.72) 

 

tal que φ0 = m á x  |θ0 − ϕ | = 0. (5.73) 

 

De la ecuación (5.71), la ecuación (5.72) se puede escribir como 

θ 

Sea φ = θ 

i,j,k 
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i,j,k 

i,j,k 

= Q φ 
Σ 

j 2 

Σ 

Σ 
j 2 

Σ 
CT

 
2
  

n 
Σ 

 

n 
i,j,k = Qφn−1 + 4o(h) + 3o(h2) 

= Q2φn−2 + Q[4o(h) + 3o(h2)] + 4o(h) + 3o(h2) = . . . 

 
n  0 

i,j,k 

n−1 

+ Q [4o(h) + 3o(h )], 
j=0 

usando la ecuación (5.73) obtenemos 
n−1 

n 
i,j,k = Qj[4o(h) + 3o(h2)] 

j=0 

 
n 
i,j,k 

n−1 

ℓ2 ≤ 
j=0 

 
Q ℓ2 [4o(h) + 3o(h )], (5.74) 

y usando la conclución 5.3.1 de estabilidad esta desigualdad se escribe 

como 
 

 
n 
i,j,k 

n−1 

ℓ2 ≤ e j  4o(h) + 3o(h ) (5.75) 
j=0 

Remplazando la ecuación (5.72) en la desigualdad (5.75) obtenemos 

n−1 
n 
i,j,k — ϕi,j,k  ℓ2 ≤ eCTj [4o(h) + 3o(h2)], (5.76) 

j=0 

cuando Tj ∼ tj = jh obtenemos 

n n 2 

θi,j,k − ϕi,j,k  ℓ2 = o(h) + o(h ), (5.77) 

del resultado de la ecuación (5.77), el esquema de las diferencias finitas for- 

ward upstream es convergente de orden (1,2). 

 

Podemos concluir que los criterios de consistencia, convergencia y esta- 

bilidad quedan rigurosamente establecidos ([15], [3] y[20]). 

φ 

φ 

φ 

φ 

θ 



79 

 

 

 

1 2 2 

 0 si x ∈ Lx  

n n 

 ∂t 
= α1 

∂x2 si x ∈ Lx , t > 0 

1 1 2 

 

Capítulo VI 

Aplicaciones 

 
6.1. Aplicación 1 

El problema de valor inicial y de contorno (PVIC) para el caso 1D se 

escribe como 

 

 
∂θ ∂2θ 

 
θ(x, 0) = f (x) 
θ(x, t) |∂Ω = g si x ∈ Lx , t > 0 

donde Lx = [0, L1] = Ω, g depende de f1yf2 ; la solución discretizada para 

PVIC-1D usando el esquema forward upstream expresado de la forma (5.26) 

seria cuando j = k = 0 y se puede escribir explícitamente para el caso 1D 

como 

 

ϕn+1 = ϕn + 
htα1 

(ϕn − 2ϕ  + ϕ ). (6.1) 
i i (hx)2 i+1 i i−1 

Para el caso unidimensional el factor de amplificación expresado en la forma 

(5.51) se puede escribir como ρ(β1, hx, t) = ρ(β1), así la CVN se puede 

sustituir por 

|ρ(β1)| ≤ 1, (6.2) 

de la desigualdad (6.2) obtenemos −1 ≤ ρ(β ) = 1−4µ∗Sin2 
β1 

, trabajando 

ésta desigualdad se obtiene µ∗Sin2 
β1 

≤ 
1 

, y mayorando obtenemos que 

(PV IC − 1D) 
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500 

1 2 

i j 

m=1 
(2m − 1)π 

i 
m 

 

0 ≤ µ∗ ≤ 
1 

por lo tanto de la discretización (6.1) del PVIC-1D es estable si 

satisface la siguiente desigualdad ([9]): 

0 ≤ 
htα1 

≤ 
1 

. 
2 
x 

La discretización (6.1) con mx = 10 el número de pasos espaciales y 

hx = ht = 0,1, permite hacer una comparación del esquema forward ups- 

tream con los resultados obtenidos por Fletcher ([7]) para la condición inicial 

ϕ(x, 0) = 0 y la condición de frontera ϕ(0, t) = ϕ(1, t) = 100 en un tiempo 

máximo de 3000 segundos, siendo θ la solución exacta de la ecuación (6.1) 

obtenida por separación de variables ([7]) y es de la forma 

θ(x , T ) = 100 − 
Σ

[ 
 400  

]sin(2m − 1)πx e−α1λ2 Tj , (6.3) 

 

donde λm = 
(2m − 1)π 

, x L1 
i = ihx , Tj = jht con i, j ∈ Z y son mostrados 

en el Cuadro 6.2. 

Los datos del Cuadro 6.1 y el Cuadro 6.2 representan los cambios de tem- 

peratura en los tiempos 500s, 1000s, 1500s, 2000s, 2500s hasta un tiempo 

máximo de 3000s. 

Incorporando la condición ϕ(0, 0) = ϕ(1, 0) = 50 permite obtener mayor 

aproximación de la solución exacta ([7]), ver Figura 6.2, el Cuadro 6.1 y el 

Cuadro 6.2. 

El Cuadro 6.3 muestra el correspondiente ℓ2 - error denotado como e  ℓ2 , tal 

que s Σmxmt ϕ(xi, Tj) − θ(xi, Tj) 

e  ℓ2 = , (6.4) 
mx − 1 

y el factor de amplificación ρ en el tiempo máximo de 3000s en la linea x = 
0,9. 

 

0 0.1 0.2 0.3 0.4 

x 

0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 

Esquema 

Forward Upstream 

100.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 100.00 500s 
100.00 50.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 50.00 100.00 1000s 
100.00 50.00 25.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 25.00 50.00 100.00 1500s 
100.00 62.50 25.00 12.50 0.00 0.00 0.00 12.50 25.00 62.50 100.00 2000s 
100.00 62.50 37.50 12.50 6.25 0.00 6.25 12.50 37.50 62.50 100.00 2500s 

100.00 68.75 37.50 21.87 6.25 6.25 6.25 21.87 37.50 68.75 100.00 3000s 

100.00 68.75 45.31 21.88 14.06 6.25 14.06 21.88 45.31 68.75 100.00 3500s 
100 .00 68.33 41.53 22.49 11.68 8.25 11.68 22.49 41.53 68.33 100.00 θ 

Cuadro 6.1: Cambios de temperatura con ϕ(0, t) = ϕ(1, t) = 100. 

Implementamos un código en octave y fortarn 90 para la visulización grá- 

fica y numérica respectivamente, ver Código (8.5, 8.5.1). 

h 

i,t=0 

2 
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Figura 6.1: Cambios de temperatura por el esquema forward upstream. 

 

Figura 6.2: Cambios de temperatura incorporando la condición de frontera 

ϕ(0, 0) = ϕ(1, 0) = 50. 
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t t t 

1 1 
2 

1 1 

1 
2 

1 1 

       ρ 

 

 
 x      Esquema 

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 Forward Upstream 
50.00 25.00 .00 .00 .00 .00 .00 .00 .00 25.00 50.00 500s 
100.00 50.00 12.50 .00 .00 .00 .00 .00 12.50 50.00 100.00 1000s 
100.00 56.25 25.00 6.25 .00 .00 .00 6.25 25.00 56.25 100.00 1500s 
100.00 62.50 31.25 12.50 3.13 .00 3.13 12.50 31.25 62.50 100.00 2000s 
100.00 65.63 37.50 17.19 6.25 3.13 6.25 17.19 37.50 65.63 100.00 2500s 

100.00 68.75 41.41 21.88 10.16 6.49 10.16 21.88 41.41 68.75 100.00 3000s 

100.00 68.75 41.41 21.88 10.16 6.49 10.16 21.88 41.41 68.75 100.00 Fletcher [7] 

100 .00 68.33 41.53 22.49 11.68 8.25 11.68 22.49 41.53 68.33 100.00 θ 

Cuadro 6.2: Cambios de temperatura incorporando ϕ(0, 0) = ϕ(1, 0) = 50. 

Error 

10 0.5 3000s 0.9 68.75 68.33 0.9418 Fletcher [7] 

10 0.5 3000s 0.9 68.75 68.33 0.94195 0.9611 Present work 

Cuadro 6.3: Cambio de temperatura en un tiempo máximo de 3000 segundos. 

 

6.2. Aplicación 2 

La ecuación (2.37), cuando j = k = 0 y αl = vn = 0 con l = 2, 3 y 

n = 2, 3; se puede escribir como 
 

 

ht htα1 ϕt+1 = ϕt − 0,5v (ϕt − ϕ ) + (ϕt − 2ϕ + ϕ )  (6.5) 
i i 1 

hx 
i+1 i−1 (hx)2 i+1 i i−1 

Para el caso 1D, de la ecuación (5.49) y la desigualdad (6.2) se obtiene: 

ρ(β ) = 1 − 4µ Sin2 
β1 

− ı̂ λ  Sin(β ), y usando el resultado obtenido en la 

desigualdad (5.68), obtenemos 

 

|1 − 4µ sen2 
β1 

| + |λ senβ | ≤ 1. (6.6) 

 

La ecuación de Transporte (6.5) para el caso 1D con hx = 0,2, ht = 
0,1, permite hacer una comparación del esquema central con los resultados 

obtenidos por Fletcher [7] cuya condición de frontera es ϕ(−2, t) = 1 y 

ϕ(−2, t) = 0 para todo t ∈ [0, 1] y condición inicial 

 

1  si  −2 ≤ x ≤ 0, 
0  si  0 < x ≤ 2, 

(6.7) 

bajo estas condiciones, una solución exacta por la técnica de separación 

de variables es 

ϕ(x, 0) = { 
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— 
2 Σ 

 

 

 

 

 

N 

θ(x, t) = 0,5  
π 

k=1 

 
 
 
 

 
sin 

 
 
 

 
(2k − 1)π 

L1 

 
 
 
 

 
(x − ut) 

 

 

 

 

 
α[ (2k−1)π ]2t 

L1 

, (6.8) 
2k − 1 

siendo θ la solución exacta [7] de la ecuación (6.5) mostrado en el Cuadro 6.4 

y 6.5 y representa los cambios de temperatura en los tiempos 0s, 0.5s hasta 

un tiempo máximo de 1s. 

Considerando, ht = 0,05, hx = 0,2 y las condiciones v1 = 0,5, λ1 = 0,125, 

α1 = 0,1, µ1 = 0,125 con n=m=20 y un número de Raynolds (Re = v 
hx 

) 1 
α1 

Re = 1, así obtenemos mayor precisión en la aproximación de la solución 

exacta [7] lo que implica una disminuición del ℓ2-error denotado como e  ℓ2 , 

tal que 
s Σmx,mt ϕ(i, t) − θ(i, t) 

e  ℓ2 = , (6.9) 
mx − 1 

calculado en un tiempo máximo de 1 segundo, ver Figura 6.3, y el Cuadro 

6.6. 

 

-2.0 -1.8 -1.6 -1.4 -1.2 

x 

-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0.0 

Esquema 

Central 

1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 0s 

1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 0.99972 0.99858 0.99421 0.98070 0.94678 0.87713 1s 
1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 0.999 0.994 0.981 0.947 0.877 1s-Fletcher[7] 

1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 0.998 0.993 0.978 0.941 0.868 θ 

Cuadro 6.4: Cambios de temperatura. 

 

 

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 

x 

1.2 1.4 1.6 1.8 2.0 

Esquema 

Central 

0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0s 

0.75979 0.59759 0.41415 0.24546 0.12064 0.04747 0.01429 0.00308 0.00042 0.00 1s 
0.760 0.598 0.414 0.245 0.121 0.047 0.014 0.003 0.000 0.00 1s-Fletcher[7] 

0.749 0.558 0.412 0.251 0.132 0.059 0.022 0.007 0.002 0.00 θ 

Cuadro 6.5: Cambios de temperatura. 

 

 
mx × mt µ1 tmax x ϕ θ e  2 ρ(β) 
10 × 10 0.25 1s -0.2 0.94678205 1.0 0.00603304 0.62986082 

20 × 20 0.125 1s -0.2 0.94622105 1.0 0.00285694  0.81493044 

Cuadro 6.6: Temperatura en un tiempo máximo de 1 segundo 

   
e− 

i,t=0 
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h 

 

 

Figura 6.3: Cambios de temperatura para ht = 0,05 
 

 

6.3. Aplicación 3 
 

Cuando k = 0 y αl = vn = 0, l = 3; n = 1, 3 la ecuación (2.41) se 

puede escribir como: 

 

ϕt+1 = ϕt + 
htα1 

(ϕt 
 

— 2ϕ 
 

+ ϕt ) + 
i,j i,j (hx)2 i+1,j i,j i−1,j 

htα2 
(ϕt — 2ϕ + ϕt ). 

(hy)2 i,j+1 i,j i,j−1 
 

(6.10) 

Para el caso 2D, de la ecuación (5.49) y la desigualdad (6.2) se obtiene: −1 ≤ 
ρ(β , β ) = 1 − 4µ Sin2 

β1 
− 4µ Sin2 

β2 
, mayorando obtenemos 0 ≤ 

1 2 1 
2 

2 
2 1 

µ1 + µ2 ≤ 
2 

por lo tanto: 

0 ≤ 
htα1 

+ 
htα2 

≤ 
1 

. 
2 2 
x y 

Considerando la ecuación (6.10) con hx = hy = ht = 0,1 y µ1 = µ2 = 
0,25, α1 = α2 = 0,025 permite hacer una comparación del esquema de di- 

ferencia central con los resultados obtenidos por Gary [20] con respecto a la 
solución exacta determinada por separación de variables y se escribe como 

θ(x, y, t) = e−2α1π2tSin(πx)Sin(πy), con condición inicial ϕ(x, y, 0) = 
Sin(πx)Sin(πy) y condición de frontera ϕ(0, y, t) = ϕ(1, y, t) = 0 y ϕ(x, 0, t) = 
ϕ(x, 1, t) = 0. Sin embargo, para α1 = α2 = 0,160, µ1 = µ2 = 0,16 obser- 

vamos mayor aproximación de la solución exacta θ, ver Cuadro 6.7. 

t 

t 

h 2 
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El Cuadro 6.3 muestra el correspondiente ℓ2 - error y el factor de amplifi- 

cación ρ en el tiempo máximo t = 1. 

 

0 0.1 0.2 0.3 0.4 
x=y=t 

0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 
 

0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 Gary [20] 

0.0000 0.0128 0.0244 0.0336 0.0395 0.0415 0.0395 0.0336 0.0244 0.0128 0.0000  

0.0000 0.0244 0.0464 0.0639 0.0751 0.0790 0.0751 0.0639 0.0464 0.0244 0.0000  

0.0000 0.0336 0.0639 0.0880 0.1034 0.1087 0.1034 0.0880 0.0639 0.0336 0.0000  

0.0000 0.0395 0.0751 0.1034 0.1216 0.1278 0.1216 0.1034 0.0751 0.0395 0.0000  

0.0000 0.0415 0.0790 0.1087 0.1278 0.1344 0.1278 0.1087 0.0790 0.0415 0.0000  

0.0000 0.0395 0.0751 0.1034 0.1216 0.1278 0.1216 0.1034 0.0751 0.0395 0.0000  

0.0000 0.0336 0.0639 0.0880 0.1034 0.1087 0.1034 0.0880 0.0639 0.0336 0.0000  

0.0000 0.0244 0.0464 0.0639 0.0751 0.0790 0.0751 0.0639 0.0464 0.0244 0.0000  

0.0000 0.0128 0.0244 0.0336 0.0395 0.0415 0.0395 0.0336 0.0244 0.0128 0.0000  

0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000  

0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 Presente 

0.0000 0.0128 0.0244 0.0336 0.0395 0.0415 0.0395 0.0336 0.0244 0.0128 0.0000 trabajo 

0.0000 0.0244 0.0464 0.0639 0.0751 0.0790 0.0751 0.0639 0.0464 0.0244 0.0000 α1 = 0,025 

0.0000 0.0336 0.0639 0.0880 0.1034 0.1087 0.1034 0.0880 0.0639 0.0336 0.0000 α2 = 0,01 

0.0000 0.0395 0.0751 0.1034 0.1216 0.1278 0.1216 0.1034 0.0751 0.0395 0.0000  

0.0000 0.0415 0.0790 0.1087 0.1278 0.1344 0.1278 0.1087 0.0790 0.0415 0.0000  

0.0000 0.0395 0.0751 0.1034 0.1216 0.1278 0.1216 0.1034 0.0751 0.0395 0.0000  

0.0000 0.0336 0.0639 0.0880 0.1034 0.1087 0.1034 0.0880 0.0639 0.0336 0.0000  

0.0000 0.0244 0.0464 0.0639 0.0751 0.0790 0.0751 0.0639 0.0464 0.0244 0.0000  

0.0000 0.0128 0.0244 0.0336 0.0395 0.0415 0.0395 0.0336 0.0244 0.0128 0.0000  

0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000  

0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 Presente 

0.0000 0.0132 0.0252 0.0346 0.0407 0.0428 0.0407 0.0346 0.0252 0.0132 0.0000 trabajo 

0.0000 0.0252 0.0479 0.0659 0.0775 0.0814 0.0775 0.0659 0.0479 0.0252 0.0000 α1 = 0,160 

0.0000 0.0346 0.0659 0.0907 0.1066 0.1121 0.1066 0.0907 0.0659 0.0346 0.0000 α2 = 0,160 

0.0000 0.0407 0.0775 0.1066 0.1253 0.1318 0.1253 0.1066 0.0775 0.0407 0.0000  

0.0000 0.0428 0.0814 0.1121 0.1318 0.1386 0.1318 0.1121 0.0814 0.0428 0.0000  

0.0000 0.0407 0.0775 0.1066 0.1253 0.1318 0.1253 0.1066 0.0775 0.0407 0.0000  

0.0000 0.0346 0.0659 0.0907 0.1066 0.1121 0.1066 0.0907 0.0659 0.0346 0.0000  

0.0000 0.0252 0.0479 0.0659 0.0775 0.0814 0.0775 0.0659 0.0479 0.0252 0.0000  

0.0000 0.0132 0.0252 0.0346 0.0407 0.0428 0.0407 0.0346 0.0252 0.0132 0.0000  

0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000  

0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 -0.0000 solución 

0.0000 0.0133 0.0252 0.0347 0.0408 0.0429 0.0408 0.0347 0.0252 0.0133 -0.0000 exacta 

0.0000 0.0252 0.0480 0.0661 0.0777 0.0816 0.0777 0.0661 0.0480 0.0252 -0.0000  

0.0000 0.0347 0.0661 0.0909 0.1069 0.1124 0.1069 0.0909 0.0661 0.0347 -0.0000  

0.0000 0.0408 0.0777 0.1069 0.1256 0.1321 0.1256 0.1069 0.0777 0.0408 -0.0000  

0.0000 0.0429 0.0816 0.1124 0.1321 0.1389 0.1321 0.1124 0.0816 0.0429 -0.0000  

0.0000 0.0408 0.0777 0.1069 0.1256 0.1321 0.1256 0.1069 0.0777 0.0408 -0.0000  

0.0000 0.0347 0.0661 0.0909 0.1069 0.1124 0.1069 0.0909 0.0661 0.0347 -0.0000  

0.0000 0.0252 0.0480 0.0661 0.0777 0.0816 0.0777 0.0661 0.0480 0.0252 -0.0000  

0.0000 0.0133 0.0252 0.0347 0.0408 0.0429 0.0408 0.0347 0.0252 0.0133 -0.0000  

-0.0000 -0.0000 -0.0000 -0.0000 -0.0000 -0.0000 -0.0000 -0.0000 -0.0000 -0.0000 0.0000  

 

Cuadro 6.7: Cambios de temperatura. 
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6.4. Aplicación 4 

Sea la solución exacta de la ecuación (2.37) cuando v1 = v2 = v3 = 0 y 

α1 = α2 = α3 = α. 

θ(x, y, z, t) = e−3απ tSin(πx)Sin(πy)Sin(πz) (6.11) 

Donde la ecuación (6.12) es la condición inicial y la ecuación (6.13) es la 

condición de frontera. 

ϕ(x, y, z, 0) = Sin(πx)Sin(πy)Sin(πz). (6.12) 

 

ϕ(0, y, z, t) = ϕ(1, y, z, t) = ϕ(x, 0, z, t) = 0, 

ϕ(x, 1, z, t) = ϕ(x, y, 0, t) = ϕ(x, y, 1, t) = 0. (6.13) 
 

Usando el método de diferencias finitas considerando vj = 0, j = 1, 3; αi = 
0,333333 = α , i = 1, 2, 3. En la ecuación (2.37) con hx = hy = hz = ht = 
h = 0,1 y µ1 = µ2 = µ3 = µ, permite hacer una comparación del esquema 

de diferencia central con los resultados obtenidos por Ortigoza [4], sujeto la 

condición inicial (6.12) y condición de frontera tipo Dirichlet (6.13) . 

Para la visualización se usaron cortes con tres planos en las lineas x = 
0,2, x = 0,5 y x = 0,8; conforme el tiempo avanza el cubo se enfría. Los 

resultados obtenidos por Ortigoza presentan inestabilidad a partir del tiempo 

t = 0,15 pues el valor αi = 0,333333 , i = 1, 2, 3 esta fuera del dominio 

establecido por el resultado de la desigualdad (6.14) del presente trabajo, ver 

Figura(6.4) caso (d). 
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(d) (c) 

(b) (a) 

h h 

1 

 

Figura 6.4: La temperatura (a),(b),(c) estable y (d) inestable. 

Para el caso 3D, de la ecuación (5.49) y la desigualdad (6.2) se obtiene: 
2 β1 2 β2 2 β3 

−1 ≤ ρ(β1, β2, β3) = 1 − 4µ1Sin  
2 

− 4µ2Sin 
2 

− 4µ3Sin  
2 

mayorando se obtiene 0 ≤ µ1 + µ2 + µ3 
1 

≤ 
2 

por lo tanto: 

0 ≤ 
htα1 

+ 
htα2 

+ 
htα3 

≤ 
1  (6.14) 

2 2 2 
x y z 

Sin embargo, de la ecuación (6.14); cuando hx = hy = hz = ht = h, 

vj = 0, j = 1, 3 con µ1 = µ2 = µ3 = µ y α1 = α2 = α3 = α obtenemos 
 

αi ≤ 
6 

; i = 1, 3 permitiendo hacer una comparación del esquema de dife- 

h 2 
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rencia central para la ecuación (6.11), condición inicial (6.12) y condición 

de frontera tipo Dirichlet (6.13) usados por Ortigoza [4], cuyo resultado pre- 

senta estabilidad, ver Figura(6.4) casos (a), (b) y (c). 

Además, en la Figura (6.5) para h = 0,05, α = 0,00014 y µ = 0,165 en 

la ecuación (2.41) muestra la temperatura en el tiempo t20 = 1 y para la vi- 

sualización se usaron cortes con tres planos en las lineas x = 0,2, 0,5 y 0,8. 

Observamos que conforme el tiempo avanza el cubo se enfría sin perder la 

estabilidad. 
 

Figura 6.5: Temperatura estable en tiempo t20 = 1. 

 

 

Por otra parte, modificando determinados parámetros en las ecuaciones, 

pueden ajustarse las animaciones para una mejor representación de un fenó- 

meno físico, obteniendo de esta manera modelos matemáticos que describan 

con mayor exactitud un fenómeno. Se recomienda trabajar como un siste- 

ma las representaciones matemáticas que nos permiten modelar fenómenos 

atmosféricos, que provienen de algunas leyes de conservación, como la de 

masa, calor, movimiento, agua y aerosoles. 
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Capítulo VII 

Problemas no lineales: 

Ecuación de Burgers 

 
La mayoria de problemas en aplicaciones son NO LINEALES, por lo que 

nos sumergiremos en este estudio, presentando el análisis de un problema no 

lineal en una dimensión, basado en la ecuación de Burgers’(Burgers 1948): 

 

7.1. Ecuación de Burgers 

 
   ∂θ  ∂θ ∂2θ 

∂t 
+ θ 

∂x 
= ν 

∂x2 , (7.1) 

 

con x R, θ es el término convectivo (velocidad), ν es la constante de visco- 

sidad cinemática(Fletcher 1983a, y Whitman 1974) y θ es una función escalar 

que representa particularmente la temperatura. En general la ecuación (7.1) 

siempre se cumple para ν  1, esto hace que dicha ecuación se denomine 

ecuación disipativa y para ν = 0 se denomine ecuación de Burgers: 
 

  

 

 

una forma equivalente, es 

∂θ  ∂θ 
+ θ 

∂t ∂x 
= 0, (7.2) 

 

 
 

θt + 
d 1 

(  
dx 2 

2  

θ ) = 0 ≃ θt + 
1 
(θ )x = 0, (7.3) 

2 

otra forma alternativa, es 

 

θt + Fx = 0; F = 

 

 
1 

θ , (7.4) 
2 
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ζ = e 4ν 

4
√ — √ 

νt 4 νt 

n n 

i 

i 

i 

n n 

 1 

 
−  e  (erfc(2x + 1))

! 

n 

— 

i i 

t 

1 

2ν 

 

los efectos que puedan generar estos cambios alternativos en la evolución de 

la onda pueden ser un problema (Hamming 1973), sin embargo, podemos 

anticipar los gradientes de choque. 

Una representación en diferencia finita de la ecuación (7.1) es el esquema 

explicito FTCS 

 

ϕn+1 − ϕn ϕ − ϕ (ϕn — 2ϕ + ϕ ) 
i  i = ϕn 

ht 
i+1 

2hx 
i−1 + ν i+1 i i−1 

2 
x 

, (7.5) 

el término convectivo no lineal ϕn, es la solución en el punto (i, n), siendo 

este directamente calculado asi como en el esquema de Du Fort-Frankel para 

la ecuación de transporte lineal. En la aplicación del análisis de estabilidad de 

Von Neumann el término convectivo ϕn es temporalmente cogelado, debido a 

que el AVN es solo para EDPs lineales, entonces una representación de (7.1) 

equivalente a la ecuación (7.5) se puede reescribir como 

 

ϕn+1 − ϕn n n F − F (ϕn — 2ϕ + ϕ ) 

h 
=  − i+1 

2hx 
i−1 + ν i+1 i i−1 

2 
x 

, (7.6) 

Presentaremos la visualización gráfica del problema de valor inicial para 

la ecuación de Advección - Difusión, llamada también ecuación lineal de 

Burgers de modo que pueda observar el nivel de sensibilidad del término 

advectivo u(x, t) y el término de viscosidad ν > 0 con condición inicial en 

el tiempo t = 1 

1 1  1  si  x ∈ [− ,  ], 

θ(x, 0) = 
 2 2 

(7.7) 

 0  si  x ∈/ [− 
2 

, 
2 

], 

la solución del problema usando el wolfram mathematica 12, es: 

1 

 

2 

 

Considerando los cambios de variable siguientes 
 

 
x 

ξ = e 2ν 

erfc(1  2x) 
1 

√  + √  , 
4  νt 4  νt 

t+1

  
erfc(2t − 2x − 1) erfc(2t − 2x + 1)

  

 

Burgers Eqn =D[ u [ x ,  t ] , t ] + u [ x ,  t ]D[ u [ x , t ] , x ] = = \ [ Nu ] D[ u [ x , t ] , { x 

, 2 } ] 

s o l =DSolve [ { Burgers Eqn , u [ x , 0 ] = = Unit Box [ x ] } , u [ x , t ] , { x , t } ] ; ( d s o l = 

u [ x , t ] / . s o l [ [ 1 ] ] / / F u l l S i m p l i f y ) / / T r a d i t i o n a l F o r m 

n 

h 

h 

, 
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e 
t+1

  
erf(2t−2x+1) − erf(2t−2x−1)

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

podemos obtener la solución 
 

4ν 

u(x, t) = 
4

√
νt 

ξ + ζ 

4
√

νt 

Ahora presentamos el código en Wolfram Mathematica el cual genera la grá- 

fica de la ecuación de Burgers en diferentes tiempos para una viscosidad 

ν = 1/10. 

1 

 

 

Figura 7.1: Gráfica de la ecuación de Burgers en diferentes tiempos para una 

viscosidad ν = 1/10. 

 

Ahora presentamos el código en Wolfram Mathematica el cual genera la 

gráfica de la ecuación de Burgers en diferentes tiempos para una viscosidad 

ν = 1/40. 

1 

 

 

Ahora presentamos el código en Wolfram Mathematica el cual genera la 

gráfica de la ecuación de Burgers en diferentes tiempos para una viscosidad 

ν = 1/300. 

1 

P l o t [ Table [ d s o l / . { \ [ Nu] −> 1 / 4 0 } , { t , 1 / 1 0 0 , 7 } ] / / E v a l u a t e , { x 

, − 2 , 3 . 3 } , Plot Range −>All , F i l l i n g −>Axis , W o r k i n g P r e c i s i o n 

– >20] 

P l o t [ Table [ d s o l / . { \ [ Nu] −> 1 / 1 0 } , { t , 1 / 1 0 0 , 7 } ] / / E v a l u a t e , { x 

, − 2 , 3 . 3 } , Plot Range −>All , F i l l i n g −>Axis , W o r k i n g P r e c i s i o n − >20] 

P l o t [ Table [ d s o l / . { \ [ Nu] −> 1 / 3 0 0 } , { t , 1 / 1 0 0 , 7 } ] / / E v a l u a t e , { x 

, − 2 , 3 . 3 } , Plot Range −>All , F i l l i n g −>Axis , W o r k i n g P r e c i s i o n 

– >20] 
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Figura 7.2: Gráfica de la ecuación de Burgers en diferentes tiempos para una 

viscosidad ν = 1/40. 

 

Figura 7.3: Gráfica de la ecuación de Burgers en diferentes tiempos para una 

viscosidad ν = 1/300. 

 

7.2. Discretización Upwind de cuatro puntos 

Un tratamiento potencialmente más preciso del término convectivo no li- 

neal, esta desarrollado por una discretización Upwind de cuatro puntos [7]. 

La derivada espacial y temporal de θ en el punto (i, j), son expresadas en 

términos de θ en puntos cercanos y las denominamos para todo i Z, la 

expansión en serie de Taylor 

 

θn = 
Σ hm  

∂mθ
 n 

, (7.8) 
i+1 

 

m! 
m=0 

∂xm 
i 

 

θn+1  =  
Σ hm

  
∂mθ

 n 

 
  

 
(7.9) 

i m! 
m=0 

∂tm 
i 

∞ 
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n n n n 

    

x 

i 

    

i 

x 

  
    

x 

  
    

x 

  
    

−1 

n n n 
i 

h h 2 
x 

3 
x 

  

∂x i 

 
 

 
respectivamente, donde 

 

 

∂θ n 
expresado en forma general, se ecribe como 

 

 
∂θ

 n 

∂x i 

 
= aθn + bθn + cθn 

 

 
+ o(hm), (7.10) 

∂x i 
i−1 i i+1 x 

donde a,b y c son determinados y el término o(hm) indica la exactitud de la 

aproximación resultante. 

Particularmente, podemos utilizar la ecuación (7.10) como una aproxima- 

ción para ϕn > 0 y es de la forma 
                    

∂θ
 n 

(7.11) 

∂x i 

≈ aϕi−2 + bϕi−1 + cϕi + ϕi+1, 

esta aproximación para el esquema Upwind, permite encontar la fórmula 

∂θ n 
 

en serie de Taylor (7.8) tenemos 

 
aϕn + bϕn + cϕn + ϕn = (a + b + c + 1)ϕn + 

i−2 i−1 i i+1 
 

∂ϕ
 n 

 

  

a(−2hx)2 + b(−hx)2 + h2 
∂2ϕ 

n 

∂x2 
+ 

 
a(−2hx)3 + b(−hx)3 + h3 

i 

∂3ϕ 
n 

∂x3 
+ 

 
a(−2hx)4 + b(−hx)4 + h4 

∂4ϕ 
n 

 
 

∂x4 

i 

+ · · · , (7.12) 

 

haciendo convenientemente a + b + c + 1 = 0, 

y 4a + b + 1 = 0, obtenemos los valores de a = 

i 
 

−2a − b + 1 = 1, 

, b = 1 y c = 
−3 

; 
2 2 

ordenando y reemplazando en la ecuación (7.12) obtenemos 
 

 
n 
i+1 — ϕi−1 + q

 
 

n 
i−2 

 

— 3ϕi−1 
 

— 3ϕi+1 + ϕn 
= 

 
∂ϕ

 n 

2hx 3hx 

2 
 

∂3ϕ
 n 

 
 

   

∂x i 

1 
 

∂4ϕ
 n 

 
 

   

∂x i 

3 ∂x3 
i 4 ∂x4 

i 

  

  

  

ϕ 
 

ϕ 

de cuatro puntos para , usando la aproximacón (7.11) y la la expasión 

[a(−2hx) + b(−hx) + hx] + 

+ + · · · ,  (7.13) 

1 

2! 

1 

3! 

1 

4! 

+ 
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x 

i 

    

i 

L4 F ≈ i+1 

2hx 
i−2 i−1 

3hx 
i 

a(−hx)4 + c(hx)4 + (2hx)4 

n 

1  

1  

x 

∂x i 

 

esta discretización se usará para determinar 
∂F 

el cual ha sido reemplazado 

n n ∂x 
 

por 
Fi+1 − Fi−1 

en la ecuación (7.6) y ahora lo denotaremos como L4 F , 

es decir 

 

 

 

2hx 
 

 
Fn  − F 

 
 

 
 

Fn 

 
 

 
— 3F 

 
 

 
— 3F 

x 
 
 
 

 

+ 3Fn  

 
el cual es una aproximación de orden o(h2) respecto de la ecuación (7.13) 

y el parámetro q = 
−2 

controla el tamaño de la modificación realizada en la 
3 

ecuación (7.13) y (7.14). 

Análogamente, podemos utilizar la ecuación (7.10) como una aproxima- 

ción para ϕn < 0 y es de la forma 
 

  
∂θ

 n 
n n n 

(7.15) 

∂x i 

≈ aϕi−1 + bϕi + cϕi+1 + ϕi+2, 

 
esta aproximación para el esquema Upwind, permite encontar la fórmula 

∂θ n 
 

en serie de Taylor (7.8) tenemos 

 

 
aϕn + bϕn + cϕn + ϕn = (a + b + c + 1)ϕn + 

i−1 i i+1 i+2 
 

∂ϕ
 n 

 

 

a(−hx)2 + c(hx)2 + (2hx)2

  
∂2ϕ

 n 

2! ∂x2  
i 

a(−hx)3 + c(−hx)3 + (2hx)3

  
∂3ϕ

 n 

3! ∂x3  
i 

1 
  

∂4ϕ
 n 

   

haciendo convenientemente a + b + c + 1 = 0, 
−3 

−a + c + 2 = 1, 
5 

y a + c + 4 = 0, obtenemos los valores de a = , b = 3 y c = 
− 

; 
2 2 

ordenando y reemplazando en la ecuación (7.16) obtenemos 

∂x 

4! ∂x4 
i 

n n n 
i−1 + q i+1 , (7.14) 

de cuatro puntos para , usando la aproximacón (7.15) y la la expasión 

[a(−hx) + c(hx) + 2hx] 
i 

+ 

+ · · · , (7.16) 

+ 

+ 
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n n 

x 

    

h 

    

n n 

x 

— 

n n n n 

i+1 

2hx 
i−1 i i+1 

L4 F ≈ i+1 

2hx 
i−1 i i+1 

L4 F ≈ 
  θ ≤ 0, 

n 

x 3hx 

 

ϕ − ϕ 
 

ϕn — 3ϕ + 3ϕ − ϕ 
 

 
 

 
∂ϕ

 n 
 

  

2h2 
∂3ϕ 

n 
1 

+ 3 

∂x3  
i 2 

∂4ϕ 
n 

∂x4 
i 

+ · · · , 

(7.17) 

esta discretización se usara para determinar 
∂F 

el cual ha sido reemplazado 

n n 
∂x 

por 
Fi+1 − Fi−1 

en la ecuación (7.6) y ahora lo denotaremos como L4 F , 

es decir 

 

 

2hx 
 

 
Fn  − F 

 
 

 
 

Fn 

x 
 
 

 

— 3F  + 3F − F 
 

el cual es una aproximación de orden o(h2) respecto de la ecuación (7.17) 

y el parámetro q∗ = 3 controla el tamaño de la modificación hecha en la 

ecuación (7.17) y (7.18). 

Finalmente, el término advectivo no lineal, usando el esquema upwind 

para cuatro puntos, es 

 
Fn  − F 

 
Fn  − 3F  + 3F − F

 
i+1 

2hx 
 

 
 

 

i−1 + q∗ i−1 i 

3hx 
i+1 i+2 , 

 

si 

x 
 Fn  − F  

Fn — 3F + 3Fn − Fn 

 

i+1 

2hx 
i−1 + q i−2 i−1 i 

3hx 
i+1 , 

 

si 

 

7.3. Esquemas para la ecuación de transporte no 

lineal 

Ordenando los términos de la ecuación (7.4) tenemos 

∂θ ∂F 

∂t 
= − 

∂x 
, 

donde F = 0,5θ
2 

y derivando con respecto a t, tenemos respectivamente: 

3hx ∂x i 

(7.19) 

n n 

n n 

   

n n 

i−1 + q∗ i+2 = + 

i−1 + q∗ i+2 , (7.18) 

θ > 0. 

x 
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ht 

t 

θ − θ θ − θ 

n 

  
i 

∂t ∂t ∂t ∂x ∂x ∂t ∂x ∂x 

∂θ 1 ∂ 

t t 

n 

x 

 

 

 ∂
  

∂θ
  

= 
 ∂

  

− 
∂F

  

≡ 
 ∂

  

− 
∂F

  

= 
 ∂

  

A
∂F

  

, (7.20) 

 

 
∂F ∂θ ∂F 

∂t 
= θ 

∂t 
= −A 

∂x 
, (7.21) 

 

donde A = θ; usando los resultados de las ecuaciones (7.20) y (7.21), la 

ecuación (7.4), la cual es un forma alternativa de la ecuación de Burgers la 

cual estudiaremos desde el enfoque del esquema de Lax-Wendroff; para tales 

efectos expresaremos el cambio temporal de θ en una expansión de serie de 

Taylor de orden o(h2) como 
 

 
n+1 n  i i 1 ∂2θ 

 
n+1 n  i i ∂F

  

∂t 
≈ 

h 
− 

2 
ht 

∂t2 
= 

h 
− 

2 
ht 

∂x 
A 

∂x 
, 

de esta ecuación (7.22), la podemos reescribir como 

 

θn+1 = θn − 0,5( 
ht 

)2
 
A F − (A + A )Fn

 
+ 

i i hx 
i+0,5 i+1 i+0,5 

ht 

i−0,5 i 

 2 n 

−0,5( 
h 

) Ai−0,5Fi−1,  (7.22) 

donde Ai+0,5 = θi+0,5 = 0,5(θi +θi+1),  Ai−0,5 = θi−0,5 = 0,5(θi + 
θi−1) y Ai+0,5 + Ai−0,5 = 2Ai. Finalmente, usando la ecuación (7.22); la 

ecuación (7.4), se puede representar convenientemente con error de trunca- 

miento de orden o(h2 , h2) y se escribe como 
x t 

 

θn+1 = θn − 0,5 
ht 

(Fn  − F ) + 
i i 

0,5( 
ht 

)2 A 
hx 

hx 
 
i+0,5 

i+1 

 
n 
i+1 

i−1 

 

— Fn)
 
+ 

+0,5( 
ht 

)2A (Fn − Fn  ), (7.23) 

hx 
i−0,5 i j−1 

Una formulación implicita de la ecuación de transporte dada en (7.1), usando 

el esquema de Crank- Nicolson es 

 

▲θn+1  n n+1  n n+1 
 i  = −0,5Lx(Fi − Fi ) + 0,5νLxx(θi − θi ), (7.24) 

(F 
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x 

h 2 

i 

i 

ht 
i i 

n n 

i i i 

i i i i i i 

i i i i i i 

i+1 i+1 

2hx 
i−1 i−1 

i−1 i 
2 
x 

i+1 

i−1 i 
2 
x 

i 

 

donde ▲θn+1 = θn+1 − θn y los operadores usados para efectos de cálculo y 

efeciencia computacional son Lx = (−1, 0, 1)/2hx y Lxx = (1, −2, 1)/h2, 

en efecto tendriamos 

 
 

LxFi = 
Fi+1 − Fi−1 , L  F 

2hx 
xx  i = 

Fi+1 − 2Fi + Fi−1 

x 

(7.25) 

la finalidad de usar estos operadores, es reducir la ecuación (7.24) en un siste- 

ma de ecuaciones lineales tridiagonales y asi poder usar el eficiente algoritmo 

de Thomas, sin embargo el término implícito no lineal Fn+1 representa un 

problema que lo rsolveremos usando la expansión en serie de Taylor y en el 

n-ésimo nivel se escribe como 

Fn+1 = Fn + ht

  
∂F

  n 

+ 0,5h2

  
∂2F

  n 

+ · · · , (7.26) 
 

i i ∂t t ∂t2 

y en una representación equivalente es 

Fn+1 = Fn + A▲θn+1 + o(h2), (7.27) 
i i i t 

 
∂F

 n 

donde A = 

(7.24) 
∂θ i 

= θn. Reemplazando la ecuación (7.27) en la ecuación 

 

▲θn+1  n n n+1  n n+1 
 i  = −0,5Lx(2Fi − θi ▲θ ) + 0,5νLxx(θi − θ ) 

θn+1 = θn − htLxFn + 0,5htLxθnθn+1 + 0,5htLx(θn)2 + 
0,5htνLxx(θn − θn+1), 

i i 

(7.28) 

y considerando el cambio de variable dado en la ecuación (7.4) el cual implica 

que: LxFn = 0,5Lx(θn)2 = Lx(0,5θ2)n obtenemos una forma equivalente 
i i i 

 
θn+1 + 0,5ht

 
Lx(θnθn+1) − νLxxθn+1

 
= θn + 0,5νhtLxxθn,  (7.29) 

y usando los operadores (7.25) tenemos 

 
θn  θn+1 − θn  θn+1 

! 

 

  
θn+1 − 2θn+1 + θn+1 

! 

 

 
 

θn − 2θ  + θ 

h 

i 

i h 

θn+1 + 0,5ht 

−0,5htν = 

θn + 0,5νht 
i+1 , (7.30) 

i 



98 

 

 

 

h 2 

i−1 

x 

{ − } 

hx i−1 i−1 i 

i i i−1 i+1 

i 

ht 
= −0,5Lx(Fi − Fi ) + 0,5νLxx(θi − θi ) 

i 

i i 

 

ordenando y haciendo s = ν 
ht 

reemplazamos en la ecuación (7.30) ob- 
x 

teniendo 

  

−0,25 
ht 

θn − 0,5s

  

θn+1 + (1 + s)θn+1 + 
 

−0,25 
ht 

θn − 0,5s

 

θn+1 = (1 − s)θn + 
hx 

i+1 i+1 

0,5s
 

θn 

i 

n 
i+1 

  
, (7.31) 

 

finalmente, en una representación tridiagonal se escribe como 

 

 

 
anθn+1 + bnθn+1 + cnθn+1 = dn, (7.32) 

i  i−1 i  i i  i+1 i 

 
donde 

 
ht an =  −0,25 θn − 0,5s, 

i hx 
i−1 

n =  1 + s, 

cn =  −0,25 
ht 

θn − 0,5s, 
i hx 

i+1 

dn =  (1 − s)θn + 0,5s
 

θn + θn
  

, 

 
ahora representando la parte convectiva no lineal Lx, usando el esquema 

upwind de cuatro puntos, es decir, L4 e introduciendo el operador Mx = 
δ, 1 2δ, δ obtenemos el esquema de Crank-Nicolson Generalizado y se 

escribe como 

 

 

 
▲θn+1  

 
 

 

 
4 n n+1 

 
n n+1 

 
▲θn+1   4 n n n+1 

Mx 
i 

ht 
= −0,5Lx(2Fi − θi ▲θi ) + 

0,5νLxx(θn − θn+1) 

(7.33) 

+ θ 

b 

Mx 
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n n 

ht i−1 i i 

ht 
i−1 i i 

hx j+1 j+1 j−1 j−1 

3hx 
j−2 j−2 j−1 j−1 j j j+1 j+1 

i i−1 i i+1 

— — 

 

 

1  
δθn+1 + (1 − 2δ)θn+1 + δθn+1

 
− 

1 
δθn + (1 − 2δ)θn + δθn

 
= 

−0,25 
ht 

θn  θn+1 − θn  θn+1
  

−0,5 
qht 

θn  θn+1 − 3θn  θn+1 + 3θnθn+1 − θn  θn+1
 

+ 

0,5 
νht 

(θn − 2θ  + θ ) + 0,5 
νht 

(θn+1 − 2θn+1 + θn+1),  (7.34) 
2 j  1 
x 

j j+1 2 j 1 j 
x 

j+1 

ordenando convenientemente con θ > 0, obtenemos una representación 

cudri-diagonal para usar el algoritmo de Thomas y se escribe como 

 
enθn+1 + anθn+1 + bnθn+1 + cnθn+1 = dn, (7.35) 

 

donde 

i i−2 i  i−1 i i i  i+1 i 

en = 
1 

q 
ht 

θn , 
  

i 6 hx 
i−2 

an =  δ − 0,25 
ht 

θn − 0,5q 
ht 

θn − 0,5s, 
i hx 

i−1 hx 
i−1 

bn =  1 − 2δ + 0,5q 
ht 

θn + s, 
i 

cn =  δ + 0,25 
ht 

θn 

hx 
i 

1 ht n —  q θ 
 

— 0,5s, 
i hx 

i+1 6 hx i+1 

dn =  (δ + 0,5s)θn + (1 − 2δ − s)θn + (δ + 0,5s)θn . 

h h 
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Capítulo VIII 

 

Apéndice 

 
8.1. Código del método de Upwind 

 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 
11 
12 

13 
14 
15 
16 
17 
18 
19 
20 
21 
22 
23 
24 
25 
26 
27 
28 
29 
30 

%metodo de Upwind 

c l e a r 

n = 500 ; 

hx = 0 . 0 5 ; h t = 0 . 8 * hx ; 

a = 1 ; %a >0 

l a n d a =a * h t / hx ; %Numero de Courant 

i = 1 ; 

w h i l e i <=n 

x ( i ) =( i − 1 ) * hx ; 
i f x ( i ) >=0 & x ( i ) <=25 

u ( i , : ) =exp ( −20 * ( x ( i ) −2) . ̂  2 ) +exp ( −( x ( i ) −5) . ̂  2 ) ; %c o n d i c i o n 
i n i c i a l 

end 

f o r j = 1 : 340 %t =17 

t ( j ) =( j − 1 ) * h t ; 

w( i , : ) =exp ( −20 * ( x ( i ) −a * t ( j ) −2) . ̂  2 ) +exp ( −( x ( i ) −a * t ( j ) −5) . ̂  2 ) ; 
end 

i = i + 1 ; 

end 

f o r  j = 1 : n 

t ( j ) =( j − 1 ) * h t ; 
f o r i = 2 : n 

u ( i , j + 1 ) =a * l a n d a * u ( i − 1 , j ) +(1 − a * l a n d a ) * u ( i , j ) ; 

w( i , j + 1 ) =a * l a n d a *w( i − 1 , j ) +(1 − a * l a n d a ) *w( i , j ) ; 
end 

end 

f i g u r e ( 2 ) 

p l o t ( x , u ( : , 1 ) , ’ g−− p ’ , ’ Marker Size ’ , 7 ) 

ho l d on 
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31 
32 
33 
34 
35 
36 
37 

38 
39 

40 
41 
42 
43 

44 
45 
46 
47 
48 

 

 

 

8.2. Código del método de Lax Friedrichs 

 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 
11 

12 
13 
14 
15 
16 

17 
18 
19 
20 
21 
22 

p l o t ( x , u ( : , 3 4 0 ) , ’ r −o ’ ) 

ho l d on 

p l o t ( x , u ( : , 5 0 0 ) , ’ k − * ’ ) , t i t l e ( ’ Upwind a >0 ’ ) 
ho l d on 

p l o t ( x , w ( : , 1 ) , ’ b : + ’ ) 

 

l e g e n d ( ’ n = 1 , t _ n =0 ’ , ’ n = 340 , t _ n =17 ’ , ’ n = 500 , t _ n =25 ’ , ’ E x a c t a ’ 

, [ 2 1 0 , 2 0 0 . 4 5 , 0 . 2 5 , 0 . 5 ] ) ; 

x l a b e l ( ’ h_ { x} ’ , ’ F o n t S i z e ’ , 1 2 , ’ Font Weight ’ , ’ bol d ’ , ’ Color ’ , ’ r ’ ) 

y l a b e l ( ’ Te mper a t ur a ( °C) ’ , ’ F o n t S i z e ’ , 1 2 , ’ Font Weight ’ , ’ bol d ’ , ’ 

Color ’ , ’ r ’ ) 

%F a c t o r de A m p l i f i c a c i o n 

b e t a =− p i : 0 . 0 5 : p i ; 

f i g u r e ( 3 ) 

p l o t (1 − a * l a n d a +a * l a n d a * cos ( b e t a ) , − a * l a n d a * s i n ( b e t a ) , ’ k : * ’ ) , 

t i t l e ( ’ \ rho ( \ b e t a ) ’ ) 

ho l d on 

%c i r c u l o u n i t a r i o 

p l o t ( cos ( b e t a ) , s i n ( b e t a ) , ’ r : o ’ ) 

l e g e n d ( ’ \ rho ( \ b e t a ) ’ , ’ \ b e t a ’ ) 

whos 

c l e a r 

%Metodo de Lax F r i e d r i c h s 

n = 500 ; 

hx = 0 . 0 5 ; h t = 0 . 8 * hx ; 
l a n d a = h t / hx ; %l a n d a = 0 . 8 

a = 1 ; 

i = 1 ; 

w h i l e i <=n 

x ( i ) =( i − 1 ) * hx ; 
i f x ( i ) >=0 & x ( i ) <=25 

u ( i , : ) =exp ( −20 * ( x ( i ) −2) . ̂  2 ) +exp ( −( x ( i ) −5) . ̂  2 ) ; % 

c o n d i c i o n i n i c i a l 

end 

 
f o r j = 1 : 340 %t =17 

t ( j ) =( j − 1 ) * h t ; 

w( i , : ) =exp ( −20 * ( x ( i ) −a * t ( j ) −2) . ̂  2 ) +exp ( −( x ( i ) −a * t ( j ) −5) 
. ̂  2 ) ; 

end 

i = i + 1 ; 

end 

a = 1 ; 

f o r  j = 1 : n 

t ( j ) =( j − 1 ) * h t ; 
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23 
24 

25 

26 
27 
28 
29 
30 
31 
32 
33 
34 
35 
36 
37 

38 
39 
40 
41 
42 
43 
44 
45 
46 
47 
48 
49 
50 

 

 

 

8.3. Código del método de Lax Wendroff 

 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 
11 

12 
13 

f o r  i = 2 : n−1 

u ( i , j + 1 ) =( − a * l a n d a / 2 + 1 / 2 ) * u ( i + 1 , j ) +( 1 / 2 + l a n d a * a / 2 ) * u ( i 
− 1 , j ) ; 

w( i , j + 1 ) =( − a * l a n d a / 2 + 1 / 2 ) *w( i + 1 , j ) +( 1 / 2 + l a n d a * a / 2 ) *w( i 
− 1 , j ) ; 

end 

end 

f i g u r e ( 1 ) 

p l o t ( x , u ( : , 1 ) , ’ g−− p ’ , ’ Marker Size ’ , 7 ) 

ho l d on 

p l o t ( x , u ( : , 3 4 0 ) , ’ r −o ’ ) 

ho l d on 
p l o t ( x , u ( : , 5 0 0 ) , ’ k − * ’ ) 
ho l d on 

p l o t ( x , w ( : , 1 ) , ’ b : + ’ ) 

 

l e g e n d ( ’ n = 1 , t _ n =0 ’ , ’ n = 340 , t _ n =17 ’ , ’ n = 500 , t _ n =25 ’ , ’ E x a c t a ’ 

, [ 2 1 0 , 2 0 0 . 4 5 , 0 . 2 5 , 0 . 5 ] ) ; 

x l a b e l ( ’ h_ { x} ’ , ’ F o n t S i z e ’ , 1 2 , . . . 

’ Font Weight  ’ , ’ b o l d ’ , ’ Color ’ , ’ r ’ ) 

y l a b e l ( ’ Te mper a t ur a ( °C) ’ , ’ F o n t S i z e ’ , 1 2 , . . . 

’ Font Weight  ’ , ’ bol d ’ , ’ Color ’ , ’ r ’ ) 

%f a c t o r de a m p l i f i c a c i o n 

b e t a = 0 : 0 . 0 5 : 2 * p i ; 

f i g u r e ( 2 ) 
p l o t ( cos ( b e t a ) , − a * l a n d a * s i n ( b e t a ) , ’ k : * ’ ) , t i t l e ( ’ \ rho ( \ b e t a ) ’ ) 
ho l d on 

%c i r c u l o u n i t a r i o 

p l o t ( cos ( b e t a ) , s i n ( b e t a ) , ’ r : o ’ ) 

l e g e n d ( ’ \ rho ( \ b e t a ) ’ , ’ \ b e t a ’ ) 

whos 

c l e a r 

% metodo de Lax Wendroff 

n = 500 ; 

hx = 0 . 0 5 ; h t = 0 . 8 * hx ; 
l a n d a = h t / hx ; %l a n d a = 0 . 8 

a = 1 ; 

i = 1 ; 

w h i l e i <=n 

x ( i ) =( i − 1 ) * hx ; 
i f x ( i ) >=0 & x ( i ) <=25 

u ( i , : ) =exp ( −20 * ( x ( i ) −2) . ̂  2 ) +exp ( −( x ( i ) −5) . ̂  2 ) ; % 
c o n d i c i o n i n i c i a l 

end 
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14 
15 
16 

17 
18 
19 
20 
21 
22 
23 
24 

25 

26 
27 
28 
29 
30 
31 
32 
33 
34 
35 
36 
37 

38 
39 
40 
41 
42 
43 
44 
45 

46 
47 
48 
49 
50 

 

 

 

8.4. Código del método de Leap-Frog 

 
1 
2 
3 

c l e a r 

%%metodo de Leap −Frog 

n = 500 ; 

f o r j = 1 : 340 %t =17 

t ( j ) =( j − 1 ) * h t ; 

w( i , : ) =exp ( −20 * ( x ( i ) −a * t ( j ) −2) . ̂  2 ) +exp ( −( x ( i ) −a * t ( j ) −5) 
. ̂  2 ) ; 

end 

i = i + 1 ; 

end 

a = 1 ; 

f o r  j = 1 : n 

t ( j ) =( j − 1 ) * h t ; 
f o r i = 2 : n−1 

u ( i , j + 1 ) =( − a * l a n d a / 2 + a ̂ 2 * l a n d a ^ 2 / 2 ) * u ( i + 1 , j ) +(1 − l a n d a ̂ 2 * a ̂  2 ) * 
u ( i , j ) +( a * l a n d a / 2 + a ̂ 2 * l a n d a ^ 2 / 2 ) * u ( i − 1 , j ) ; 

w( i , j + 1 ) =( − a * l a n d a / 2 + a ̂ 2 * l a n d a ^ 2 / 2 ) *w( i + 1 , j ) +(1 − l a n d a ^2 * a ̂  2 ) * 
w( i , j ) +( a * l a n d a / 2 + a ̂ 2 * l a n d a ^ 2 / 2 ) *w( i − 1 , j ) ; 
end 

end 

f i g u r e ( 1 ) 

p l o t ( x , u ( : , 1 ) , ’ g−− p ’ , ’ Marker Size ’ , 7 ) 

ho l d on 

p l o t ( x , u ( : , 3 4 0 ) , ’ r −o ’ ) 

ho l d on 
p l o t ( x , u ( : , 5 0 0 ) , ’ k − * ’ ) 
ho l d on 

p l o t ( x , w ( : , 1 ) , ’ b : + ’ ) 

 

l e g e n d ( ’ n = 1 , t _ n =0 ’ , ’ n = 340 , t _ n =17 ’ , ’ n = 500 , t _ n =25 ’ , ’ E x a c t a ’ 

, [ 2 1 0 , 2 0 0 . 4 5 , 0 . 2 5 , 0 . 5 ] ) ; 

x l a b e l ( ’ h_ { x} ’ , ’ F o n t S i z e ’ , 1 2 , . . . 

’ Font Weight  ’ , ’ b o l d ’ , ’ Color ’ , ’ r ’ ) 

y l a b e l ( ’ Te mper a t ur a ( °C) ’ , ’ F o n t S i z e ’ , 1 2 , . . . 

’ Font Weight  ’ , ’ bol d ’ , ’ Color ’ , ’ r ’ ) 

%f a c t o r de a m p l i f i c a c i o n 

b e t a =− p i : 0 . 0 5 : p i ; 

f i g u r e ( 2 ) 

p l o t ( 1 −( l a n d a * a ) ^ 2 +( a * l a n d a ) ̂ 2 * cos ( b e t a ) , − a * l a n d a * s i n ( b e t a ) , ’ k : 

* ’ ) , t i t l e ( ’ \ rho ( \ b e t a ) ’ ) 
ho l d on 

%c i r c u l o u n i t a r i o 

p l o t ( cos ( b e t a ) , s i n ( b e t a ) , ’ r : o ’ ) 

l e g e n d ( ’ \ rho ( \ b e t a ) ’ , ’ \ b e t a ’ ) 

whos 
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4 hx = 0 . 0 5 ; h t = 0 . 8 * hx ; 
5 l a n d a = h t / hx ; %%l a n d a = 0 . 8 
6 a = 1 ; 
7 i = 1 ; 
8 w h i l e i <=n 
9 x ( i ) =( i − 1 ) * hx ; 

10 i f x ( i ) >=0 & x ( i ) <=25 

11 u ( i , 0 : 1 7 . 1 ) =exp ( −20 * ( x ( i ) −2) . ̂  2 ) +exp ( −( x ( i ) −5) . ̂  2 ) ; % 
c o n d i c i o n  i n i c i a l 

12 end 

13 
14 f o r  j = 1 : 340 %t =17 

15 t ( j ) =( j − 1 ) * h t ; 

16 w( i , 0 : 1 7 . 1 ) =exp ( −20 * ( x ( i ) −a * t ( j ) −2) . ̂  2 ) +exp ( −( x ( i ) −a * t ( j ) 
−5) . ̂  2 ) ; 

17 end 

18 
19 end 

20 

 

i = i + 1 ; 

21 a = 1 ; 

22 
23 f o r  j = 2 : n 

24 t ( j ) =( j − 1 ) * h t ; 
25 f o r  i = 2 : n−1 

26 u ( i , j + 1 ) =−a * l a n d a * ( u ( i + 1 , j ) −u ( i − 1 , j ) ) +u ( i , j − 1 ) ; 

27 w( i , j + 1 ) =−a * l a n d a * (w( i + 1 , j ) −w( i − 1 , j ) ) +w( i , j − 1 ) ; 
28 end 

29 end 

30 f i g u r e ( 1 ) 

31 p l o t ( x , u ( : , 1 ) , ’ g−− p ’ ,  ’ Marker Size ’ , 7 ) 

32 ho l d on 

33 p l o t ( x , u ( : , 3 4 0 ) , ’ r −o ’ ) 

34 ho l d on 

35 p l o t ( x , u ( : , 5 0 0 ) , ’ k − * ’ ) 
36 ho l d on 

37 p l o t ( x , w ( : , 1 ) , ’ b : + ’ ) 

38 
39 l e g e n d ( ’ n = 1 , t _ n =0 ’ , ’ n = 340 , t _ n =17 ’ , ’ n = 500 , t _ n =25 ’ , ’ E x a c t a ’ 

, [ 2 1 0 , 2 0 0 . 4 5 , 0 . 2 5 , 0 . 5 ] ) ; 

40 x l a b e l ( ’ h_ { x} ’ , ’ F o n t S i z e ’ , 1 2 , . . . 

41 ’ Font Weight  ’ , ’ b o l d ’ , ’ Color ’ , ’ r ’ ) 

42 y l a b e l ( ’ Te mper a t ur a ( °C) ’ , ’ F o n t S i z e ’ , 1 2 , . . . 

43 ’ Font Weight  ’ , ’ bol d ’ , ’ Color ’ , ’ r ’ ) 

44 %f a c t o r de a m p l i f i c a c i o n 

45 b e t a =− p i : 0 . 0 5 : p i ; 

46 f i g u r e ( 3 ) 

47 p l o t ( s q r t ( − a ̂ 2 * l a n d a ̂ 2 * s i n ( b e t a ) . ̂  2 + 1 ) , − a * l a n d a * s i n ( b e t a ) , ’ k : * 
’ ) , t i t l e ( ’ \ rho ( \ b e t a ) ’ ) 

48 ho l d on 

49 %c i r c u l o u n i t a r i o 

50 p l o t ( cos ( b e t a ) , s i n ( b e t a ) , ’ r : o ’ ) 

51 l e g e n d ( ’ \ rho ( \ b e t a ) ’ , ’ \ b e t a ’ ) 

52 whos 
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8.5. Código de la ecuación de Advección 

 

1 program Ecu_Transp  Calornega  
2 ! c o d i g o de l a  a p l i c a c i o n 1 
3 i m p l i c i t none 
4 r e a l ,  d imension  ( 0 : 1 0 0 0 , 0 : 1 0 0 0 ) : : w, w1 , w2 

5 r e a l , d imension  ( 0 : 1 0 0 0 ) : : TD, TN,DUM, TE , sumaprox , RMS, DTM, sumext , 

rms1 , suma3 , suma2 , suma4 
6 r e a l ,  d imension  ( 0 : 1 0 0 0 ) : : x , t , d i f f 

7 r e a l Deltax , Delta T , a , b , c , d , L1 , L2 , cp , Zeta , a lphax , mu1 , bc , lamda , Fa , 

d i f 
8 r e a l DELX, AJM, DELT, ALPH, S , SJ , AJ ,AM,DXM,DAM, AVS, sum1 , expm , rms2 , 

suma1 , suma6 
9 INTEGER JMAP, Me, JMAX,NMAX,MAXEX, tmax 

10 i n t e g e r  i , j , m, n 
11 r e a l ,  e x t e r n a l : : f , f 1 
12 r e a l , p a r a m e t e r : : p i = 3 . 1416 
13 ! ***************************************************************  

* 

14 ! p r i n t * , ’ I n g r e s e NPX=  ,NPY= , Tiempo <=50 , −1 <= cp <0 ’ 
15 ! r e a d * , cp 
16 ! ***************************************************************  

********** 
17 
18 ! open ( u n i t = 1 , f i l e = ’ Mayckol JHSpace : \ parX2 . m’ ) 

19 open ( u n i t = 1 , f i l e = ’ parX . m’ ) 

20 open ( u n i t = 2 , f i l e = ’ par T . m’ ) 

21 open ( u n i t = 3 , f i l e = ’ C o n d I n i c i a l . m’ ) 

22 open ( u n i t = 5 , f i l e = ’ mu1 . m’ ) 

23 open ( u n i t = 4 , f i l e = ’ C o n d F r o n t e r a . m’ ) 

24 open ( u n i t = 6 , f i l e = ’ comparacion  . m’ ) 

25 
26 open ( u n i t = 7 , f i l e = ’ Sol Aprox 0 . m’ ) 

27 open ( u n i t = 8 , f i l e = ’ Sol Aprox 1 . m’ ) 

28 open ( u n i t = 9 , f i l e = ’ Sol Aprox 2 . m’ ) 

29 open ( u n i t = 10 , f i l e = ’ Sol Aprox 3 . m’ ) 

30 open ( u n i t = 11 , f i l e = ’ Sol Aprox 4 . m’ ) 

31 open ( u n i t = 12 , f i l e = ’ Sol Aprox 5 . m’ ) 

32 open ( u n i t = 13 , f i l e = ’ Sol Aprox 6 . m’ ) 

33 open ( u n i t = 14 , f i l e = ’ Sol Aprox 7 . m’ ) 

34 
35 ! open ( u n i t = 15 , f i l e = ’ Sol Aprox 8 . m’ ) 

36 ! open ( u n i t = 16 , f i l e = ’ Sol Aprox 9 . m’ ) 

37 ! open ( u n i t = 17 , f i l e = ’ Sol Aprox 10 . m’ ) 

38 ! open ( u n i t = 18 , f i l e = ’ Sol Aprox 11 . m’ ) 

39 ! open ( u n i t = 19 , f i l e = ’ Sol Aprox 12 . m’ ) 

40 ! open ( u n i t = 20 , f i l e = ’ Sol Aprox 13 . m’ ) 
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41 ! open ( u n i t = 21 , f i l e = ’ Sol Aprox 14 . m’ ) 

42 ! open ( u n i t = 22 , f i l e = ’ Sol Aprox 15 . m’ ) 

43 ! open ( u n i t = 23 , f i l e = ’ Sol Aprox 16 . m’ ) 

44 ! open ( u n i t = 24 , f i l e = ’ Sol Aprox 17 . m’ ) 

45 ! open ( u n i t = 25 , f i l e = ’ Sol Aprox 18 . m’ ) 

46 ! open ( u n i t = 26 , f i l e = ’ Sol Aprox 19 . m’ ) 

47 ! open ( u n i t = 27 , f i l e = ’ Sol Aprox 20 . m’ ) 

48 ! open ( u n i t = 28 , f i l e = ’ Sol Aprox 21 . m’ ) 

49 
50 open ( u n i t = 44 , f i l e = ’ SolTE44 . m’ ) 

51 open ( u n i t = 45 , f i l e = ’ SolTE45 . m’ ) 

52 open ( u n i t = 46 , f i l e = ’ SolTE46 . m’ ) 

53 open ( u n i t = 47 , f i l e = ’ SolTE47 . m’ ) 

54 open ( u n i t = 48 , f i l e = ’ SolTE48 . m’ ) 

55 open ( u n i t = 49 , f i l e = ’ SolTE49 . m’ ) 

56 open ( u n i t = 50 , f i l e = ’ SolTE50 . m’ ) 

57 
58 open ( u n i t = 56 , f i l e = ’ TEmax . m’ ) 

59 open ( u n i t = 57 , f i l e = ’RMS. m’ ) 

60 open ( u n i t = 58 , f i l e = ’TE . m’ ) 

61 open ( u n i t = 59 , f i l e = ’ E r r o r t o t a l . m’ ) 

62 ! open ( u n i t = 60 , f i l e = ’ Factor A . m’ ) 

63 open ( u n i t = 61 , f i l e = ’ S o l a p r x i m a d a . m’ ) 

64 open ( u n i t = 63 , f i l e = ’ Soltmax . m’ ) 

65 open ( u n i t = 64 , f i l e = ’ suma2 . m’ ) 

66 open ( u n i t = 65 , f i l e = ’ suma3 . m’ ) 

67 
68 a=0 ! x0=a 

69 b=1 ! xm=b 

70 L1=b−a 

71 
72 c =500  ! t 0 =c =500 s 

73 d=3500 ! t n =d=3500 s 

74 L2=d−c 

75 
76 D e l t a x = 0 . 1 

77 m=L1 / D e l t a x 

78 Delta T =500 

79 n=L2 / Delta  T 

80 ! maxex=500 

81 ! maxex=0 ! 4 0 , numero de t e r m i n o s en l a  s o l u c i o n  e x a c t a 

82 nmax=500  ! maximo numero de  p a s o s  de  t i me 

83 tmax =3000 

84 a l p h a x = 0 . 00001 ! p a r a un mu1 = 0 . 5 

85 ! cp =+ 0 . 02  ! p a r a un mu1 = 0 . 5 

86 bc = 0 . 0 

87 lamda=bc * ( Delta T / D e l t a x ) 

88 mu1=bc+ a l p h a x * ( Delta T / D e l t a x ** 2 ) − 0 . 5 * lamda 
89 w r i t e ( 5 , 1 0 6 ) mu1 

90 w r i t e ( 6 , * )m, n 
91 
92 ! p a r t i c i o n e s  p a r a  e l  e s p a c i o 

93 do i = 0 ,m 
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94 
95 
96 
97 
98 
99 

100 
101 
102 
103 
104 
105 

x ( i ) =( i ) * D e l t a x 
Fa= abs (1 −4 * ( Delta T * a l p h a x / D e l t a x ** 2 ) * ( s i n ( x ( i ) * p i * D e l t a x ) / 2 ) ** 2 ) 

w r i t e ( 1 , 1 0 4 ) x ( i ) 

w r i t e ( 6 0 , * ) Fa 
end do 

! p a r t i c i o n e s p a r a e l t i empo 

do j = 1 , n 

t ( j ) =( j ) * Delta  T 
w r i t e ( 2 , 1 0 4 ) t ( j ) 

end do 

! c o n d i c i o n i n i c i a l 

do i = 0 ,m 

106 w( i , 0 ) =0 ! f ( x ( i ) ) 

107 
108 
109 
110 

w r i t e ( 3 , * )w( i , 0 ) 
end do 

! CF 
do j = 1 , n 

111 w( 0 , j ) =100 

112 w(m, j ) =100 

113 
114 
115 
116 
117 
118 
119 
120 
121 
122 
123 
124 
125 
126 

w r i t e ( 4 , 1 0 2 )w( 0 , j ) ,w(m, j ) 

end do 

102 f o r m a t  ( 100 f 15 . 2 ) 

 

 

!w( 0 , 0 ) =50 ! c o n d i c i o n  F l e t c h e r 

!w(m, 0 ) =50 

 

! El esquema de d i s c r e t i z a c i o n que se u t i l i z a es e l FTCS 

IF ( 0 . GE . NMAX)GOTO 11 

11 c o n t i n u e 

do j = 1 , n 

do i = 1 ,m−1 

i f  ( abs (1 −4 * ( Delta T * a l p h a x / D e l t a x ** 2 ) * ( s i n ( x ( i ) * p i * D e l t a x ) * 0 . 5 ) * 
* 2 ) <=1) t h e n 

127 w( i , j ) =(1 −2 *mu1 ) *w( i , j − 1 ) +mu1* (w( i + 1 , j − 1 ) + w( i − 1 , j − 1 ) ) ! s o l u c i o n 
d 

128 e n d i f 

129 end do 

130 end do 

131 
132 do j = 0 , n 

133 w r i t e ( 7 + j , 1 0 4 ) (w( i , j ) , i = 0 ,m) ! s o l Aprox 

134 end do 

135 
136 do j = 0 , n 

137 w r i t e ( 6 1 , 1 0 4 ) (w( i , j ) , i = 0 ,m)  ! s o l Aprox 

138 end do 

139 
140 maxex=500 

141 do j = 0 , n ! p a r t i c i o n e s  t i empo 

142 do i = 0 ,m ! p u n t o s en e l  e s p a c i o 

143 sum1 =0 

144 do me= 1 , maxex 
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145 
146 
147 

expm=− a l p h a x * ( 2 . *me − 1 . ) * ( 2 . *me − 1 . ) * p i * p i * t ( j ) 
sum1=sum1+ 4 0 0 . / ( 2 . *me − 1 . ) / p i * s i n ( ( 2 . *me − 1 . ) * p i * x ( i ) ) * exp ( expm ) 
end do 

148 TE ( i ) = 100 −sum1 

149 end do 

150 
151 end do 

152 do j = 0 , n 

153 do i = 0 ,m 

154 WRITE( 44 + j , 1 0 4 ) TE ( i ) ! tmax 

155 end do 

156 end do 

157 
158 ! s o l u c i o n E x a c t a Vs s o l u c i o n aproximada 

159 
160 do i = 0 ,m 

161 suma3 ( i ) =w( i , 6 ) 

162 WRITE( 6 5 , 1 0 4 ) suma3 ( i ) 

163 end do 

164 ! do j = 1 , n 

165 do i = 0 ,m 

166 suma2 ( i ) =TE ( i ) 

167 WRITE( 6 4 , 1 0 4 ) suma2 ( i ) 

168 
169 
170 
171 
172 
173 
174 

end do 

! end do 

suma6 =0 

do i = 0 ,m 

suma1=suma2 ( i ) −suma3 ( i ) 

suma6=suma6+suma1 ** 2 
end do 

175 RMS2=SQRT( suma6 / ( m+ 1 ) ) 

176 WRITE( 5 9 , 1 0 5 ) RMS2 ! E r r o r T o t a l en Tmax 

177 
178 
179 
180 
181 
182 
183 
184 
185 
186 
187 
188 
189 
190 
191 
192 

103 f o r m a t  ( 100 f 15 . 4 ) 

104 f o r m a t  ( 100 f 15 . 2 ) 

105 f o r m a t  ( 100 f 15 . 5 ) 

106 f o r m a t ( 100 f 15 . 3 ) 

c l o s e ( 1 ) 

 

end program 

 

r e a l f u n c t i o n f ( x ) 

i m p l i c i t none 

r e a l , i n t e n t ( i n ) : : x 

r e a l , p a r a m e t e r : : p i = 3 . 1415 

f = s i n ( p i * x ) 

r e t u r n 

end f u n c t i o n 
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8.5.1. Código de Gráfica de la aplicación uno en Octave 

 

1 %g r a f i c a de l a  a p l i c a c i o n 1 

2 c l e a r 

3 z= l o a d ( ’ mu1 . m’ ) ; %ZETA 

4 x= l o a d ( ’ parX . m’ ) ; %p a r t i c i o n e s EJE X 

5 t = l o a d ( ’ par T . m’ ) ; %p a r t i c i o n e s EJE T 

6 CondI= l o a d ( ’ C o n d I n i c i a l . m’ ) ; %c o n d i c i o n  i n i c i a l 

7 Saprox ( : , 1 ) = l o a d ( ’ Sol Aprox 0 . m’ ) ; 

8 Saprox ( : , 2 ) = l o a d ( ’ Sol Aprox 1 . m’ ) ; 

9 Saprox ( : , 3 ) = l o a d ( ’ Sol Aprox 2 . m’ ) ; 

10 Saprox ( : , 4 ) = l o a d ( ’ Sol Aprox 3 . m’ ) ; 

11 Saprox ( : , 5 ) = l o a d ( ’ Sol Aprox 4 . m’ ) ; 

12 Saprox ( : , 6 ) = l o a d ( ’ Sol Aprox 5 . m’ ) ; 

13 Saprox ( : , 7 ) = l o a d ( ’ Sol Aprox 6 . m’ ) ; 

14 
15 Saprox 0 = l o a d ( ’ Sol Aprox 0 . m’ ) ; 

16 Saprox 1 = l o a d ( ’ Sol Aprox 1 . m’ ) ; 

17 Saprox 2 = l o a d ( ’ Sol Aprox 2 . m’ ) ; 

18 Saprox 3 = l o a d ( ’ Sol Aprox 3 . m’ ) ; 

19 Saprox 4 = l o a d ( ’ Sol Aprox 4 . m’ ) ; 

20 Saprox 5 = l o a d ( ’ Sol Aprox 5 . m’ ) ; 

21 Saprox 6 = l o a d ( ’ Sol Aprox 6 . m’ ) ; 

22 Saprox 11 = l o a d ( ’ SolTE44 . m’ ) ; 

23 
24 [ n , m] = s i z e ( Saprox 0 ) ; 

25 [ n , m] = s i z e ( Saprox 1 ) ; 

26 [ n , m] = s i z e ( Saprox 2 ) ; 

27 [ n , m] = s i z e ( Saprox 3 ) ; 

28 [ n , m] = s i z e ( Saprox 4 ) ; 

29 [ n , m] = s i z e ( Saprox 5 ) ; 

30 [ n , m] = s i z e ( Saprox 6 ) ; 

31 
32 s a p r o x 0 = Saprox 0 ( : , : ) ; 

33 s a p r o x 1 = Saprox 1 ( : , : ) ; 

34 s a p r o x 2 = Saprox 2 ( : , : ) ; 

35 s a p r o x 3 = Saprox 3 ( : , : ) ; 

36 s a p r o x 4 = Saprox 4 ( : , : ) ; 

37 s a p r o x 5 = Saprox 5 ( : , : ) ; 

38 s a p r o x 6 = Saprox 6 ( : , : ) ; 

39 s a p r o x 1 1 = Saprox 11 ( : , : ) 

40 
41 f i g u r e 

42 %p l o t ( saprox 0 , ’ K’ ) 

43 %h o l d on 

44 p l o t ( saprox 1 , ’ b −. h ’ , ’ Marker Size ’ , 1 0 ) 

45 ho l d on 

46 p l o t ( saprox 2 , ’ b : ^ ’ , ’ Marker Size ’ , 6 ) 

47 ho l d on 

48 p l o t ( saprox 3 , ’ b : + ’ ) 

49 ho l d on 

50 p l o t ( saprox 4 , ’ b : p ’ ,  ’ Marker Size ’ , 1 0 ) 

51 ho l d on 
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52 
53 
54 
55 
56 
57 
58 

59 
60 

61 
62 
63 
64 
65 
66 
67 
68 
69 

70 

 

 

 

8.6. Código de ecuación de transporte lineal 

 

1 Program Burger D 

2 i m p l i c i t none 

3 ! −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−TRAN−−−−−−−−−−−−−−−− 

4 ! SOLVE THE LINEAR TRANSPORT EQUATION USING 

5 ! VARIOUS EXPLICIT END IMPLICIT SCHEMES 

6 ! −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−− 

7 REAL,  d imension  ( 0 : 6 5 ) : : R , T , TD, TEX, X 

8 REAL, DIMENSION ( 0 : 5 , 0 : 6 5 ) : : A 

9 REAL AA, BB, CC, AE, BE , CE 

10 REAL, DIMENSION ( 0 : 4 ) : : D 

11 
12 REAL ATIM, TIM , DX, DT,XMAX, TIMAX, EM, ALPH, RCEL, QQ,MQ 

13 
14 REAL S , SS , Q, C , U 

15 INTEGER  ME, JMAX, JMAF, JMAP, AMP, NTIM, NEX, JPR , LN, EL 

16 
17 INTEGER N, J , K, JM , JMM, JP , JA , NP , JH , JB , NH, NEM, INT 

18 REAL DIM, RMS, SUM,DUM 

19 
20 I n t e g e r : : opc 

21  

p l o t ( saprox 5 , ’ −−gs ’ , ’ Line Width ’ , 1 , ’ Marker Size ’ , 8 , . . . 

’ Marker Edge Color ’ , ’ b ’ , ’ Marker Face Color ’ , [ 0 . , 0 . 5 , 0 . 5 ] ) 

ho l d on 

p l o t ( saprox 6 , ’ k−−o ’ ) 

ho l d on 

p l o t ( saprox 11 , ’ r −* ’ ) 
l e g e n d ( ’ t =500 ’ , ’ t =1000 ’ , ’ t =1500 ’ , ’ t =2000 ’ , ’ t =2500 ’ , ’ t =3000 ’ , ’ 

Exact  ’ , [ 2 2 0 , 2 0 0 . 4 5 , 0 . 2 5 , 0 . 5 ] ) ; 

x l a b e l ( ’ h_ { x} ’ , ’ F o n t S i z e ’ , 1 2 , ’ Font Weight ’ , ’ bol d ’ , ’ Color ’ , ’ r ’ ) 

y l a b e l ( ’ Te mper a t ur e ( °C) ’ , ’ F o n t S i z e ’ , 1 2 , ’ Font Weight  ’ , ’ bol d ’ , ’ 

Color ’ , ’ r ’ ) 

 

%f a c t o r de a m p l i f i c a c i o n 

f i g u r e 

b e t a = 0 : 0 . 1 : 2 * p i ; 
p l o t (1 − z+z * cos ( b e t a ) , − z * s i n ( b e t a ) , ’ k : * ’ ) , t i t l e ( ’ \ rho ( \ b e t a ) ’ ) ; 
ho l d on 

%c i r c u l o u n i t a r i o 

p l o t ( cos ( b e t a ) , s i n ( b e t a ) , ’ r −o ’ ) 

h l e g 3 = l e g e n d ( ’ \ rho ( \ b e t a ) =1+ Zeta − Z e t a * cos ( \ b e t a ) − i * Z e t a * s i n ( \ 
b e t a ) ’ ) ; 

whos 
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22 p r i n t * , ’ Si i n g r e s e opc =1=ME p a r a FTCS DIFFERENCING , Si i n g r e s e 

opc =2=ME p a r a LAX−WENDROFF’ 

23 PRINT* , ’ Si i n g r e s e opc =3=ME p a r a EXPLICIT 4PT UPWIND, Si i n g r e s e 
opc =4=ME p a r a GENERAL CRANK−NICOLSON ’ 

24 r e a d * , opc 

25 ! 

−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−− 

26 
27 OPEN( 1 , FILE= ’TRAN. DAT’ ) 

28 OPEN( 6 , FILE= ’TRAN. OUT’ ) 

29 
30 open ( u n i t = 37 , f i l e = ’ T i n i c i a l . m’ ) ! T i n i c i a l 

31 open ( u n i t = 38 , f i l e = ’X. m’ ) 

32 open ( u n i t = 39 , f i l e = ’ Taprox . m’ ) ! T f i n a l 

33 open ( u n i t = 40 , f i l e = ’ T e x a c t . m’ )  ! TEX 

34 
35 IF ( JPR . EQ .  1 ) WRITE ( 6 , 3 ) 

36 IF ( JPR . EQ .  2 ) WRITE ( 6 , 4 ) 

37 3 FORMAT ( ’ PROPAGATION SINE−WAVE’ ) 

38 4 FORMAT ( ’ PROPAGATION TEM−FRONT ’ ) 

39 
40 NEX=100 

41 ! INT=2 ! INT SUBROUTINE BANFAC 

42 JPR=2 ! JPR = 1 , PROPAGATION SINE−WAVE 

43 ! JPR = 2 , PROPAGATION TEMPERATURE FRONT 

44 
45 !  −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−− 

46 S e l e c t c a s e ( opc ) 

47 c a s e ( 1 ) 

48 ! p r i n t * , ’ Si i n g r e s e opc =1=ME p a r a FTCS DIFFERENCING ’ 
49 i f ( JPR . EQ .  2 ) t h e n 

50 ME=1 

51 INT=1 

52 e n d i f 

53 c a s e ( 2 ) 

54 ! p r i n t * , ’ Si i n g r e s e opc =2=ME p a r a LAX−WENDROFF’ 
55 i f  ( JPR . EQ .  2 ) t h e n 
56 ME=2 

57 INT=1 

58 e n d i f 

59 
60 c a s e ( 3 ) 

61 ! p r i n t * , ’ Si  i n g r e s e opc =3=ME p a r a EXPLICIT 4PT UPWIND’ 
62 i f  ( JPR . EQ .  2 ) t h e n 

63 ME=3 

64 INT=3 

65 e n d i f 

66 c a s e ( 4 ) 

67 ! p r i n t * , ’ Si i n g r e s e opc =4=ME p a r a GENERAL CRANK−NICOLSON’ 
68 i f  ( JPR . EQ .  2 ) t h e n 

69 ME=4 

70 INT=3 
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71 e n d i f 

72 End S e l e c t 

73 !  −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−− 

74 
75 JMAX=21 ! numero de p u n t o s en e l  i n t e r v a l o de 0<=x<=1 

76 NTIM=10 ! numero de p a s o s en e l  t i empo 

77 U= 0 . 50 ! c o n s t a n t e de v e l o c i d a d U=u ( x , t ) = c t e 

78 C= 0 . 25 ! munero de Courant 

79 S = 0 . 25 ! S= a l p h a * h t / hx** 2 

80 LN=20 ! LONGIUD DEL INTERVALO? 

81 N=10 ! ! 

82 EM=0 !EM= d e l t a =0 MDF EM= d e l t a = 1 / 6 MEF . . . Mx={ d e l t a , 1 − 2 d e l t a , d e l t a 
} 

83 
84 w r i t e ( 1 , 1 ) JMAX, NTIM, C , U, DX, DT 

85 1 FORMAT( I 3 , I 3 , F5 . 2 , F5 . 2 , F5 . 3 , F5 . 3 ) 

86 
87 WRITE ( 1 , 2 ) S , ALPH, RCEL, Q, QQ, NEX, EL ,EM 

88 2 FORMAT( F5 . 2 , E10 . 3 , F6 . 1 , F6 . 2 , F6 . 3 , I 5 , I 5 , E10 . 3 ) 

89 
90 JMAF = JMAX−2 ! p u n t o s de l a m a l l a s i n CF 

91 JMAP = JMAX−1 

92 AMP = JMAP 

93 ! −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−− 

94 DX = 1 . 0 /AMP ! SINE−WAVE 

95 IF ( JPR . EQ . 2 ) DX = 4 . / AMP !TEMPERATURE FRONT 

96 ! −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−− 

97 DT = C*DX/ U ! C= u d t / dx 
98 EL = LN ! ? 

99 
100 ALPH = S*DX*DX/ DT 

101 IF ( ALPH . LT .  1 . 0 E− 10 ) ALPH = 1 . 0 E−10 

102 RCEL = U*DX/ ALPH ! numero de Reynolds 
103 QQ = Q*C / 3 .  ! c o e f i c i e n t e  de Upwind 4 p 

104 IF (ME . LT . 3 ) QQ = 0 . 

105 
106 MQ = 0 

107 IF ( ABS(QQ) . GT . 0 . 0 0 0 1 ) MQ = 1 

108 ATIM = NTIM 

109 TIM = 0 . 

110 TIMAX = DT*ATIM ! t i empo de comparacion  con l a  s o l u c i o n e x a c t a 

111 ! 

112 ! WRITE ( 6 , 3 ) 

113 ! FORMAT( ’ PROPAGATING SHOCK WAVE( BRGERS EQUATION) ’ ) 

114 IF (ME . EQ . 1 ) WRITE ( 6 , 5 )ME 

115 IF (ME . EQ . 2 ) WRITE ( 6 , 6 )ME 

116 IF (ME . EQ . 3 ) WRITE ( 6 , 7 )ME 

117 IF (ME . EQ . 4 ) WRITE ( 6 , 8 )ME 

118 5 FORMAT( 5H ME = , I 2 , 3 X, 1 8H FTCS DIFFERENCING ) ! 18H = # DE 

CARACTERES 
119 6 FORMAT( 5H ME = , I 2 , 3 X, 1 3H LAX−WENDROFF) 

120 7 FORMAT( 5H ME = , I 2 , 3 X, 2 0H EXPLICIT 4PT UPWIND) 

121 8 FORMAT( 5H ME = , I 2 , 3 X, 2 3H GENERAL CRANK−NICOLSON) 
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122 WRITE ( 6 , 9 ) JMAX, NTIM, C , U, DX, DT 

123 9 FORMAT( ’JMAX = ’ , I 3 , 3 X, ’NTIM = ’ , I 3 , 3 x , ’C = ’ , F5 . 2 , 3 x , ’U = ’ , F5 
 . 2 , 3 X, ’DX = ’ , F5 . 3 , 3 x ,  ’DT = ’ , F5 . 3 ) 

124 WRITE( 6 , 1 0 ) S , ALPH, RCEL, Q, QQ 

125 10 FORMAT( ’ S = ’ , F5 . 2 , 2 x , ’ALPH = ’ , E10 . 3 , 2 x , ’RCEL = ’ , F6 . 1 , 2 x , ’Q 
 = ’ , F5 . 2 , 2 x , ’QQ = ’ , F6 . 3 ) 

126 WRITE( 6 , 1 1 ) NEX, LN, EM, ALPH, DIM 

127 11 FORMAT( ’NEX = ’ , I 5 , 2 X, ’LN = ’ , I 5 , 2 X, ’EM = ’ , E10 . 3 , 2 X, ’ALPH = ’ , 
 E10 . 3 , 2 X, ’DIM = ’ , E12 . 5 ) 

128  

129  

130 IF (ME . GT . 3 ) GOTO 12 

131 SS=S 

132 
133 

IF (ME . EQ .  2 ) SS = S + 0 . 5 *C*C 

134 AA = ( 0 . 5 *C + SS ) + 3 . *QQ 

135 BB = 1 . − 2 . *SS − 3 . *QQ 

136 CC = − 0 . 5 *C + SS + QQ 
137 GOTO 13 

138 
139 

12 AA = EM − 0 . 2 5 *C − 0 . 5 *S − 1 . 5 *QQ 
BB = 1 . − 2 . 0 *EM + S + 1 . 5 *QQ 

140 CC = EM + 0 . 2 5 *C − 0 . 5 *S − 0 . 5 *QQ ! Esquemas E x p l i c i t o s 
141  

142 AE = EM + 0 . 2 5 *C + 0 . 5 *S + 1 . 5 *QQ ! Esquemas I m p l i c i t o s 

143 BE = 1 . − 2 . 0 *EM − S − 1 . 5 *QQ 

144 
145 

CE = EM − 0 . 2 5 *C + 0 . 5 *S + 0 . 5 *QQ 
13 WRITE( 6 , 1 4 ) AA, BB, CC, AE, BE , CE 

146 14 FORMAT( ’AA = ’ , F8 . 5 , 2 X, ’BB = ’ , F8 . 5 , 2 X, ’CC = ’ , F8 . 5 , 2 X, ’AE = ’ , F8 
 . 5 , 2 X, ’BE = ’ , F8 . 5 , 2 X, ’CE = ’ , F8 . 5 , / ) 

147  

148 ! 

149 ! INITIALISE T AND EVALUATE TEX 

150 ! −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−− 

151 CALL EXSOL( JPR , JMAX, X, T , TEX, NEX, DX, U, ALPH, TIMAX) 

152 ! −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−− 

153  

154 DO 16 J = 1 ,JMAX 

155 DO 15 K = 1 , 5 

156 15 A( K, J ) = 0 . 

157 16 CONTINUE 

158 WRITE( 6 , 1 7 ) TIM 

159 17 FORMAT( ’ INITIAL SOLUTION , TIM = ’ , F5 . 3 ) 

160 WRITE( 6 , 1 8 ) (X( J ) , J = 1 ,JMAX) 

161 WRITE( 6 , 1 9 ) ( T ( J ) , J = 1 ,JMAX) 

162 18 FORMAT( ’X = ’ , 12 F6 . 3 ) 

163 19 FORMAT( ’T = ’ , 12 F6 . 3 ) 

164  

165 WRITE( 3 7 , 1 0 4 ) ( T ( J ) , J = 1 ,JMAX) 

166 104 f o r m a t  ( 100 f 15 . 3 ) 

167  

168 ! −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−− 

169 !MARCH SOLUTION IN TIME 

170 ! −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−− 
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171 DO 26 N = 1 ,NTIM 

172 IF (ME . GT . 3 ) GOTO 21 

173 
174 ! −−−−−−−−−−−−−−−−−−−− 

175 ! EXPLICIT ESQUEMAS 

176 ! −−−−−−−−−−−−−−−−−−−− 

177 D( 1 ) = T ( 1 ) 

178 D( 2 ) = T ( 1 ) 

179 D( 3 ) = T ( 2 ) 

180 DO 20 J = 2 ,JMAP 

181 IF (ME . EQ .  3 ) D( 4 ) = D( 1 ) 

182 D( 1 ) = D( 2 ) 

183 D( 2 ) = D( 3 ) 

184 D( 3 ) = T ( J + 1 ) 

185 T ( J ) = AA*D( 1 ) + BB*D( 2 ) +CC*D( 3 ) 
186 
187 
188 
189 
190 

IF (ME . EQ .  3 ) T ( J ) = T ( J ) − QQ*D( 4 )  ! 1 FTCS y 2 Lax Wendroff 

20 CONTINUE 

191 GOTO 26 

192 
193  ! −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−− 

194 ! TRIDIAGONAL SYSTEM FOR IMPLICIT SCHEMES 

195  ! −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−− 

196 
197 21 IF (MQ . EQ . 1 ) DIM = 1 . 

198 
199 DO 22 J = 2 ,JMAP 

200 JM = J −1 

201 A( 1 , JM) = 0 . 5 *QQ 
202 A( 2 , JM) = AA 

203 A( 3 , JM) = BB 

204 A( 4 , JM) = CC 

205 R( JM) = AE*T ( JM) + BE*T ( J ) + CE*T ( J + 1 ) 

206 
207 
208 

IF (MQ . EQ . 1 .AND. J . GT . 2 ) DIM = T ( JM − 1 ) 

IF (MQ . EQ . 1 ) R( JM) = R( JM) − 0 . 5 *QQ*DIM 
22 CONTINUE 

209 R ( 1 ) = R ( 1 ) − A( 2 , 1 ) *T ( 1 ) 

210 IF (MQ . EQ . 0 ) GOTO 24 

211 R ( 1 ) = R ( 1 ) − A( 1 , 1 ) *T ( 1 ) 
212 R ( 2 ) = R ( 2 ) − A( 1 , 2 ) *T ( 1 ) 

213 ! −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−− 

214 !REDUCE A TO TRIDIAGONAL FORM 

215 ! −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−− 

216 DO 23 JM = 3 ,JMAF 

217 JMM = JM − 1 

218 DUM = A( 1 , JM) / A( 2 ,JMM) 

219 A( 2 , JM) = A( 2 , JM) − A( 3 ,JMM) *DUM 

220 A( 3 , JM) = A( 3 , JM) − A( 4 ,JMM) *DUM 
221 A( 1 , JM) = 0 . 
222 R( JM) = R( JM) − R(JMM) *DUM 

223 23 CONTINUE 
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224 A( 1 , 1 ) = 0 . 

225 A( 1 , 2 ) = 0 . 

226 24 A( 2 , 1 ) = 0 . 

227 A( 4 , JMAF) = 0 . 

228 ! −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−− 

229 CALL BANFAC( A, JMAF, N) 

230 CALL BANSOL( R , TD, A, JMAF, N) 

231 ! −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−− 

232 DO 25 J = 2 ,JMAP 

233 25 T ( J ) = TD( J − 1 ) 

234 
235 26 CONTINUE 

236 ! 

237 WRITE( 6 , 2 7 ) TIMAX 

238 27 FORMAT( ’ FINAL SOLUTION , TIM = ’ , F5 . 3 ) 

239 
240 WRITE( 6 , 1 8 ) (X( J ) , J = 1 ,JMAX) 

241 WRITE( 6 , 1 9 ) ( T ( J ) , J = 1 ,JMAX) 

242 WRITE( 6 , 2 8 ) ( TEX( J ) , J = 1 ,JMAX) 

243 28 FORMAT( ’TEX= ’ , 12 F6 . 3 ) 

244 
245 WRITE( 3 8 , 1 0 5 ) (X( J ) , J = 1 ,JMAX) 

246 WRITE( 3 9 , 1 0 5 ) ( T ( J ) , J = 1 ,JMAX) 

247 w r i t e ( 4 0 , 1 0 5 ) ( TEX( J ) , J = 1 ,JMAX) 

248 105 f o r m a t ( 100 f 15 . 3 ) 

249 
250 SUM = 0 . 

251 DO 29 J = 2 ,JMAP 

252 29 SUM = SUM + ( T ( J ) −TEX( J ) ) ** 2 

253 RMS = SQRT(SUM/ ( AMP− 1 . ) ) 

254 WRITE( 6 , 3 0 )RMS 

255 30 FORMAT( ’RMS | ERROR| = ’ , E12 . 5 ) 

256 STOP 

257 END PROGRAM BURGERD 

258 
259 !  −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−− 

260 SUBROUTINE EXSOL( JPR , JMAX, X, T , TEX, NEX, DX, U, ALPH, TIMAX) 

261 
262 
263 
264 
265 
266 
267 
268 
269 
270 
271 
272 
273 
274 
275 
276 

!  −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−− 

! SETS THE INITIAL T SOLUTION AND FINAL EXACT ( TEX) SOLUTION 

! 

REAL, DIMENSION ( 0 : 6 5 ) : : T , TEX, X 

 

JMAP = JMAX −1 

PI = 3 . 141592654 

IF ( JPR . EQ .  1 ) XST = 0 . 

IF ( JPR . EQ .  2 ) XST = − 2 . 0 ! extremo d e l dominio x=−2 

 

DO 1 J = 1 ,JMAX 

AJ = J − 1 

X( J ) = XST + AJ*DX 

T ( J ) = 0 . 

1  TEX( J ) = 0 . 

! w r i t e ( 4 0 , 1 0 6 ) ( TEX( J ) , J = 1 ,JMAX) 
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277 
278 
279 
280 
281 
282 
283 
284 
285 
286 
287 
288 
289 
290 
291 
292 
293 
294 
295 
296 
297 
298 
299 
300 
301 
302 
303 
304 
305 
306 
307 
308 
309 
310 
311 
312 
313 
314 
315 
316 
317 
318 
319 
320 

! 106 f o r m a t ( 100 f 15 . 3 ) 

IF ( JPR . EQ . 2 ) GOTO 3 

! −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−− 

!EXACT SOLUTION FOR PROPAGATING SINE−WAVE 

! −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−− 

JM = 0 . 1 0 0 1 /DX + 1 . 0 

INC = U*TIMAX/DX + 0 . 0 0 1 
DO 2 J = 1 , JM 

T ( J ) = SIN ( 1 0 . * PI *X( J ) ) 

JP = J + INC 

2 TEX( JP ) = T ( J ) 

! w r i t e ( 4 0 , 1 0 7 ) ( TEX( J ) , J = 1 ,JMAX) 

! 107 f o r m a t ( 100 f 15 . 3 ) 

RETURN 

! −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−− 

!EXACT SOLUTION FOR PROPAGATING TEM−FRONT 

! −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−− 

 
3 T ( 1 ) = 1 . 0 

 

TEX( 1 ) = 1 . 0 

! 

DO 5 J = 2 ,JMAP 

! −−−−−−−−−−−−−−DOMINIO−−−−−−−−−−−−−−− 

IF (X( J ) . LT . 0 . ) T ( J ) = 1 . 0 

IF ( ABS(X( J ) ) . LT . 1 . 0 E− 04 ) T ( J ) = 0 . 5 

DEM = 0 . 

DO 4 K = 1 ,NEX 

AK = 2 *K − 1 
DUM = AK* PI / 4 ! EL=4=LN ES LA LONG DEL INTERVALO 

SNE = SIN (DUM* (X( J ) − U*TIMAX) ) 
DIM = −ALPH*DUM*DUM*TIMAX 
IF ( DIM . LT . −40) GOTO 5 

4 DEM = DEM + ( SNE /AK) *EXP( DIM) 

5 TEX( J ) = 0 . 5 − 2 . / PI *DEM 
! w r i t e ( 4 0 , 1 0 8 ) ( TEX( J ) , J = 1 ,JMAX) 

! 108 f o r m a t ( 100 f 15 . 3 ) 

RETURN 

END 

 

 
!  −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−− 

321 SUBROUTINE BANFAC( A, JMAF, N) 

322 ! −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−− 

323 ! FACTORES BAND MATRIX ARISING FROM LINEAR OR QUATRIC ! ELEMENTS 

INTRO L . U 
324 ! 

325 REAL, DIMENSION ( 0 : 5 , 0 : 6 5 ) : : A 

326 
327 IF ( INT . EQ . 2 ) GOTO 2 

328 ! 
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329 ! INT = 1 , LINEAR ELEMENTOS = TRIDIAGONAL SYSTEM 

330 ! 

331 ! IF ( INT . EQ . 1 ) GOTO 1 

332 
333 NP = N−1 

334 DO 1 J = 1 , NP 

335 JP = J +1 

336 A( 2 , JP ) = A( 2 , JP ) / A( 3 , JP ) 

337 A( 3 , JP ) = A( 3 , JP ) − A( 2 , JP ) *A( 4 , J ) 

338 1 CONTINUE 

339 RETURN 

340 ! 

341 ! INT = 2 , QUADRATIC ELEMENTS = PENTADIAGONAL SYSTEM 

342 !ASSUMES FRIST EQUATIONS FORMES AT NIDSIDE NODE 

343 ! 

344 2 NH = N/ 2 

345 DO 5 I = 1 , 2 

346 JS = 3 − I 

347 DO 4 J = JS , NH 

348 
349 
350 
351 
352 
353 

JA = 2 * ( J − 1 ) 
IF ( I . EQ . 2 ) GOTO 3 

! 

! I = 1 , FRIST PASS , REDUCE TO TRIDIAGONAL 

! 
JB = JA + 2 

354 A( 1 , JB ) = A( 1 , JB ) / A( 2 , JB − 1 ) 

355 A( 2 , JB ) = A( 2 , JB ) − A( 1 , JB ) *A( 3 , JB − 1 ) 

356 A( 3 , JB ) = A( 3 , JB ) − A( 1 , JB ) *A( 4 , JB − 1 ) 
357 GOTO 4 

358 ! 

359 ! I = 2 , SECOND PASS , REDUCE TO UPPER TRIANGULAR 

360 ! 

361 3 JB = JA + 3 

362 A( 2 , JB − 1 ) = A( 2 , JB − 1 ) / A( 3 , JB − 2 ) 

363 A( 3 , JB − 1 ) = A( 3 , JB − 1 ) − A( 2 , JB − 1 ) *A( 4 , JB − 2 ) 

364 IF ( JB . GT . N) GOTO 4 

365 A( 2 , JB ) = A( 2 , JB ) / A( 3 , JB − 1 ) 

366 A( 3 , JB ) = A( 3 , JB ) − A( 2 , JB ) *A( 4 , JB − 1 ) 
367 A( 4 , JB ) = A( 4 , JB ) − A( 2 , JB ) *A( 5 , JB − 1 ) 

368 4 CONTINUE 

369 5 CONTINUE 

370 RETURN 

371 END 

372 
373  ! −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−− 

374 SUBROUTINE BANSOL( R , TD, A, JMAF, N) 

375  ! −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−− 

376 ! USE L . U FACTORIZATION TO SOLVE FOR T , GIVEN R 

377 ! 

378 REAL, DIMENSION ( 0 : 6 5 ) : : R , TD 

379 REAL, DIMENSION ( 0 : 5 , 0 : 6 5 ) : : A 

380 
381 IF ( INT . EQ . 2 ) GOTO 3 
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382 ! 

383 ! INT = 1 , TRIDIAGONAL SYSTEM 

384 ! 

385  

386 NP = N − 1 

387 DO 1 J = 1 , NP 

388 JP = J + 1 

389 
390 

1 R( JP ) = R( JP ) − A( 2 , JP ) *R( J ) 

391 TD(N) = R(N) / A( 3 ,N) 

392  

393 DO 2 J = 1 , NP 

394 JA = N − J 

395 
396 

TD( JA ) = ( R( JA ) − A( 4 , JA ) *TD( JA + 1 ) ) / A( 3 , JA ) 
2 CONTINUE 

397 RETURN 

398  

399 ! 

400 ! INT = 2 , PENTADIAGONAL SYSTEM 

401 !ASSUMES FIRST EQUATION FORMED AT MIDSIDE NODE 

402 ! SET IBC = 0 IF LAST EQUATION FORMED AT MIDSIDE NODE 

403 ! SET IBC = 1 IF LAST EQUATION FORMED AT CORNER NODE 

404  

405 3 IBC = 1 

406 NH = N/ 2 

407 IF ( 2 *NH . EQ . N) R(N+ 1 ) = 0 . 

408 
409 

IF ( 2 *NH . EQ . N) A( 2 ,N+ 1 ) = 0 . 

410 DO 6 I = 1 , 2 

411 DO 5 J = 1 ,NH 

412 
413 

JA = 2 * J 

DO 4 K = 1 , I 
414 JB = JA − 1 + K 

415 
416 

4 R( JB ) = R( JB ) − A( I , JB ) *R( JB − 1 ) 
5 CONTINUE 

417 6 CONTINUE 

418 NEM = NH −IBC 

419 TD(N) = R(N) / A( 3 ,N) 

420 IF ( IBC . EQ .  1 ) TD( N− 1 ) = ( R( N− 1 ) − A( 4 , N− 1 ) *TD(N) ) / A( 3 , N− 1 ) 
421  
422 DO 7 J = 1 ,NEM 

423 JA = N − 2 * J + 1 − IBC 

424 TD( JA ) = ( R( JA ) − A( 4 , JA − 1 ) *TD( JA + 1 ) −A( 5 , JA ) *TD( JA + 2 ) ) / A( 3 , JA ) 

425 TD( JA − 1 ) = ( R( JA − 1 ) − A( 4 , JA − 1 ) *TD( JA ) ) / A( 3 , JA − 1 ) 
426 7 CONTINUE 

427 RETURN 

428 END 
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8.6.1. Código de Gráfica en Octave 

 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 
11 
12 
13 

 

 

8.7. Código de la ecuación de transporte no Li- 

neal 

 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 
11 
12 
13 
14 
15 
16 
17 
18 
19 
20 
21 
22 
23 
24 
25 
26 
27 
28 

Program Burger D 

i m p l i c i t none 

 

REAL, d imension ( 0 : 6 5 ) : : R , U, UE, UD, X 

REAL, DIMENSION ( 0 : 5 , 0 : 6 5 ) : : A 

REAL, d imension ( 0 : 2 ) : : AA, BB, CC 

REAL, DIMENSION ( 0 : 4 ) : : EF 

 

REAL ATIM, TIM , C , DX, DT,XMAX, TIMAX, S , SA , AD, Q, EM, ALPH, RCEL, QQ,MQ 

INTEGER ME, JMAF, JMAP, AMP, NTIM, JMAX 

INTEGER N, J , K, JM , JMM, JP , IP , INT 

REAL DIM,DUM, RMS, SUM, PQ 

OPEN( 1 , FILE= ’BURG4P . DAT’ ) 

OPEN( 6 , FILE= ’BURG4P . OUT’ ) 

 

ME=1 !ME= 1 , 2 , 3 , 4 

INT=2 

N=20 

 

! JPR=2 

JMAX=21 

NTIM=20 

C= 0 . 25 

 

XMAX= 2 . 00 ! DOMINIO 

S = 0 . 25 

c l e a r 

x= l o a d ( ’X. m’ ) ; %p a r t i c i o n e s EJE X 

t o = l o a d ( ’ T i n i c i a l . m’ ) ; %p a r t i c i o n e s EJE T 

t a p = l o a d ( ’ Taprox . m’ ) 

t e x = l o a d ( ’ T e x a c t . m’ ) 

f i g u r e 

p l o t ( x , to , ’ b−−* ’ ) % CondI=Sol Aprox en t =0 

ho l d on 

p l o t ( x , t ap , ’ r −−o ’ ) % CondI=Sol Aprox en t =0 

ho l d on 

p l o t ( x , t ex , ’ k−− p ’ , ’ Marker Size ’ , 7 ) % CondI=Sol Aprox en t =0 

l e g e n d ( ’T i n i c i a l ’ , ’T aporximada  ’ , ’T e x a c t a ’ ) 

whos 
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29 
30 AD= 0 . 

31 Q= 0 . 

32 EM= 0 . 

33 
34 w r i t e ( 1 , 1 ) JMAX, NTIM, C , DX, DT,XMAX 

35 1 FORMAT( I 3 , I 3 , F5 . 3 , F5 . 3 , F5 . 3 , F5 . 2 ) 

36 
37 WRITE ( 1 , 2 ) S , ALPH, RCEL, Q, EM, SA 

38 2 FORMAT( F5 . 2 , E10 . 3 , F6 . 1 , F6 . 2 , F6 . 3 , E10 . 3 ) 

39 
40 JMAF = JMAX−2 

41 JMAP = JMAX−1 

42 AMP = JMAP 

43 
44 DX = 2 . *XMAX/AMP 

45 DT = C*DX 

46 SA = AD*C*C 
47 
48 ALPH = S*DX*DX/ DT 
49 IF ( ALPH . LT .  1 . 0 E− 10 )ALPH = 1 . 0 E−10 

50 RCEL = DX/ ALPH 

51 QQ = Q*C / 3 . 
52 
53 IF (ME . LT . 3 )QQ = 0 . 

54 MQ = 0 

55 IF ( ABS(QQ)  . GT .  0 . 0 0 0 1 ) MQ=1 

56 ! 

57 ATIM = NTIM 

58 TIM = 0 . 

59 TIMAX = DT*ATIM 
60 ! 

61 WRITE ( 6 , 3 ) 

62 3 FORMAT( ’PROPAGATING SHOCK WAVE( BRGERS EQUATION) ’ ) 

63 IF (ME . EQ . 1 ) WRITE ( 6 , 4 )ME 

64 IF (ME . EQ . 2 ) WRITE ( 6 , 5 )ME 

65 IF (ME . EQ . 3 ) WRITE ( 6 , 6 )ME 

66 IF (ME . EQ . 4 ) WRITE ( 6 , 7 )ME 

67 4 FORMAT( 5H ME = , I 2 , 3 X, 1 8H FTCS DIFFERENCING ) ! 18H = # DE 

CARACTERES 

68 5 FORMAT( 5H ME = , I 2 , 3 X, 1 3H LAX−WENDROFF) 

69 6 FORMAT( 5H ME = , I 2 , 3 X, 2 0H EXPLICIT 4PT UPWIND) 

70 7 FORMAT( 5H ME = , I 2 , 3 X, 2 3H GENERAL CRANK−NICOLSON) 

71 WRITE ( 6 , 8 ) JMAX, NTIM, C , DX, DT,XMAX 

72 8 FORMAT( ’JMAX = ’ , I 3 , 3 X, ’NTIM ’ , I 3 , 3 x , ’C = ’ , F5 . 3 , 3 x , ’DX = ’ , F5 
. 3 , 3 x ,  ’DT = ’ , F5 . 3 , 3 x , ’XMAX = ’ , F5 . 2 ) 

73 WRITE ( 6 , 9 ) S , ALPH, RCEL, Q, EM, SA 

74 9 FORMAT( ’ S = ’ , F5 . 2 , 2 x , ’ALPH = ’ , E10 . 3 , 2 x , ’RCEL = ’ , F6 . 1 , 2 x , ’Q 
= ’ , F5 . 2 , 2 x , ’EM = ’ , F6 . 3 , 2 x , ’SA = ’ , E10 . 3 ) 

75 ! 

76 
77 
78 

 
IF (ME . GT . 3 ) GOTO 10 
AA( 1 ) = 0 . 5 *C + 3 . *QQ 

BB( 1 ) = − 3 . *QQ 



122 

 

 

 

 

79 
80 
81 
82 
83 
84 
85 
86 
87 
88 
89 
90 
91 
92 
93 
94 
95 
96 
97 
98 
99 

100 
101 
102 
103 
104 
105 
106 
107 
108 
109 
110 
111 
112 
113 
114 
115 
116 
117 
118 
119 
120 
121 
122 
123 
124 
125 
126 
127 
128 
129 
130 
131 

CC( 1 ) = − 0 . 5 *C + QQ 

IF (ME . NE . 2 ) GOTO 11 

AA( 1 ) = 0 . 

BB( 1 ) = 0 . 5 *C 
CC( 1 ) = − 0 . 5 *C 
AA( 2 ) = C 

BB( 2 ) = −C 

CC( 2 ) = 0 . 

 

GOTO 11 

10 AA( 1 ) = EM + 0 . 5 *S 

BB( 1 ) = 1 . 0 − 2 . 0 *EM − S 
CC( 1 ) = EM + 0 . 5 *S 

11 WRITE( 6 , 1 2 ) AA, BB, CC 

12 FORMAT( ’AA = ’ , 2 F8 . 5 , 2 X, ’BB = ’ , 2 F8 . 5 , 2 X, ’CC = ’ , 2 F8 . 5 , / ) 

 

! INITIALISE U AND EVALUATE UEX 

! −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−− 

! CALL EXSH(JMAX, X, U, UE, DX,XMAX, ALPH, TIMAX) 

! −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−− 

 

UD( 1 ) = U( 1 ) 

UD(JMAX) = U(JMAX) 

 

DO 14 J = 1 ,JMAX 

DO 13 K = 1 , 5 

 

13 A( K, J ) = 0 . 

14 CONTINUE 

 

WRITE( 6 , 1 5 ) TIM 

15 FORMAT( ’ INITIAL SOLUTION , TIM = ’ , F5 . 3 ) 

WRITE( 6 , 1 6 ) (X( J ) , J = 1 ,JMAX) 

WRITE( 6 , 1 7 ) (U( J ) , J = 1 ,JMAX) 

 

 

16 FORMAT( ’X = ’ , 12 F6 . 3 ) 

17 FORMAT( ’U = ’ , 12 F6 . 3 ) 

 

! 

!MARCH SOLUTION IN TIME 

! 

DO 27 N = 1 ,NTIM 

IF (ME . GT . 3 ) GOTO 21 

! −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−− 

! EXPLICIT ESQUEMAS 

! −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−− 

 

IP = 1 

18 IF ( IP  . EQ .  1 ) EF ( 1 ) = 0 . 5 *U( 1 ) *U( 1 ) 
IF ( IP . EQ .  2 ) EF ( 1 ) = 0 . 5 *UD( 1 ) *UD( 1 ) 
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132 
133 
134 
135 
136 
137 
138 
139 
140 
141 
142 
143 
144 
145 
146 
147 

148 
149 
150 
151 

EF ( 2 ) = EF ( 1 ) 

EF ( 3 ) = EF ( 2 ) 

IF ( IP  . EQ .  1 ) EF ( 4 ) = 0 . 5 *U( 2 ) *U( 2 ) 
IF ( IP . EQ . 2 ) EF ( 4 ) = 0 . 5 *UD( 2 ) *UD( 2 ) 
DO 20 J = 2 ,JMAP 

IF (ME . EQ . 3 ) EF ( 1 ) = EF ( 2 ) 

EF ( 2 ) = EF ( 3 ) 

EF ( 3 ) = EF ( 4 ) 

IF ( IP  . EQ .  1 ) EF ( 4 ) = 0 . 5 *U( J + 1 ) *U( J + 1 ) 

IF ( IP . EQ .  2 ) EF ( 4 ) = 0 . 5 *UD( J + 1 ) *UD( J + 1 ) 

DUM = S* (U( J − 1 ) − 2 . *U( J ) +U( J + 1 ) ) 
IF (ME . NE . 2 . OR. IP . EQ . 2 )GOTO 19 

JP = J +1 

IF ( J  . EQ . JMAP) JP = J 

DUM = 0 . 5 *DUM+ 0 . 5 *S* (U( J ) − 2 . *U( J + 1 ) +U( JP + 1 ) ) + 0 . 5 * (U( JP ) −U( J ) ) 
19 UD( J ) = U( J ) + AA( IP ) *EF ( 2 ) +BB( IP ) *EF ( 3 ) + CC( IP ) *EF ( 4 ) + 

DUM 

IF (ME . EQ . 3 )UD( J ) = UD( J ) − QQ*EF ( 1 ) 
20 CONTINUE 

IF (ME . NE . 2 . OR. IP . EQ . 2 )GOTO 25 

IP = IP +1 

152 GOTO 18 
153 
154 
155 
156 
157 
158 
159 
160 
161 
162 
163 
164 
165 
166 
167 
168 
169 
170 
171 
172 
173 
174 
175 
176 
177 
178 
179 
180 
181 
182 
183 

! −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−− 

! TRIDIAGONAL SYSTEM FOR IMPLICIT SCHEMES 

! −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−− 

 

21 IF (MQ . EQ . 1 ) DIM = U( 1 ) 

DO 22 J = 2 ,JMAP 

JM = J −1 

IF ( JM . NE . 1 ) DIM = U( JM− 1 ) 

A( 1 , JM) = 0 . 5 *QQ*DIM 

A( 2 , JM) = EM − 2 . 0 *S − ( 0 . 2 5 *C+ 1 . 5 *QQ) *U( JM) 

A( 3 , JM) = 1 . 0 − 2 . 0 *EM+S + 1 . 5 *QQ*U( J ) 
A( 4 , JM) = EM − 0 . 5 *S − ( 0 . 2 5 *C− 0 . 5 *QQ) *U( J + 1 ) 
IF (ME . NE . 5 )GOTO 22 

A( 2 , JM) = A( 2 , JM) − 0 . 5 *SA*U( JM) 

A( 3 , JM) = A( 3 , JM) + SA*U( J ) 

A( 4 , JM) = A( 4 , JM) − 0 . 5 *SA*U( J + 1 ) 
22 R( JM) = AA( 1 ) *U( JM) + BB( 1 ) *U( J ) + CC( 1 ) *U( J + 1 ) 

R ( 1 ) = R ( 1 ) − A( 2 , 1 ) *U( 1 ) 
IF (MQ . EQ . 0 )GOTO 24 

R ( 1 ) = R ( 1 ) − A( 1 , 1 ) *U( 1 ) 

R ( 2 ) = R ( 2 ) − A( 1 , 2 ) *U( 1 ) 
! 

!REDUCE A TO TRIDIAGONAL FORM 

! 

DO 23 JM = 3 ,JMAF 

JMM = JM − 1 

DUM = A( 1 , JM) / A( 2 ,JMM) 

A( 2 , JM) = A( 2 , JM) − A( 3 ,JMM) *DUM 
A( 3 , JM) = A( 3 , JM) − A( 4 ,JMM) *DUM 
A( 1 , JM) = 0 . 
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184 
185 
186 
187 
188 
189 
190 

R( JM) = R( JM) − R(JMM) *DUM 
23 CONTINUE 

A( 1 , 1 ) = 0 . 

A( 1 , 2 ) = 0 . 

24 A( 2 , 1 ) = 0 . 

A( 4 , JMAF) = 0 . 
! 

191 CALL BANFAC( A, JMAF, N) 

192 CALL BANSOL( R , UD, A, JMAF, N) 

193 
194 
195 
196 
197 
198 
199 
200 
201 
202 
203 
204 
205 
206 
207 
208 
209 
210 
211 
212 

! 

25 DO 26 J = 2 ,JMAP 

IF (ME . LE .  3 )U( J ) = UD( J ) 

IF (ME . GT .  3 )U( J ) = UD( J − 1 ) 

26 CONTINUE 

27 CONTINUE 

! 

WRITE( 6 , 2 8 ) TIMAX 

28 FORMAT( ’ FINAL SOLUTION , TIM = ’ , F5 . 3 ) 

WRITE( 6 , 1 6 ) (X( J ) , J = 1 ,JMAX) 

WRITE( 6 , 1 7 ) (U( J ) , J = 1 ,JMAX) 

WRITE( 6 , 2 9 ) ( UE( J ) , J = 1 ,JMAX) 

29 FORMAT( ’UE= ’ , 12 F6 . 3 ) 

SUM = 0 . 

DO 30 J = 2 ,JMAP 

30 SUM = SUM + (U( J ) −UE( J ) ) ** 2 

RMS = SQRT(SUM/ ( AMP− 1 ) ) 
WRITE( 6 , 3 1 )RMS 

31 FORMAT( ’RMS ERR = ’ , E12 . 5 ) 

STOP 
213 END PROGRAM BURGERD 

214 !  −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−− 

215 SUBROUTINE EXSH(JMAX, X, U, UE, DX,XMAX, ALPH, TIMAX) 

216 
217 
218 
219 
220 
221 
222 
223 
224 
225 
226 
227 
228 
229 
230 
231 
232 
233 
234 
235 
236 

!  −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−− 

! SETS THE INITIAL U SOLUTION AND FINAL EXACT (UEX) SOLUTION 

! 

 

REAL, DIMENSION ( 0 : 6 5 ) : : U, UE, X 

 

JMAP = JMAX −1 

PI = 3 . 141592654 

XST = −XMAX 

DO 1 J = 1 ,JMAX 

AJ = J − 1 
X( J ) = XST + AJ*DX 

U( J ) = 0 . 

1  UE( J ) = 0 . 

U( 1 ) = 1 . 0 

UE( 1 ) = 1 . 0 

! 

DO 2 J = 2 ,JMAP 

IF (X( J )  . LT .  0 . ) U( J ) = 1 . 0 

IF ( ABS(X( J ) ) . LT . 1 . 0 E− 04 ) U( J ) = 0 . 5 

AJ = X( J ) 



125 

 

 

 

237 
238 
239 
240 
241 
242 
243 ! 

XB = −AJ 

XA = AJ − TIMAX 

PQ = SQRT( 0 . 2 5 * PI ) 
PP = SQRT( PI *TIMAX*ALPH) 

XB = XB*PQ / PP 
XA = XA*PQ / PP 

244 
245 
246 
247 
248 
249 
250 
251 
252 
253 
254 
255 
256 
257 
258 
259 
260 

! ERFC CALCULATE THE COMPLEMENTARY ERROR FUNCTION 

! 

CALL ERFC(XA, EXA) 

CALL ERFC( XB, EXB) 

! 

SUMA = PP*EXA 

SUMB = PP*EXB 
DUM = 0 . 5 * ( AJ − 0 . 5 *TIMAX) / ALPH 
IF (DUM . GT . 2 0 . ) DUM = 2 0 . 

IF (DUM . LT . − 20 . ) DUM = −20. 

SUMC = EXP(DUM) 

UE( J ) = SUMA/ ( SUMA + SUMC*SUMB) 
2  CONTINUE 

RETURN 

END 

 
! −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−− 

261 SUBROUTINE ERFC( X, ERC) 

262 
263 
264 
265 
266 
267 
268 
269 
270 
271 
272 
273 

274 
275 
276 
277 
278 
279 

! −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−− 

!COMPLEMENTARY ERROR FUNCTION 

! 

! REAL, DIMENSION ( 0 : 6 5 ) : : X 

 

B = ABS(X) 

IF ( B . LT . 4 ) GOTO 1 

D = 1 . 0 

GOTO 2 

1 C = EXP( −B*B) 

T = 1 . / ( 1 . + 0 . 3275911 *B) 

D = 0 . 254829592 *T − 0 . 284496736 *T*T + 1 . 421413741 *T*T*T 
+ 1 − 1 . 4531520227 *T*T*T*T + 1 . 061405429 *T*T*T*T*T 

D = 1 . − D*C 
2 IF (X . LT .  0 . ) D = −D 

D = 1 . − D 

RETURN 

END 
! −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−− 

280 SUBROUTINE BANFAC( A, JMAF, N) 

281 ! −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−− 

282 ! FACTORES BAND MATRIX ARISING FROM LINEAR OR QUATRIC ! ELEMENTS 

INTRO L . U 
283 ! 

284 REAL, DIMENSION ( 0 : 5 , 0 : 6 5 ) : : A 

285 
286 IF ( INT . EQ . 2 ) GOTO 2 

287 
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297 
298 
299 
300 
301 
302 
303 
304 
305 
306 
307 
308 
309 
310 
311 
312 
313 
314 
315 
316 
317 
318 
319 
320 
321 
322 
323 
324 
325 
326 
327 
328 
329 
330 
331 
332 
333 

1  CONTINUE 

RETURN 

! 

! INT = 2 , QUADRATIC ELEMENTS = PENTADIAGONAL SYSTEM 

!ASSUMES FRIST EQUATIONS FORMES AT NIDSIDE NODE 

! 

2 NH = N/ 2 

DO 5 I = 1 , 2 

JS = 3 − I 

DO 4 J = JS , NH 

JA = 2 * ( J − 1 ) 

IF ( I . EQ . 2 ) GOTO 3 

! 

! I = 1 , FRIST PASS , REDUCE TO TRIDIAGONAL 

! 

JB = JA + 2 

A( 1 , JB ) = A( 1 , JB ) / A( 2 , JB − 1 ) 

A( 2 , JB ) = A( 2 , JB ) − A( 1 , JB ) *A( 3 , JB − 1 ) 
A( 3 , JB ) = A( 3 , JB ) − A( 1 , JB ) *A( 4 , JB − 1 ) 
GOTO 4 

! 

! I = 2 , SECOND PASS , REDUCE TO UPPER TRIANGULAR 

! 

3 JB = JA + 3 

A( 2 , JB − 1 ) = A( 2 , JB − 1 ) / A( 3 , JB − 2 ) 

A( 3 , JB − 1 ) = A( 3 , JB − 1 ) − A( 2 , JB − 1 ) *A( 4 , JB − 2 ) 

IF ( JB . GT . N) GOTO 4 

A( 2 , JB ) = A( 2 , JB ) / A( 3 , JB − 1 ) 

A( 3 , JB ) = A( 3 , JB ) − A( 2 , JB ) *A( 4 , JB − 1 ) 

A( 4 , JB ) = A( 4 , JB ) − A( 2 , JB ) *A( 5 , JB − 1 ) 
4 CONTINUE 

5 CONTINUE 

RETURN 

END 

 

 
! −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−− 

334 SUBROUTINE BANSOL( R , UD, A, JMAF, N) 

335 ! −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−− 

336 ! USE L . U FACTORIZATION TO SOLVE FOR U, GIVEN R 

337 ! 

338 REAL, DIMENSION ( 0 : 6 5 ) : : R , UD 

339 REAL, DIMENSION ( 0 : 5 , 0 : 6 5 ) : : A 

340 

  

 
288 

 

 
! 

289 ! INT = 1 , LINEAR ELEMENTOS = TRIDIAGONAL SYSTEM 

290 ! 

291  

292 NP = N−1 

293 DO 1 J = 1 , NP 

294 JP = J +1 

295 A( 2 , JP ) = A( 2 , JP ) / A( 3 , JP ) 

296 A( 3 , JP ) = A( 3 , JP ) − A( 2 , JP ) *A( 4 , J ) 
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341 
342 
343 
344 
345 
346 
347 
348 
349 
350 
351 
352 
353 
354 
355 
356 
357 
358 
359 
360 
361 
362 
363 
364 
365 
366 
367 
368 
369 
370 
371 
372 
373 
374 
375 
376 
377 
378 
379 
380 
381 
382 
383 
384 
385 

IF ( INT . EQ . 2 ) GOTO 3 

 

! 

! INT = 1 , TRIDIAGONAL SYSTEM 

! 

 

NP = N − 1 

DO 1 J = 1 , NP 

JP = J + 1 

1  R( JP ) = R( JP ) − A( 2 , JP ) *R( J ) 
UD(N) = R(N) / A( 3 ,N) 

DO 2 J = 1 , NP 

JA = N − J 

UD( JA ) = ( R( JA ) − A( 4 , JA ) *UD( JA + 1 ) ) / A( 3 , JA ) 
2 CONTINUE 

RETURN 

! 

 

! INT = 2 , PENTADIAGONAL SYSTEM 

!ASSUMES FIRST EQUATION FORMED AT MIDSIDE NODE 

! SET IBC = 0 IF LAST EQUATION FORMED AT MIDSIDE NODE 

! SET IBC = 1 IF LAST EQUATION FORMED AT CORNER NODE 

 

3 IBC = 1 

NH = N/ 2 

IF ( 2 *NH . EQ . N) R(N+ 1 ) = 0 . 
IF ( 2 *NH . EQ . N) A( 2 ,N+ 1 ) = 0 . 
DO 6 I = 1 , 2 

DO 5 J = 1 ,NH 

JA = 2 * J 

DO 4 K = 1 , I 

JB = JA − 1+K 

4 R( JB ) = R( JB ) − A( I , JB ) *R( JB − 1 ) 
5 CONTINUE 

6 CONTINUE 

NEM = NH −IBC 

UD(N) = R(N) / A( 3 ,N) 

IF ( IBC . EQ . 1 ) UD( N− 1 ) = ( R( N− 1 ) − A( 4 , N− 1 ) *UD(N) ) / A( 3 , N− 1 ) 
DO 7 J = 1 ,NEM 

JA = N − 2 * J + 1 − IBC 

UD( JA ) = ( R( JA ) − A( 4 , JA − 1 ) *UD( JA + 1 ) ) / A( 3 , JA ) 

UD( JA − 1 ) = ( R( JA − 1 ) − A( 4 , JA − 1 ) *UD( JA ) ) / A( 3 , JA − 1 ) 
7 CONTINUE 

RETURN 

END 
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8.4.1. Código de Gráfica en Octave 

 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 
11 
12 
13 
14 

 
c l e a r 

x= l o a d ( ’X. m’ ) ; %p a r t i c i o n e s EJE X 

t o = l o a d ( ’ T i n i c i a l . m’ ) ; %p a r t i c i o n e s EJE T 

t a p = l o a d ( ’ Taprox . m’ ) 

t e x = l o a d ( ’ T e x a c t . m’ ) 

f i g u r e 

p l o t ( x , to , ’ b−−* ’ ) % CondI=Sol Aprox en t =0 
ho l d on 

p l o t ( x , t ap , ’ r −−o ’ ) % CondI=Sol Aprox en t =0 

ho l d on 

p l o t ( x , t ex , ’ k−− p ’ , ’ Marker Size ’ , 7 ) % CondI=Sol Aprox en t =0 

l e g e n d ( ’T i n i c i a l ’ , ’T aporximada  ’ , ’T e x a c t a ’ ) 

whos 
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