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RESUMEN

La investigación de modelado de un péndulo invertido móvil, usando hardware y 

software libre tuvo como objetivo la construcción de un modelo a escala de un péndulo, 

control de estabilidad, mediante el uso de un algoritmo. Se diseñó y construyó el sistema, 

utilizando como herramienta las ecuaciones del control adaptativo de control PID. filtros de 

kalman. La metodología de la presente investigación es experimental, se usó una de las 

herramientas de la teoría de control del experimento, y se realizó varias pruebas con modelos, 

simulaciones constructivas de la fabricación a escala y simplificación de la estructura y 

sustitución de materiales, se aplicó la técnica de ciencias básicas, y análisis de 

microcontroladores, semiconductores y actuadores, el instrumento de investigación fue el 

software IDE ARDUINO y PROCESSING, Se implementó y simulo el sistema donde se 

aprecia el equilibrio y la estabilidad del péndulo invertido móvil. Se concluye que el diseño 

de un controlador de estabilización lleva el sistema del péndulo invertido móvil a un punto 

de equilibrio, la investigación se centra en el comportamiento del modelado físico del sistema 

dinámico que implica el equilibrio del péndulo invertido móvil, lo que se encuentra dentro 

de la automatización conjuntamente con la robótica y el control, donde se resolvió con una 
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serie de estrategias diferentes de control que actúan dentro de la plataforma real que se usó 

en el entorno de la naturaleza. 

ABSTRACT

The research on the modeling of a mobile inverted pendulum, using free hardware 

and software, had as its objective the construction of a scale model of a pendulum, stability 

control, through the use of an algorithm. The system was designed and built, using the PID 

control adaptive control equations as a tool. Kalman filters. The methodology of the present 

investigation is experimental, the tools of the control theory of the experiment were used, 

and several tests were carried out with models, constructive simulations of the manufacture 

at scale and simplification of the structure and substitution of materials, the technique was 

applied of basic sciences, and analysis of microcontrollers, semiconductors and actuators, the 

research instrument was the IDE ARDUINO and PROCESSING software. The system was 

implemented and simulated where the balance and stability of the mobile inverted pendulum 

is appreciated. It is concluded that the design of a stabilization controller brings the mobile 

inverted pendulum system to a point of equilibrium, the research focuses on the behavior of 

the physical modeling of the dynamic system that implies the equilibrium of the mobile 

inverted pendulum, which is within of automation together with robotics and control, where 

it was solved with different control strategies that act within the real platform and with nature.

PALABRAS CLAVE: Equilibrio, Estabilidad, Hardware, Software, Péndulo invertido 

móvil. 

Keywords: Balance, Stability, Hardware, Software, Mobile inverted pendulum.
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INTRODUCCIÓN 

La atención de investigadores y entusiastas de la robótica en las últimas décadas 

debido a sus características especiales, tales como alto orden, inestabilidad, multivariable, no 

lineal, fuerte acoplamiento y sub-actuación, y en gran parte del rendimiento clave del 

algoritmo de control, como la solidez, la estabilización y la trazabilidad (Meng, Zhang, 

Huang, Li, & Chen, 2009), gran parte del rendimiento clave del algoritmo de control, como 

la solidez, la estabilización y la trazabilidad (Aracil & Gordillo, 2005), la presente 

investigación muestra el modelado de un péndulo invertido móvil, usando hardware y 

software libre, el cual se diseñó e implemento en la Universidad Nacional del Altiplano -

Puno.

El péndulo invertido en carro es un sistema no lineal accionado, con solo una entrada 

de control aplicada al móvil, pero más de dos salidas (posición del móvil y ángulo del 

péndulo), también es un sistema electromecánico el más importante en la rama de control 

debido a que nos muestra la inestabilidad de un cuerpo ante la gravedad y los efectos de esta 

al tratar de ponerlo en equilibrio y el problema que genera la estabilidad (Moreno et al., 

1997). El cual debe ser controlado por un algoritmo, Pero todos estos algoritmos de control 

novedosos necesitan un banco de pruebas repetible para verificar su efectividad, por lo que 

se realizó experimentos diferentes para verificar la fiabilidad del algoritmo de control. Se 

utilizó un microcontrolador para controlar el péndulo invertido, y se diseñó un algoritmo 

robusto aplicado al péndulo invertido para probar resultados en tiempo real (Ipanaqué et al., 

2002). 

La gama de tareas tecnológicas que necesitan estos sistemas de péndulo invertido se 

amplía cada año. Esto resulta en una necesidad creciente de estrategias más avanzadas de 

modelado, identificación y control para estos sistemas, las aplicaciones necesitan una 

descripción suficientemente concisa y precisa de la dinámica de estos sistemas, esto es 

especialmente cierto en aplicaciones de control automático, los modelos dinámicos que 

describen el sistema electromecánico en uso se pueden desarrollar utilizando los principios 

de la física. Sin embargo, los modelos construidos de esta manera pueden ser difíciles de 

derivar en la dinámica del sistema, por sus numerosas aplicaciones en ingeniería, en 

exploración espacial, automatización de fabricación, construcción, minería, aviación, 
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aplicaciones militares de estabilización para un destino, operaciones peligrosas y muchas 

otras áreas.  

La investigación que se realizó fue con el interés de ver el comportamiento del 

modelado físico, del sistema dinámico que implica el equilibrio del péndulo invertido móvil, 

Lo que se encuentra dentro de la automatización conjuntamente con la robótica y el control, 

donde se resolvió con una serie de estrategias diferentes de control que actúan dentro de una 

plataforma real que se usó en el entorno de la naturaleza (Valera et al., 2002).

Según el propósito del estudio es una investigación aplicada, y se caracteriza por 

recoger datos reales, y se obtuvo la información o la obtención de datos y pruebas de control 

del péndulo, y se realizó la correspondiente selección de variables, sin dejar de lado la 

ingeniería del proyecto cuyo resultado permitió obtener el algoritmo de control.

1. INGENIERÍA DEL PROYECTO

El estudio de los efectos y comportamientos que causan las oscilaciones en los 

circuitos.

 Como instrumento se usó un el Software “IDE ARDUINO y PROCESSING.”

 Guía de observación y manual de usuario del Software IDE ARDUINO y 

PROCESSING.

1.1. Etapas para realizar el modelado

Bosquejo general de péndulo invertido móvil usando hardware y software libre.

Figura 3. Bosquejo del péndulo invertido

VEHÍCULO MÓVIL
FUERZA

PENDULO

Fuente: Elaboración propia
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1.1.1. Diseño del controlador 

Como la ejecución del diseño y modelado del sistema se usó los tipos de control PID y LQR, 

para el desarrollo del todo el sistema se realizó un bloque de referencia donde mostraremos 

en la figura 2 de la planta que se desarrolló. 

Figura 4. Diseño de planta

Planta del
Péndulo Motores

Sensor
Giroscopio

e+

-

µ yEntrada
r =0

Sensor
Sincrono

Fuente: Elaboración propia

Donde el sensor (giroscopio mande un valor) ya sea positivo o negativo en función del 

diagrama establecido que a continuación se muestra.

Figura 5. Diagrama de fuerzas del péndulo

Fuente: Elaboración propia

En primer lugar, se mide el valor del sensor del giroscopio, luego se envía una señal 

en la cual es restada con la señal medida dándonos un error, sin embargo, se debe plantear 

un margen en el que el sistema inestable trabaje, el cual se aplica hacia los motores.

F: Fuerza restauradora
que se logra a partir del

torque de las ruedas

Fuerza positivo o
negativo;

se busca el cero (
0 )

+ -
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El modelado se planteó de acuerdo al tipo de controlador (PID, LQR), para la 

elaboración primero se realizó el PID y se alcanza el tiempo con LQR.

Una vez obtenido el modelo matemático, se procedió a simular en Matlab en la 

herramienta simulink en versión estudiantil el programa y processing, con los datos ya 

obtenidos como la función de transferencia general del sistema. El cual se procedió a hallar 

los valores PID óptimos para el control del péndulo invertido móvil usando hardware libre 

Arduino.

Figura 6. Diagrama de función de transferencia del péndulo invertido

Planta del
Péndulo Motores

Sensor
Giroscopio

e+

-

yActuador

Función de transferencia

Fuente: Elaboración propia

1.1.2. Modelado Físico 

Para hallar el momento de inercia de la rueda y el motor, primero se debe tener en 

cuenta la unión de la rueda y el eje del motor, así como se muestra en la figura 5, el eje 

soporta el peso del péndulo en la rueda por lo que el momento de inercia debe ser el eje par 

del momento de fuerzas.
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Figura 7. Vista lateral del péndulo invertido, fuerzas y centro de gravedad
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Fuente: Elaboración propia

 Encontrando el centro de masas

Como el péndulo invertido no es un cuerpo sólido se calculó el centro de gravedad por partes.

Figura 8. Ubicación del centro de gravedad
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Y

X
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38

28
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Fuente: Elaboración propia
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C. G. = (3.5*48+9.5*38+14.5*28+19.25*8)/108

C. G. =9.025 cm

C. G. se encuentra a : 0.090 metros.

L=0.090 m.

 Modelado físico y parámetros físicos 

Para realizar el correcto modelado, se usó los siguientes valores, y son datos obtenidos 

del objeto de estudio, datos reales del entorno físico que rodea y datos de los componentes 

ya sean motores y sensores (Hernandez et al., 2010).

Tabla 1. Parámetros físicos considerados para la investigación

Aceleración de la 
gravedad

g

9.74 m/s2
dato universal 
determinado por 
experimento

9.74 m/s2

Masa de la rueda m 50 gramos 0.50kg

Radio de las ruedas r = 3.5 cm 0.035m

Momento de inercia de las 
ruedas

Jm 2
2 m

2
MR kg

2
2 m

2
MR kg

Masa del cuerpo del 
péndulo

M 810g+100g= 910 g 0.910 kg

Altura del cuerpo del 
péndulo H 208 cm 0.208 m

Distancia del centro de 
masa al eje de las ruedas

L H/2 =104 cm 0.104 m
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Momento de inercia del 
péndulo

JØ
2

2 m
2

ML kg
2

2 m
2

ML kg

Momento de inercia del 
motor DC

J m 5 210  mkg 5 210  mkg

Fuente: Elaboración propia

 Análisis de la rueda

Según la figura 9 no solamente el motor logra controlar la estabilidad y posición de 

ubicación del péndulo, por lo cual definimos los siguientes parámetros:

Figura 9. Análisis de la rueda del péndulo

w
Momento de Inercia

F Rotacional

W: velocidad angular

Jm
(x,y,z)

(x0,y0,z0)

Jm=W/T
m

Fuente: Elaboración propia

m<< M; masa del motor es mucho menor que la masa del cuerpo del péndulo. Esto se debe 

a que .F m aF m aF m aF m a , (Serway & Jewet Jr, 2009) y que esta fuerza es igual a .RotacionalF m wF m wF m w porque 

realizan el mismo trabajo (Serway, 1997b).

 Relación de altura

El radio de la rueda (r) es mucho mayor para que el sistema sea más estable:

r >> Sistema estable
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para poder determinar la relación exacta del sistema de péndulo invertido es necesario 

hacer el diagrama de cuerpo libre (DCL) de la rueda y del cuerpo del péndulo trazando un 

eje imaginario la cual nos servirá como referencia para obtener los cálculos correspondientes. 

Figura 10. Relación altura del péndulo (H) y radio de la rueda (r)

m Jm

Radio

Alt
ura

del
pen

dul
o

H

Fuente: Elaboración propia

A medida que  4*r ≅ H; el piso del centro de gravedad se obtiene en condiciones de 

equilibrio; para hallar el margen de operación del sistema.

 Análisis eléctrico del motor

Para realizar el sistema eléctrico tenemos que descomponer el motor en sus funciones 

básicas elementales (Kuo, 1996).

Figura 11. Diagrama eléctrico, Diagrama bloques del motor.
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Motor

a = w

R

ia

L

motor Caja
Reductora

Fuente: Elaboración propia

ϴ

m Radio

Ø
90



488
La Investigación Académica desde una Visión Internacional

ISBN: 978-958-53770-9-7 DOI: https://doi.org/10.34893/9v73-ec21

1(t) (t)                :  de torquet a tT k i k cte 

1(t) (t)                :  de velocidada aT k k cte (t) (t)                :  de velocidadT k k cte(t) (t)                :  de velocidad(t) (t)                :  de velocidadT k k cte(t) (t)                :  de velocidad(t) (t)                :  de velocidadT k k cte(t) (t)                :  de velocidad

Donde:

Vi Voltaje de entrada

Io Corriente de entrada

Ra Resistencia equivalente

La Inductancia equivalente

a (t) Voltaje contra electromotriz

B(t) Coeficiente de fricción 

T1(t) Torque de salida

Q1(t) Posición del eje del motor

a1(t) Aceleración del motor

 Modelado del motor

Se procedió a evaluar las ecuaciones básicas del motor (Kuo, 1996).

1
(t)(t) (t) (t)a a

L iV R i e
t


   


(t)(t) (t) (t)(t)(t) (t) (t)(t)L i(t) (t) (t)L i(t) (t) (t)(t) (t) (t)V R i e(t) (t) (t)(t)(t) (t) (t)(t)V R i e(t)(t) (t) (t)(t)(t) (t) (t)L i(t) (t) (t)V R i e(t) (t) (t)L i(t) (t) (t)L iL i(t) (t) (t)L i(t) (t) (t)(t) (t) (t)L i(t) (t) (t)(t) (t) (t)V R i e(t) (t) (t)(t) (t) (t)V R i e(t) (t) (t)(t) (t) (t)L i(t) (t) (t)V R i e(t) (t) (t)L i(t) (t) (t)(t) (t) (t)L i(t) (t) (t)V R i e(t) (t) (t)L i(t) (t) (t)(t) (t) (t)V R i e(t) (t) (t)   (t) (t) (t)V R i e(t) (t) (t)(t)(t) (t) (t)(t)V R i e(t)(t) (t) (t)(t)
   

(t)(t) (t) (t)(t)V R i e(t)(t) (t) (t)(t)

1
(t)(t) (t) (t)a a

L iV R i e
t


   


(t)(t) (t) (t)(t)(t) (t) (t)(t)L i(t) (t) (t)L i(t) (t) (t)(t) (t) (t)V R i e(t) (t) (t)(t)(t) (t) (t)(t)V R i e(t)(t) (t) (t)(t)(t) (t) (t)L i(t) (t) (t)V R i e(t) (t) (t)L i(t) (t) (t)L iL i(t) (t) (t)L i(t) (t) (t)(t) (t) (t)L i(t) (t) (t)(t) (t) (t)V R i e(t) (t) (t)(t) (t) (t)V R i e(t) (t) (t)(t) (t) (t)L i(t) (t) (t)V R i e(t) (t) (t)L i(t) (t) (t)(t) (t) (t)L i(t) (t) (t)V R i e(t) (t) (t)L i(t) (t) (t)(t) (t) (t)V R i e(t) (t) (t)   (t) (t) (t)V R i e(t) (t) (t)(t)(t) (t) (t)(t)V R i e(t)(t) (t) (t)(t)
   

(t)(t) (t) (t)(t)V R i e(t)(t) (t) (t)(t)

1(s) (s) (s) (t) (s) (s) ............(I)   a aL V R I L I K    (s) (s) (s) (t) (s) (s) ............(I)   a a(s) (s) (s) (t) (s) (s) ............(I)   a a(s) (s) (s) (t) (s) (s) ............(I)   (s) (s) (s) (t) (s) (s) ............(I)   L V R I L I K(s) (s) (s) (t) (s) (s) ............(I)   (s) (s) (s) (t) (s) (s) ............(I)   a a(s) (s) (s) (t) (s) (s) ............(I)   L V R I L I K(s) (s) (s) (t) (s) (s) ............(I)   a a(s) (s) (s) (t) (s) (s) ............(I)   (s) (s) (s) (t) (s) (s) ............(I)   (s) (s) (s) (t) (s) (s) ............(I)   (s) (s) (s) (t) (s) (s) ............(I)   L V R I L I K(s) (s) (s) (t) (s) (s) ............(I)      (s) (s) (s) (t) (s) (s) ............(I)   L V R I L I K(s) (s) (s) (t) (s) (s) ............(I)   

 Modelado del sistema

Para modelar todo el sistema se recurrió a física elemental, donde el péndulo simple 

está definido por 0T r f T r fT r fT r f T r fT r fT r f (Serway & Jewet Jr, 2009), donde :

0TT Momento de Inercia
rr Radio del vector
ff Fuerza que se aplica

Como el sistema no es lineal; el uso de la fórmula anterior no se podría usar. Por lo 

que se usa la aproximación, para luego comparar, entonces definimos:
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Donde:

En cuanto a las ruedas, se analiza el diagrama del actuador con respecto a los ejes de 

las ruedas.

Figura 12. Diagrama del actuador con respecto a los ejes de las ruedas

Señal del actuador
(xi , yi)

(xd , yd)

Rueda izquierda

Rueda derecha

Fuente: Elaboración propia

La señal de péndulo se puede manipular por separado, si analizamos ambas ruedas 

para que sea más sencillo se analiza en un plano (x,y). y no en (x,y,z).

Figura 13. Diagrama del péndulo en el plano XY

x

y

z

Fuente: Elaboración propia

θ Ángulo de rotación de las ruedas

Ø Ángulo de inclinación
(xi , yi) Posición de la rueda izquierda 
(xd , yd) Posición de la rueda derecha
(xM , yM) Posición de la rueda con respecto al péndulo
(xm , ym) Posición de la rueda con respecto a la rueda
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Por lo tanto, posición de la rueda izquierda y derecha son igual a:

d i mx x x R  

d i my y y R  

Por posición:

 xMX Eje

M mX x L Sen X x L SenX x L SenX x L Sen

M mY y L Cos Y y L CosY y L CosY y L Cos

Pero:

( , ) ( , )M M m mX Y x L Sen y L Cos   ( , ) ( , )( , ) ( , )X Y x L Sen y L Cos( , ) ( , )M M m mX Y x L Sen y L CosM M m m( , ) ( , )M M m m( , ) ( , )X Y x L Sen y L Cos( , ) ( , )M M m m( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )X Y x L Sen y L Cos X Y x L Sen y L Cos( , ) ( , )X Y x L Sen y L Cos( , ) ( , ) ( , ) ( , )X Y x L Sen y L Cos( , ) ( , )M M m mX Y x L Sen y L CosM M m m M M m mX Y x L Sen y L CosM M m m( , ) ( , )M M m m( , ) ( , )X Y x L Sen y L Cos( , ) ( , )M M m m( , ) ( , ) ( , ) ( , )M M m m( , ) ( , )X Y x L Sen y L Cos( , ) ( , )M M m m( , ) ( , )( , ) ( , )X Y x L Sen y L Cos( , ) ( , )  ( , ) ( , )X Y x L Sen y L Cos( , ) ( , )( , ) ( , )M M m m( , ) ( , )X Y x L Sen y L Cos( , ) ( , )M M m m( , ) ( , )  ( , ) ( , )M M m m( , ) ( , )X Y x L Sen y L Cos( , ) ( , )M M m m( , ) ( , )( , ) ( , )X Y x L Sen y L Cos( , ) ( , ) ( , ) ( , )X Y x L Sen y L Cos( , ) ( , )  ( , ) ( , )X Y x L Sen y L Cos( , ) ( , ) ( , ) ( , )X Y x L Sen y L Cos( , ) ( , )( , ) ( , )M M m m( , ) ( , )X Y x L Sen y L Cos( , ) ( , )M M m m( , ) ( , ) ( , ) ( , )M M m m( , ) ( , )X Y x L Sen y L Cos( , ) ( , )M M m m( , ) ( , )  ( , ) ( , )M M m m( , ) ( , )X Y x L Sen y L Cos( , ) ( , )M M m m( , ) ( , ) ( , ) ( , )M M m m( , ) ( , )X Y x L Sen y L Cos( , ) ( , )M M m m( , ) ( , )

( , ) ( , )M MX Y R L Sen R L Cos   ( , ) ( , )  ( , ) ( , )  ( , ) ( , )( , ) ( , )X Y R L Sen R L Cos( , ) ( , )  ( , ) ( , )X Y R L Sen R L Cos( , ) ( , )

Por conservación de la energía, y sabemos que 
21

2cineticaE m v 2E m v
, por (Alonso & Finn, 2000), 

donde m es la masa y v es la velocidad y la expresión d i mx x x R   , que debe acotarse:

    ix velocidad de la rueda izquierdax velocidad de la rueda izquierdaix velocidad de la rueda izquierdaix velocidad de la rueda izquierdax velocidad de la rueda izquierda

    ix aceleracion de la rueda izquierdax aceleracion de la rueda izquierdaix aceleracion de la rueda izquierdaix aceleracion de la rueda izquierdax aceleracion de la rueda izquierda

Llamaremos a T1 la energía cinética trasnacional total entonces: (Serway & Jewet Jr, 2009)

2 2 2 2
1

1 1 1 1
2 2 2 2i d M MT m x m x M y M y   2 2 2 21 1 1 12 2 2 21 1 1 12 2 2 21 1 1 1

i d M MT m x m x M y M y1 1 1 1T m x m x M y M y1 1 1 1T m x m x M y M y
2 2 2 2

T m x m x M y M y
2 2 2 2i d M MT m x m x M y M yi d M M2 2 2 2i d M M2 2 2 2

T m x m x M y M y
2 2 2 2i d M M2 2 2 2

T m x m x M y M y   T m x m x M y M y2 2 2 21 1 1 12 2 2 21 1 1 12 2 2 2
i d M MT m x m x M y M yT m x m x M y M y2 2 2 2T m x m x M y M y2 2 2 21 1 1 1T m x m x M y M y1 1 1 12 2 2 21 1 1 12 2 2 2T m x m x M y M y2 2 2 21 1 1 12 2 2 2T m x m x M y M y

2 2 2 2
T m x m x M y M y

2 2 2 2i d M MT m x m x M y M yi d M M2 2 2 2i d M M2 2 2 2
T m x m x M y M y

2 2 2 2i d M M2 2 2 2
T m x m x M y M y   T m x m x M y M yT m x m x M y M y   T m x m x M y M yT m x m x M y M y   T m x m x M y M y2 2 2 2T m x m x M y M y2 2 2 2   2 2 2 2T m x m x M y M y2 2 2 2

i d M MT m x m x M y M yi d M M   i d M MT m x m x M y M yi d M M

2 2 2 2
1

1 1 1 1( ( )) ( ( ))
2 2 2 2

T R R M R L Sen M R L Cos          
1 1 1 12 2 2 21 1 1 12 2 2 21 1 1 1    1 1 1 1

      
1 1 1 1    1 1 1 12 2 2 21 1 1 12 2 2 2    2 2 2 21 1 1 12 2 2 2      2 2 2 21 1 1 12 2 2 2    2 2 2 21 1 1 12 2 2 2T R R M R L Sen M R L Cos    T R R M R L Sen M R L Cos      T R R M R L Sen M R L Cos    T R R M R L Sen M R L CosT R R M R L Sen M R L Cos    T R R M R L Sen M R L Cos      T R R M R L Sen M R L Cos    T R R M R L Sen M R L CosT R R M R L Sen M R L Cos    T R R M R L Sen M R L Cos      T R R M R L Sen M R L Cos    T R R M R L Sen M R L Cos2 2 2 2T R R M R L Sen M R L Cos2 2 2 2    2 2 2 2T R R M R L Sen M R L Cos2 2 2 2      2 2 2 2T R R M R L Sen M R L Cos2 2 2 2    2 2 2 2T R R M R L Sen M R L Cos2 2 2 21 1 1 1T R R M R L Sen M R L Cos1 1 1 1    1 1 1 1T R R M R L Sen M R L Cos1 1 1 1

      
1 1 1 1T R R M R L Sen M R L Cos1 1 1 1    1 1 1 1T R R M R L Sen M R L Cos1 1 1 12 2 2 21 1 1 12 2 2 2T R R M R L Sen M R L Cos2 2 2 21 1 1 12 2 2 2    2 2 2 21 1 1 12 2 2 2T R R M R L Sen M R L Cos2 2 2 21 1 1 12 2 2 2      2 2 2 21 1 1 12 2 2 2T R R M R L Sen M R L Cos2 2 2 21 1 1 12 2 2 2    2 2 2 21 1 1 12 2 2 2T R R M R L Sen M R L Cos2 2 2 21 1 1 12 2 2 22 2 2 22 2 2 21 1 1 12 2 2 2( ( )) ( ( ))2 2 2 2( ( )) ( ( ))2 2 2 2    ( ( )) ( ( ))    ( ( )) ( ( ))2 2 2 2( ( )) ( ( ))2 2 2 2    2 2 2 2( ( )) ( ( ))2 2 2 2

2 2 2 2
    

2 2 2 2
( ( )) ( ( ))

2 2 2 2
( ( )) ( ( ))    ( ( )) ( ( ))

2 2 2 2
( ( )) ( ( ))( ( )) ( ( ))T R R M R L Sen M R L Cos( ( )) ( ( ))    ( ( )) ( ( ))T R R M R L Sen M R L Cos( ( )) ( ( ))2 2 2 2( ( )) ( ( ))2 2 2 2T R R M R L Sen M R L Cos2 2 2 2( ( )) ( ( ))2 2 2 2    2 2 2 2( ( )) ( ( ))2 2 2 2T R R M R L Sen M R L Cos2 2 2 2( ( )) ( ( ))2 2 2 22 2 2 2( ( )) ( ( ))2 2 2 2    2 2 2 2( ( )) ( ( ))2 2 2 2      2 2 2 2( ( )) ( ( ))2 2 2 2    2 2 2 2( ( )) ( ( ))2 2 2 22 2 2 21 1 1 12 2 2 2( ( )) ( ( ))2 2 2 21 1 1 12 2 2 2    2 2 2 21 1 1 12 2 2 2( ( )) ( ( ))2 2 2 21 1 1 12 2 2 2      2 2 2 21 1 1 12 2 2 2( ( )) ( ( ))2 2 2 21 1 1 12 2 2 2    2 2 2 21 1 1 12 2 2 2( ( )) ( ( ))2 2 2 21 1 1 12 2 2 2T R R M R L Sen M R L Cos    T R R M R L Sen M R L Cos      T R R M R L Sen M R L Cos    T R R M R L Sen M R L Cos( ( )) ( ( ))T R R M R L Sen M R L Cos( ( )) ( ( ))    ( ( )) ( ( ))T R R M R L Sen M R L Cos( ( )) ( ( ))      ( ( )) ( ( ))T R R M R L Sen M R L Cos( ( )) ( ( ))    ( ( )) ( ( ))T R R M R L Sen M R L Cos( ( )) ( ( ))( ( )) ( ( ))T R R M R L Sen M R L Cos( ( )) ( ( ))    ( ( )) ( ( ))T R R M R L Sen M R L Cos( ( )) ( ( ))      ( ( )) ( ( ))T R R M R L Sen M R L Cos( ( )) ( ( ))    ( ( )) ( ( ))T R R M R L Sen M R L Cos( ( )) ( ( ))2 2 2 2( ( )) ( ( ))2 2 2 2T R R M R L Sen M R L Cos2 2 2 2( ( )) ( ( ))2 2 2 2    2 2 2 2( ( )) ( ( ))2 2 2 2T R R M R L Sen M R L Cos2 2 2 2( ( )) ( ( ))2 2 2 2      2 2 2 2( ( )) ( ( ))2 2 2 2T R R M R L Sen M R L Cos2 2 2 2( ( )) ( ( ))2 2 2 2    2 2 2 2( ( )) ( ( ))2 2 2 2T R R M R L Sen M R L Cos2 2 2 2( ( )) ( ( ))2 2 2 22 2 2 21 1 1 12 2 2 2( ( )) ( ( ))2 2 2 21 1 1 12 2 2 2T R R M R L Sen M R L Cos2 2 2 21 1 1 12 2 2 2( ( )) ( ( ))2 2 2 21 1 1 12 2 2 2    2 2 2 21 1 1 12 2 2 2( ( )) ( ( ))2 2 2 21 1 1 12 2 2 2T R R M R L Sen M R L Cos2 2 2 21 1 1 12 2 2 2( ( )) ( ( ))2 2 2 21 1 1 12 2 2 2      2 2 2 21 1 1 12 2 2 2( ( )) ( ( ))2 2 2 21 1 1 12 2 2 2T R R M R L Sen M R L Cos2 2 2 21 1 1 12 2 2 2( ( )) ( ( ))2 2 2 21 1 1 12 2 2 2    2 2 2 21 1 1 12 2 2 2( ( )) ( ( ))2 2 2 21 1 1 12 2 2 2T R R M R L Sen M R L Cos2 2 2 21 1 1 12 2 2 2( ( )) ( ( ))2 2 2 21 1 1 12 2 2 22 2 2 21 1 1 12 2 2 22 2 2 21 1 1 12 2 2 2    2 2 2 21 1 1 12 2 2 2      2 2 2 21 1 1 12 2 2 2    2 2 2 21 1 1 12 2 2 22 2 2 21 1 1 12 2 2 2( ( )) ( ( ))2 2 2 21 1 1 12 2 2 2    2 2 2 21 1 1 12 2 2 2( ( )) ( ( ))2 2 2 21 1 1 12 2 2 2      2 2 2 21 1 1 12 2 2 2( ( )) ( ( ))2 2 2 21 1 1 12 2 2 2    2 2 2 21 1 1 12 2 2 2( ( )) ( ( ))2 2 2 21 1 1 12 2 2 2T R R M R L Sen M R L Cos    T R R M R L Sen M R L Cos      T R R M R L Sen M R L Cos    T R R M R L Sen M R L Cos2 2 2 2T R R M R L Sen M R L Cos2 2 2 2    2 2 2 2T R R M R L Sen M R L Cos2 2 2 2      2 2 2 2T R R M R L Sen M R L Cos2 2 2 2    2 2 2 2T R R M R L Sen M R L Cos2 2 2 22 2 2 21 1 1 12 2 2 2T R R M R L Sen M R L Cos2 2 2 21 1 1 12 2 2 2    2 2 2 21 1 1 12 2 2 2T R R M R L Sen M R L Cos2 2 2 21 1 1 12 2 2 2      2 2 2 21 1 1 12 2 2 2T R R M R L Sen M R L Cos2 2 2 21 1 1 12 2 2 2    2 2 2 21 1 1 12 2 2 2T R R M R L Sen M R L Cos2 2 2 21 1 1 12 2 2 2( ( )) ( ( ))T R R M R L Sen M R L Cos( ( )) ( ( ))    ( ( )) ( ( ))T R R M R L Sen M R L Cos( ( )) ( ( ))      ( ( )) ( ( ))T R R M R L Sen M R L Cos( ( )) ( ( ))    ( ( )) ( ( ))T R R M R L Sen M R L Cos( ( )) ( ( ))2 2 2 2( ( )) ( ( ))2 2 2 2T R R M R L Sen M R L Cos2 2 2 2( ( )) ( ( ))2 2 2 2    2 2 2 2( ( )) ( ( ))2 2 2 2T R R M R L Sen M R L Cos2 2 2 2( ( )) ( ( ))2 2 2 2      2 2 2 2( ( )) ( ( ))2 2 2 2T R R M R L Sen M R L Cos2 2 2 2( ( )) ( ( ))2 2 2 2    2 2 2 2( ( )) ( ( ))2 2 2 2T R R M R L Sen M R L Cos2 2 2 2( ( )) ( ( ))2 2 2 22 2 2 21 1 1 12 2 2 2( ( )) ( ( ))2 2 2 21 1 1 12 2 2 2T R R M R L Sen M R L Cos2 2 2 21 1 1 12 2 2 2( ( )) ( ( ))2 2 2 21 1 1 12 2 2 2    2 2 2 21 1 1 12 2 2 2( ( )) ( ( ))2 2 2 21 1 1 12 2 2 2T R R M R L Sen M R L Cos2 2 2 21 1 1 12 2 2 2( ( )) ( ( ))2 2 2 21 1 1 12 2 2 2      2 2 2 21 1 1 12 2 2 2( ( )) ( ( ))2 2 2 21 1 1 12 2 2 2T R R M R L Sen M R L Cos2 2 2 21 1 1 12 2 2 2( ( )) ( ( ))2 2 2 21 1 1 12 2 2 2    2 2 2 21 1 1 12 2 2 2( ( )) ( ( ))2 2 2 21 1 1 12 2 2 2T R R M R L Sen M R L Cos2 2 2 21 1 1 12 2 2 2( ( )) ( ( ))2 2 2 21 1 1 12 2 2 2

2 2 2 2
1

1 1 1 1( cos ) ( ( ))
2 2 2 2

T R R M R L M R L Sen           2 2 2 21 1 1 12 2 2 21 1 1 12 2 2 21 1 1 1      1 1 1 12 2 2 21 1 1 12 2 2 2      2 2 2 21 1 1 12 2 2 2T R R M R L M R L Sen      T R R M R L M R L Sen2 2 2 2T R R M R L M R L Sen2 2 2 2      2 2 2 2T R R M R L M R L Sen2 2 2 21 1 1 1T R R M R L M R L Sen1 1 1 1      1 1 1 1T R R M R L M R L Sen1 1 1 12 2 2 21 1 1 12 2 2 2T R R M R L M R L Sen2 2 2 21 1 1 12 2 2 2      2 2 2 21 1 1 12 2 2 2T R R M R L M R L Sen2 2 2 21 1 1 12 2 2 2T R R M R L M R L Sen      T R R M R L M R L Sen     T R R M R L M R L Sen      T R R M R L M R L SenT R R M R L M R L Sen      T R R M R L M R L Sen     T R R M R L M R L Sen      T R R M R L M R L SenT R R M R L M R L Sen      T R R M R L M R L Sen     T R R M R L M R L Sen      T R R M R L M R L Sen2 2 2 2T R R M R L M R L Sen2 2 2 2      2 2 2 2T R R M R L M R L Sen2 2 2 2     2 2 2 2T R R M R L M R L Sen2 2 2 2      2 2 2 2T R R M R L M R L Sen2 2 2 2( cos ) ( ( ))      ( cos ) ( ( ))      ( cos ) ( ( ))
2 2 2 2

      
2 2 2 2

( cos ) ( ( ))
2 2 2 2

( cos ) ( ( ))      ( cos ) ( ( ))
2 2 2 2

( cos ) ( ( ))T R R M R L M R L Sen      T R R M R L M R L Sen( cos ) ( ( ))T R R M R L M R L Sen( cos ) ( ( ))      ( cos ) ( ( ))T R R M R L M R L Sen( cos ) ( ( ))T R R M R L M R L Sen      T R R M R L M R L Sen     T R R M R L M R L Sen      T R R M R L M R L Sen( cos ) ( ( ))T R R M R L M R L Sen( cos ) ( ( ))      ( cos ) ( ( ))T R R M R L M R L Sen( cos ) ( ( ))     ( cos ) ( ( ))T R R M R L M R L Sen( cos ) ( ( ))      ( cos ) ( ( ))T R R M R L M R L Sen( cos ) ( ( ))2 2 2 22 2 2 21 1 1 12 2 2 2( cos ) ( ( ))2 2 2 2( cos ) ( ( ))2 2 2 22 2 2 21 1 1 12 2 2 2      2 2 2 21 1 1 12 2 2 2( cos ) ( ( ))      ( cos ) ( ( ))2 2 2 2( cos ) ( ( ))2 2 2 2      2 2 2 2( cos ) ( ( ))2 2 2 22 2 2 21 1 1 12 2 2 2( cos ) ( ( ))2 2 2 21 1 1 12 2 2 2      2 2 2 21 1 1 12 2 2 2( cos ) ( ( ))2 2 2 21 1 1 12 2 2 22 2 2 2T R R M R L M R L Sen2 2 2 2      2 2 2 2T R R M R L M R L Sen2 2 2 22 2 2 21 1 1 12 2 2 2T R R M R L M R L Sen2 2 2 21 1 1 12 2 2 2      2 2 2 21 1 1 12 2 2 2T R R M R L M R L Sen2 2 2 21 1 1 12 2 2 2( cos ) ( ( ))T R R M R L M R L Sen( cos ) ( ( ))      ( cos ) ( ( ))T R R M R L M R L Sen( cos ) ( ( ))2 2 2 2( cos ) ( ( ))2 2 2 2T R R M R L M R L Sen2 2 2 2( cos ) ( ( ))2 2 2 2      2 2 2 2( cos ) ( ( ))2 2 2 2T R R M R L M R L Sen2 2 2 2( cos ) ( ( ))2 2 2 22 2 2 21 1 1 12 2 2 2( cos ) ( ( ))2 2 2 21 1 1 12 2 2 2T R R M R L M R L Sen2 2 2 21 1 1 12 2 2 2( cos ) ( ( ))2 2 2 21 1 1 12 2 2 2      2 2 2 21 1 1 12 2 2 2( cos ) ( ( ))2 2 2 21 1 1 12 2 2 2T R R M R L M R L Sen2 2 2 21 1 1 12 2 2 2( cos ) ( ( ))2 2 2 21 1 1 12 2 2 2T R R M R L M R L Sen      T R R M R L M R L Sen     T R R M R L M R L Sen      T R R M R L M R L Sen2 2 2 2T R R M R L M R L Sen2 2 2 2      2 2 2 2T R R M R L M R L Sen2 2 2 2     2 2 2 2T R R M R L M R L Sen2 2 2 2      2 2 2 2T R R M R L M R L Sen2 2 2 2( cos ) ( ( ))T R R M R L M R L Sen( cos ) ( ( ))      ( cos ) ( ( ))T R R M R L M R L Sen( cos ) ( ( ))     ( cos ) ( ( ))T R R M R L M R L Sen( cos ) ( ( ))      ( cos ) ( ( ))T R R M R L M R L Sen( cos ) ( ( ))( cos ) ( ( ))T R R M R L M R L Sen( cos ) ( ( ))      ( cos ) ( ( ))T R R M R L M R L Sen( cos ) ( ( ))     ( cos ) ( ( ))T R R M R L M R L Sen( cos ) ( ( ))      ( cos ) ( ( ))T R R M R L M R L Sen( cos ) ( ( ))2 2 2 2( cos ) ( ( ))2 2 2 2T R R M R L M R L Sen2 2 2 2( cos ) ( ( ))2 2 2 2      2 2 2 2( cos ) ( ( ))2 2 2 2T R R M R L M R L Sen2 2 2 2( cos ) ( ( ))2 2 2 2     2 2 2 2( cos ) ( ( ))2 2 2 2T R R M R L M R L Sen2 2 2 2( cos ) ( ( ))2 2 2 2      2 2 2 2( cos ) ( ( ))2 2 2 2T R R M R L M R L Sen2 2 2 2( cos ) ( ( ))2 2 2 2

Fijamos que todo está en función de nuestras variables (θ, Ø)

Una vez encontrado la energía cinética trasnacional total, se encuentra la energía 

rotacional para la cual, se obtiene del siguiente diagrama. 

Figura 14. DCL del péndulo para el momento
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Momento de inercia

Ƭo

fc

→
r

ϴ

Ø

F gravedad

Momento

Fuente: Elaboración propia

Encontrando el momento con la regla de la mano derecha, se observa la magnitud del 

vector rr conocido como L y considerando el centro de gravedad del cuerpo del péndulo 

ejerce una fuerza de gravedad, la cual es la única que actúa en el DCL, utilizando la regla de 

la mano derecha para poder determinar el momento y su dirección.

Si aplicamos la segunda ley de newton F w mF w mF w mF w mF w mF w mF w m (Alonso & Finn, 1998),y que la 

fuerza es igual momento 0F F   y  w rw r   entonces:

0 r m  r m r mr m

El momento será:

ruedas pénduloM ( masa masa )   

Se plantea para la rueda, como sabemos F m aF m aF m aF m aF m aF m a también se puede decir que la 

fuerza de la rueda es mJ , la aceleración de la rueda es representado por  , además m se 

considera la masa de la rueda:

m ruedaJ m  

Recordar que la energía cinética rotacional es 
21

2cineticaE m v 2E m v
por lo que podemos 

expresar la energía cinética rotacional total como T2:

2 2 2 2
2

1 1 1 1
2 2 2 2m m MT J J J M y     2 2 2 21 1 1 12 2 2 21 1 1 12 2 2 22 2 2 2

m m Mm m MT J J J M ym m M2 2 2 2m m M2 2 2 2
T J J J M y

2 2 2 2m m M2 2 2 2
1 1 1 1T J J J M y1 1 1 1T J J J M y1 1 1 1

m m MT J J J M ym m M2 2 2 2m m M2 2 2 2
T J J J M y

2 2 2 2m m M2 2 2 2
1 1 1 1  1 1 1 1T J J J M y  T J J J M y1 1 1 1T J J J M y1 1 1 1  1 1 1 1T J J J M y1 1 1 1

m m MT J J J M ym m M  m m MT J J J M ym m M2 2 2 2m m M2 2 2 2
T J J J M y

2 2 2 2m m M2 2 2 2
  

2 2 2 2m m M2 2 2 2
T J J J M y

2 2 2 2m m M2 2 2 2m m MT J J J M ym m Mm m MT J J J M ym m M  m m MT J J J M ym m Mm m MT J J J M ym m M2 2 2 2m m M2 2 2 2
T J J J M y

2 2 2 2m m M2 2 2 22 2 2 2m m M2 2 2 2
T J J J M y

2 2 2 2m m M2 2 2 2
  

2 2 2 2m m M2 2 2 2
T J J J M y

2 2 2 2m m M2 2 2 22 2 2 2m m M2 2 2 2
T J J J M y

2 2 2 2m m M2 2 2 2
T J J J M y   T J J J M ym m MT J J J M ym m M   m m MT J J J M ym m MT J J J M y  T J J J M y   T J J J M y  T J J J M ym m MT J J J M ym m M  m m MT J J J M ym m M   m m MT J J J M ym m M  m m MT J J J M ym m Mm m MT J J J M ym m Mm m MT J J J M ym m M  m m MT J J J M ym m Mm m MT J J J M ym m M   m m MT J J J M ym m Mm m MT J J J M ym m M  m m MT J J J M ym m Mm m MT J J J M ym m M

2 2 2 21 1 1 12 2 2 21 1 1 12 2 2 2T J J J M yT J J J M y2 2 2 2T J J J M y2 2 2 22 2 2 21 1 1 12 2 2 2T J J J M y2 2 2 21 1 1 12 2 2 2
m m MT J J J M ym m M

1 1 1 1  1 1 1 12 2 2 21 1 1 12 2 2 2  2 2 2 21 1 1 12 2 2 2T J J J M y  T J J J M y2 2 2 2T J J J M y2 2 2 2  2 2 2 2T J J J M y2 2 2 21 1 1 1T J J J M y1 1 1 1  1 1 1 1T J J J M y1 1 1 12 2 2 21 1 1 12 2 2 2T J J J M y2 2 2 21 1 1 12 2 2 2  2 2 2 21 1 1 12 2 2 2T J J J M y2 2 2 21 1 1 12 2 2 2T J J J M y   T J J J M y2 2 2 2T J J J M y2 2 2 2   2 2 2 2T J J J M y2 2 2 2
m m MT J J J M ym m M   m m MT J J J M ym m MT J J J M y  T J J J M y   T J J J M y  T J J J M yT J J J M y  T J J J M y   T J J J M y  T J J J M yT J J J M y  T J J J M y   T J J J M y  T J J J M y2 2 2 2T J J J M y2 2 2 2  2 2 2 2T J J J M y2 2 2 2   2 2 2 2T J J J M y2 2 2 2  2 2 2 2T J J J M y2 2 2 2
m m MT J J J M ym m M  m m MT J J J M ym m M   m m MT J J J M ym m M  m m MT J J J M ym m MT J J J M yT J J J M y  T J J J M yT J J J M y   T J J J M yT J J J M y  T J J J M yT J J J M ym m MT J J J M ym m Mm m MT J J J M ym m M  m m MT J J J M ym m Mm m MT J J J M ym m M   m m MT J J J M ym m Mm m MT J J J M ym m M  m m MT J J J M ym m Mm m MT J J J M ym m Mm m Mm m MT J J J M ym m M

2 2 2 2
m m MT J J J M y2 2 2 2T J J J M y2 2 2 2
m m MT J J J M ym m M
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 Ecuación de estado lineal

La linealización de sistemas se realizó para el sistema que tiene un comportamiento 

no lineal, el cual depende mucho del punto donde se haga la linealización, para linealizar la 

función siguiente.

 ( , )x f x 
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Con las ecuaciones faltaría la energía potencial gravitatoria, por lo se propuso el DCL 

Figura 15. DCL obtención de energía potencial
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Fuente: Elaboración propia

De donde:

m m MU m g y m g y M g y  m m MU m g y m g y M g ym m MU m g y m g y M g ym m MU m g y m g y M g y  U m g y m g y M g ym m MU m g y m g y M g ym m M  m m MU m g y m g y M g ym m M

       rueda izq  +  rueda der  +  masa del pendulo

2 m MU m g y M g y m MU m g y M g ym MU m g y M g ym MU m g y M g y U m g y M g ym MU m g y M g ym M m MU m g y M g ym M

2 m mU m g y M g ( y L Cos )  U m g y M g ( y L Cos )m mU m g y M g ( y L Cos )m mU m g y M g ( y L Cos )U m g y M g ( y L Cos )U m g y M g ( y L Cos )  U m g y M g ( y L Cos )

2 mU m g y M g ( R L Cos )  U m g y M g ( R L Cos )mU m g y M g ( R L Cos )mU m g y M g ( R L Cos )U m g y M g ( R L Cos )U m g y M g ( R L Cos )  U m g y M g ( R L Cos )

Por medio de la conservación de la energía nuevamente se planteó:

1 2 electrica  MotorU T T ( F )  U T T ( F )
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Tomando en cuenta la electrica  MotorFF , por la parte mecánica, por lo tanto podemos 

aplicar muchos métodos para la linealización como series Taylor, series de LaGrange, series 

de H´ospital, logaritmos, etc. (Edwards & Penney, 2001) Donde se escogió el método de 

LaGrange y la de Taylor, veamos cada una de las series.

 Para la serie de LaGrange 
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Se evalúa los datos para poder tener un estimado.

Tabla 2. Datos evaluados por la ecuación de LaGrange

Angulo en grados radianes Sen θ

0° -> 0 -> 0

1° min min

2° min min

3° min min

…

9° max max

10° ->  -> 

Fuente: valores numéricos para la ecuación de LaGrange

Cumple solo con los datos o márgenes muy pequeños entonces para valores mayores 

de 10° y 20°, el sistema es muy inestable

Ángulos θ° >> 10° y 20°. Sistema inestable.

Para el buen desarrollo de la investigación, se propuso un adicional al método de la 

LaGrange:
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Energia Cinetica Energia Rotacional Energia Potencial electrica MotorLag T T U F   Lag T T U F

Cumple con los datos o márgenes mayores entonces para valores mayores, desde 0°↔ 

±20°, el sistema es estable.

Ángulos de θ°

-20°< θ°<20°. Sistema es estable.

 Para la Serie de Taylor

La serie de Taylor de una función f real o compleja ƒ(x) infinitamente diferenciable 

(Burden et al., 2002), en el entorno de un número real o complejo, en la siguiente serie de 

potencias:

  0
0 0

0

i
i

i

f (x )T f (x),x (x x )
i!





 

2 30 0 0
0 0 0 01 2 3

' '' '''f ( x ) f ( x ) f ( x )f ( x ) (x x ) (x x ) (x x ) .....
! ! !

      

3 5

3 5

n

T .....
! ! n!

      

Esta nueva es muy similar a la serie de Furier (Burden et al., 2002) en su forma 

desarrollada, la ventaja de esta serie permite que la linealización permanezca en un mayor 

rango o margen de variación de nuestro ángulo θ, desde 0°a ↔ 40°, el sistema es estable.

-40°< θ°<40°. Sistema es estable

Por expansión se tiene:
2

02 2
1 22 2 2 2 2 2

0 0 0

Fg Sen(x Cos (x )) g h Cos( )x x .....
M m Cos ( ) M m Cos ( ) M m Cos ( )
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Remplazamos 9 y 7 en U=T1+T2+Fe
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2 2F ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen2 2   2 2F ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen2 2   2 2F ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen2 2   2 2F ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen2 2   2 2F ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen2 2   2 2F ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen2 2   2 2F ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen2 2   2 2F ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen2 2 F ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen F ( M L R Cos ) (M m)R J M SenF ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen   F ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen F ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen   F ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen F ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen F ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen       F ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen   F ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen F ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen   F ( M L R Cos ) (M m)R J M SenF ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen F ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen F ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen F ( M L R Cos ) (M m)R J M SenF ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen   F ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen F ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen   F ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen F ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen   F ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen F ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen   F ( M L R Cos ) (M m)R J M SenF ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen F ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen F ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen F ( M L R Cos ) (M m)R J M SenF ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen   F ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen F ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen   F ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen F ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen   F ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen F ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen   F ( M L R Cos ) (M m)R J M SenF ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen F ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen   F ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen F ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen F ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen F ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen   F ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen F ( M L R Cos ) (M m)R J M SenF ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen   F ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen F ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen   F ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen   F ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen   F ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen F ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen   F ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen F ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen   F ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen F ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen   F ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen   F ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen   F ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen F ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen   F ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen1F ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen   F ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen1F ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen1   1F ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen1 F ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen   F ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen F ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen   F ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen   F ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen   F ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen   F ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen   F ( M L R Cos ) (M m)R J M SenF ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen   F ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen   F ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen   F ( M L R Cos ) (M m)R J M SenF ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen   F ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen   F ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen   F ( M L R Cos ) (M m)R J M SenF ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen   F ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen   F ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen   F ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen   F ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen   F ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen   F ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen   F ( M L R Cos ) (M m)R J M SenF ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen   F ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen   F ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen   F ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen   F ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen   F ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen   F ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen   F ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen   F ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen   F ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen   F ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen   F ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen   F ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen   F ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen   F ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen   F ( M L R Cos ) (M m)R J M SenF ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen   F ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen F ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen   F ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen F ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen   F ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen F ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen   F ( M L R Cos ) (M m)R J M SenF ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen   F ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen F ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen   F ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen   F ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen   F ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen F ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen   F ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen F ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen   F ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen F ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen   F ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen   F ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen   F ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen F ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen   F ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen

…..(a)

Ahora determinaremos la posición usando la teoría de Taylor, sabiendo que:

0 k r  k rk r
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Donde 0 es el momento, k constante del péndulo, rr vector del brazo (L distancia), 

entonces:
2

0 mM R J R m R M L( Sen Cos ) F         2M R J R m R M L( Sen Cos ) FM R J R m R M L( Sen Cos ) FM R J R m R M L( Sen Cos ) FM R J R m R M L( Sen Cos ) F    M R J R m R M L( Sen Cos ) FM R J R m R M L( Sen Cos ) F    M R J R m R M L( Sen Cos ) F    m    mM R J R m R M L( Sen Cos ) F    M R J R m R M L( Sen Cos ) FmM R J R m R M L( Sen Cos ) Fm    mM R J R m R M L( Sen Cos ) FmM R J R m R M L( Sen Cos ) F     M R J R m R M L( Sen Cos ) FM R J R m R M L( Sen Cos ) F    M R J R m R M L( Sen Cos ) F     M R J R m R M L( Sen Cos ) F    M R J R m R M L( Sen Cos ) F2M R J R m R M L( Sen Cos ) FM R J R m R M L( Sen Cos ) F    M R J R m R M L( Sen Cos ) F2M R J R m R M L( Sen Cos ) F2    2M R J R m R M L( Sen Cos ) F2M R J R m R M L( Sen Cos ) F     M R J R m R M L( Sen Cos ) FM R J R m R M L( Sen Cos ) F    M R J R m R M L( Sen Cos ) F     M R J R m R M L( Sen Cos ) F    M R J R m R M L( Sen Cos ) F2M R J R m R M L( Sen Cos ) F2    2M R J R m R M L( Sen Cos ) F2     2M R J R m R M L( Sen Cos ) F2    2M R J R m R M L( Sen Cos ) F2M R J R m R M L( Sen Cos ) F    M R J R m R M L( Sen Cos ) FM R J R m R M L( Sen Cos ) F    M R J R m R M L( Sen Cos ) F     M R J R m R M L( Sen Cos ) F    M R J R m R M L( Sen Cos ) F

Donde F , es el momento o fuerza en función al ángulo  , entonces:
2

mF M R J R M L( Sen Cos )       2F M R J R M L( Sen Cos )F M R J R M L( Sen Cos )F M R J R M L( Sen Cos )mF M R J R M L( Sen Cos )mF M R J R M L( Sen Cos )m    F M R J R M L( Sen Cos )   F M R J R M L( Sen Cos )   F M R J R M L( Sen Cos )   F M R J R M L( Sen Cos )F M R J R M L( Sen Cos )   F M R J R M L( Sen Cos )F M R J R M L( Sen Cos )   F M R J R M L( Sen Cos )   F M R J R M L( Sen Cos )   F M R J R M L( Sen Cos )2F M R J R M L( Sen Cos )   2   2F M R J R M L( Sen Cos )   F M R J R M L( Sen Cos )2F M R J R M L( Sen Cos )2   2F M R J R M L( Sen Cos )2F M R J R M L( Sen Cos )   F M R J R M L( Sen Cos )   F M R J R M L( Sen Cos )   F M R J R M L( Sen Cos )2F M R J R M L( Sen Cos )2   2F M R J R M L( Sen Cos )2   2F M R J R M L( Sen Cos )2   2F M R J R M L( Sen Cos )2F M R J R M L( Sen Cos )F M R J R M L( Sen Cos )   F M R J R M L( Sen Cos )…..(b)

En las funciones no se han incluido el parámetro” debido a que el valor tendería a 0 

(cero) ya que no se considera la posición del péndulo en los planos (x,y,z).

Si consideramos en vectores de la ecuación lineal de estado:

1x f ( x, )        entonces     --- >   
x R, ;R, ;R, ;R,              x R, ;R, ;R, ;R,   x R, ;R, ;R, ;R, x R, ;R, ;R, ;R,   x R, ;R, ;R, ;R,                  x R, ;R, ;R, ;R,   x R, ;R, ;R, ;R, x R, ;R, ;R, ;R,   x R, ;R, ;R, ;R, x R, ;R, ;R, ;R,   x R, ;R, ;R, ;R, x R, ;R, ;R, ;R,   x R, ;R, ;R, ;R,        x R, ;R, ;R, ;R,   x R, ;R, ;R, ;R, x R, ;R, ;R, ;R,   x R, ;R, ;R, ;R,                  x R, ;R, ;R, ;R,   x R, ;R, ;R, ;R, x R, ;R, ;R, ;R,   x R, ;R, ;R, ;R, x R, ;R, ;R, ;R,   x R, ;R, ;R, ;R, x R, ;R, ;R, ;R,   x R, ;R, ;R, ;R,

1

2

3

4

motor

x r
x

x    =          =F 
x r
x






   
   
   
   
   

  

x    =          =F x    =          =F x    =          =F 
 

x    =          =F 
 

x    =          =F 
r r
 
 
 
 r r
 
r r
    
 
 
   
 

X es el estado lineal 

Donde: 

Fmotor es, la fuerza que sale del motor, que es determinado por:

1

2

3

x
J x      R

x

 
   
  

J x      R

Además, se ha determinado 

 
1 0 0
0 1 0 0
0 0 1

C°       ;     D=
 
 
 
  

Donde C°,es la matriz identidad por parte de la retroalimentación; D es la posición 

para que el péndulo este en equilibrio θ=0, Ø=0 y L = H, luego de realizar operaciones, se 

encuentra las expresiones:

x A x B v    ; donde v es la entrada x A x B v    ; donde v es la entradax A x B v    ; donde v es la entrada x A x B v    ; donde v es la entradax A x B v    ; donde v es la entradax A x B v    ; donde v es la entradax A x B v    ; donde v es la entrada x A x B v    ; donde v es la entrada

y C x D v    ; donde v es la entrada y C x D v    ; donde v es la entraday C x D v    ; donde v es la entrada y C x D v    ; donde v es la entrada
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Además, se define la perturbación en el péndulo:

x f ( x,u) f ( x,escalon ) 

También

i mx J f ( x,u) f (espacio,velocidad) x J f ( x,u) f (espacio,velocidad)x J f ( x,u) f (espacio,velocidad) x J f ( x,u) f (espacio,velocidad)

Definimos los espacios de 1 2x   y  x :

1 3x x  

2 4x x  

Ahora remplazamos en las Ec (a) y Ec (b):

2 2
3

1
2 mx ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen               
1     x ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen3x ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen3  x ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen x ( M L R Cos ) (M m)R J M Senx ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen   x ( M L R Cos ) (M m)R J M Senx ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen x ( M L R Cos ) (M m)R J M Senx ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen x ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen x ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen x ( M L R Cos ) (M m)R J M Senx ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen x ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen   x ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen x ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen x ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen x ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen   x ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen x ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen   2 2   2 2         x ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen   x ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen   x ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen   x ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen2 2x ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen2 2   2 2x ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen2 2   2 2x ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen2 2   2 2x ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen2 2 x ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen x ( M L R Cos ) (M m)R J M Senx ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen   x ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen x ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen   x ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen   
2

   
2

x ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen   x ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen
2

x ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen
2

   
2

x ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen
2

x ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen   x ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen   x ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen   x ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen            m   m   m   mx ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen   x ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen   x ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen   x ( M L R Cos ) (M m)R J M Senmx ( M L R Cos ) (M m)R J M Senm   mx ( M L R Cos ) (M m)R J M Senm   mx ( M L R Cos ) (M m)R J M Senm   mx ( M L R Cos ) (M m)R J M Senm                              x ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen   x ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen   x ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen   x ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen   x ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen   x ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen   x ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen   x ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen2 2x ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen2 2   2 2x ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen2 2   2 2x ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen2 2   2 2x ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen2 2
   

2 2x ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen2 2   2 2x ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen2 2   2 2x ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen2 2   2 2x ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen2 2
mx ( M L R Cos ) (M m)R J M Senm   mx ( M L R Cos ) (M m)R J M Senm   mx ( M L R Cos ) (M m)R J M Senm   mx ( M L R Cos ) (M m)R J M Senm   mx ( M L R Cos ) (M m)R J M Senm   mx ( M L R Cos ) (M m)R J M Senm   mx ( M L R Cos ) (M m)R J M Senm   mx ( M L R Cos ) (M m)R J M Senmx ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen   x ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen   x ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen   x ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen   x ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen   x ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen   x ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen   x ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen   x ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen   x ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen   x ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen   x ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen   x ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen   x ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen   x ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen   x ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen2 2x ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen2 2   2 2x ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen2 2   2 2x ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen2 2   2 2x ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen2 2   2 2x ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen2 2   2 2x ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen2 2   2 2x ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen2 2   2 2x ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen2 2

   
2 2x ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen2 2   2 2x ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen2 2   2 2x ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen2 2   2 2x ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen2 2   2 2x ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen2 2   2 2x ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen2 2   2 2x ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen2 2   2 2x ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen2 2

 x ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen x ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen       x ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen   x ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen x ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen   x ( M L R Cos ) (M m)R J M Senx ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen x ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen x ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen x ( M L R Cos ) (M m)R J M Senx ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen   x ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen x ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen   x ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen x ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen   x ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen x ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen   x ( M L R Cos ) (M m)R J M Senx ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen x ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen   x ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen x ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen x ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen x ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen   x ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen x ( M L R Cos ) (M m)R J M Senx ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen   x ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen x ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen   x ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen   x ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen   x ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen x ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen   x ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen x ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen   x ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen x ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen   x ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen   x ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen   x ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen x ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen   x ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen1x ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen   x ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen1x ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen1   1x ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen1 x ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen   x ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen x ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen   x ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen   x ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen   x ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen   x ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen   x ( M L R Cos ) (M m)R J M Senx ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen   x ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen   x ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen   x ( M L R Cos ) (M m)R J M Senx ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen   x ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen   x ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen   x ( M L R Cos ) (M m)R J M Senx ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen   x ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen   x ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen   x ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen   x ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen   x ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen   x ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen   x ( M L R Cos ) (M m)R J M Senx ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen   x ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen   x ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen   x ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen   x ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen   x ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen   x ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen   x ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen   x ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen   x ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen   x ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen   x ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen   x ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen   x ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen   x ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen   x ( M L R Cos ) (M m)R J M Senx ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen   x ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen x ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen   x ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen x ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen   x ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen x ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen   x ( M L R Cos ) (M m)R J M Senx ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen   x ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen x ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen   x ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen   x ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen   x ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen x ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen   x ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen x ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen   x ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen x ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen   x ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen   x ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen   x ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen x ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen   x ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen x ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen x ( M L R Cos ) (M m)R J M Senx ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen x ( M L R Cos ) (M m)R J M Senx ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen x ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen x ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen x ( M L R Cos ) (M m)R J M Senx ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen x ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen   x ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen x ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen x ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen x ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen   x ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen x ( M L R Cos ) (M m)R J M Sen

2
4 mx M R J R M L( Sen Cos )      2x M R J R M L( Sen Cos )4x M R J R M L( Sen Cos )4x M R J R M L( Sen Cos )   x M R J R M L( Sen Cos )mx M R J R M L( Sen Cos )mx M R J R M L( Sen Cos )m    x M R J R M L( Sen Cos )   x M R J R M L( Sen Cos )x M R J R M L( Sen Cos )x M R J R M L( Sen Cos )   x M R J R M L( Sen Cos )x M R J R M L( Sen Cos )   x M R J R M L( Sen Cos )x M R J R M L( Sen Cos )   x M R J R M L( Sen Cos )   x M R J R M L( Sen Cos )   x M R J R M L( Sen Cos )2x M R J R M L( Sen Cos )x M R J R M L( Sen Cos )   x M R J R M L( Sen Cos )2x M R J R M L( Sen Cos )2   2x M R J R M L( Sen Cos )2x M R J R M L( Sen Cos )   x M R J R M L( Sen Cos )   x M R J R M L( Sen Cos )   x M R J R M L( Sen Cos )2x M R J R M L( Sen Cos )2   2x M R J R M L( Sen Cos )2   2x M R J R M L( Sen Cos )2   2x M R J R M L( Sen Cos )2x M R J R M L( Sen Cos )x M R J R M L( Sen Cos )   x M R J R M L( Sen Cos )x M R J R M L( Sen Cos )x M R J R M L( Sen Cos )   x M R J R M L( Sen Cos )x M R J R M L( Sen Cos )x M R J R M L( Sen Cos )   x M R J R M L( Sen Cos )

Modelo de estado para 1 2x ,x1 2x ,x1 2x ,x1 2

1 3

2 4

x x
x x



1 3x x1 3x x1 3x xx x

2 4x x2 4x x2 4x xx x

2 2
3 4 2 4 4mx M L R Cosx x (M m R J ) M x Sen( x )   x M L R Cosx x (M m R J ) M x Sen( x )3 4 2 4 4x M L R Cosx x (M m R J ) M x Sen( x )3 4 2 4 4x M L R Cosx x (M m R J ) M x Sen( x )   x M L R Cosx x (M m R J ) M x Sen( x )3 4 2 4 4x M L R Cosx x (M m R J ) M x Sen( x )3 4 2 4 4   3 4 2 4 4x M L R Cosx x (M m R J ) M x Sen( x )3 4 2 4 4

2 2
3 4 2 4 43 4 2 4 4m3 4 2 4 4x M L R Cosx x (M m R J ) M x Sen( x )2 2x M L R Cosx x (M m R J ) M x Sen( x )2 2
3 4 2 4 4x M L R Cosx x (M m R J ) M x Sen( x )3 4 2 4 43 4 2 4 4m3 4 2 4 4x M L R Cosx x (M m R J ) M x Sen( x )3 4 2 4 4m3 4 2 4 4x M L R Cosx x (M m R J ) M x Sen( x )   x M L R Cosx x (M m R J ) M x Sen( x )2 2x M L R Cosx x (M m R J ) M x Sen( x )2 2   2 2x M L R Cosx x (M m R J ) M x Sen( x )2 2
3 4 2 4 4x M L R Cosx x (M m R J ) M x Sen( x )3 4 2 4 4   3 4 2 4 4x M L R Cosx x (M m R J ) M x Sen( x )3 4 2 4 4x M L R Cosx x (M m R J ) M x Sen( x )3 4 2 4 4x M L R Cosx x (M m R J ) M x Sen( x )3 4 2 4 4x M L R Cosx x (M m R J ) M x Sen( x )   x M L R Cosx x (M m R J ) M x Sen( x )3 4 2 4 4x M L R Cosx x (M m R J ) M x Sen( x )3 4 2 4 4   3 4 2 4 4x M L R Cosx x (M m R J ) M x Sen( x )3 4 2 4 4

2
4 2 2 22mx M R J R M L( x Sen(x ) x Cos(x ))   x M R J R M L( x Sen(x ) x Cos(x ))4 2 2 2x M R J R M L( x Sen(x ) x Cos(x ))4 2 2 2x M R J R M L( x Sen(x ) x Cos(x ))   x M R J R M L( x Sen(x ) x Cos(x ))4 2 2 2x M R J R M L( x Sen(x ) x Cos(x ))4 2 2 2   4 2 2 2x M R J R M L( x Sen(x ) x Cos(x ))4 2 2 2

2
4 2 2 24 2 2 2m4 2 2 2x M R J R M L( x Sen(x ) x Cos(x ))2x M R J R M L( x Sen(x ) x Cos(x ))2
4 2 2 2x M R J R M L( x Sen(x ) x Cos(x ))4 2 2 22x M R J R M L( x Sen(x ) x Cos(x ))24 2 2 2m4 2 2 2x M R J R M L( x Sen(x ) x Cos(x ))4 2 2 2m4 2 2 2x M R J R M L( x Sen(x ) x Cos(x ))   x M R J R M L( x Sen(x ) x Cos(x ))2x M R J R M L( x Sen(x ) x Cos(x ))2   2x M R J R M L( x Sen(x ) x Cos(x ))2
4 2 2 2x M R J R M L( x Sen(x ) x Cos(x ))4 2 2 2   4 2 2 2x M R J R M L( x Sen(x ) x Cos(x ))4 2 2 22x M R J R M L( x Sen(x ) x Cos(x ))2   2x M R J R M L( x Sen(x ) x Cos(x ))24 2 2 224 2 2 2x M R J R M L( x Sen(x ) x Cos(x ))4 2 2 224 2 2 2   4 2 2 224 2 2 2x M R J R M L( x Sen(x ) x Cos(x ))4 2 2 224 2 2 2x M R J R M L( x Sen(x ) x Cos(x ))x M R J R M L( x Sen(x ) x Cos(x ))   x M R J R M L( x Sen(x ) x Cos(x ))4 2 2 2x M R J R M L( x Sen(x ) x Cos(x ))4 2 2 2   4 2 2 2x M R J R M L( x Sen(x ) x Cos(x ))4 2 2 2x M R J R M L( x Sen(x ) x Cos(x ))4 2 2 2x M R J R M L( x Sen(x ) x Cos(x ))4 2 2 2x M R J R M L( x Sen(x ) x Cos(x ))   x M R J R M L( x Sen(x ) x Cos(x ))4 2 2 2x M R J R M L( x Sen(x ) x Cos(x ))4 2 2 2   4 2 2 2x M R J R M L( x Sen(x ) x Cos(x ))4 2 2 2x M R J R M L( x Sen(x ) x Cos(x ))x M R J R M L( x Sen(x ) x Cos(x ))   x M R J R M L( x Sen(x ) x Cos(x ))4 2 2 2x M R J R M L( x Sen(x ) x Cos(x ))4 2 2 2   4 2 2 2x M R J R M L( x Sen(x ) x Cos(x ))4 2 2 2

Desarrollando:

     1 2 3 4 4x x x x I x  1 2 3 4 41 2 3 4 41 2 3 4 4x x x x I xx x x x I xx x x x I x1 2 3 4 4x x x x I x1 2 3 4 41 2 3 4 4x x x x I x1 2 3 4 41 2 3 4 4x x x x I x1 2 3 4 4

Por matrices inversas

Para 3x3x3x3

1 1
2

3 1
2 1 32 2

m

m

M L( M L R Cosx )( J Sen( x ))
R xx M g Sen( x )

( m M) x J x x


 

 

M L
1 11 1m1 1

M L( M L R Cosx )( J Sen( x ))( M L R Cosx )( J Sen( x ))1 1( M L R Cosx )( J Sen( x ))1 11 1m1 1( M L R Cosx )( J Sen( x ))1 1m1 1
M L( M L R Cosx )( J Sen( x ))M L

1 1R x1 11 1( M L R Cosx )( J Sen( x ))1 1R x1 1( M L R Cosx )( J Sen( x ))1 1( M L R Cosx )( J Sen( x ))( M L R Cosx )( J Sen( x ))1 1( M L R Cosx )( J Sen( x ))1 11 1( M L R Cosx )( J Sen( x ))1 1
M L( M L R Cosx )( J Sen( x ))M L( M L R Cosx )( J Sen( x ))M L

1 1
2R x1 1R x1 1

x M g Sen( x )2x M g Sen( x )2R xx M g Sen( x )R xx M g Sen( x ) x M g Sen( x )2x M g Sen( x )2 2x M g Sen( x )2
1 11 1( M L R Cosx )( J Sen( x ))1 11 1R x1 11 1( M L R Cosx )( J Sen( x ))1 1R x1 1( M L R Cosx )( J Sen( x ))1 1

x M g Sen( x )3 1x M g Sen( x )3 1x M g Sen( x ) x M g Sen( x )x M g Sen( x ) x M g Sen( x )3 1x M g Sen( x )3 1 3 1x M g Sen( x )3 1x M g Sen( x )3 1x M g Sen( x )3 13 1
2 1 32 1 3m2 1 3

3 1x M g Sen( x )3 1( m M) x J x x3 1( m M) x J x x3 1
2 1 3( m M) x J x x2 1 32 2( m M) x J x x2 23 12 23 1( m M) x J x x3 12 23 1
2 1 32 22 1 3( m M) x J x x2 1 32 22 1 32 1 3m2 1 3( m M) x J x x2 1 3m2 1 3

3 1x M g Sen( x )3 1( m M) x J x x3 1x M g Sen( x )3 13 12 23 1x M g Sen( x )3 12 23 1( m M) x J x x3 12 23 1x M g Sen( x )3 12 23 13 1x M g Sen( x )3 1 3 1x M g Sen( x )3 1( m M) x J x x ( m M) x J x x2 1 3( m M) x J x x2 1 3 2 1 3( m M) x J x x2 1 32 2( m M) x J x x2 2 2 2( m M) x J x x2 22 1 32 22 1 3( m M) x J x x2 1 32 22 1 3 2 1 32 22 1 3( m M) x J x x2 1 32 22 1 3

Para 4x4x4x4



497
La Investigación Académica desde una Visión Internacional

ISBN: 978-958-53770-9-7 DOI: https://doi.org/10.34893/9v73-ec21

2 2 2 4
1 2 4 1

4
2 2

3

22

m

m

Cos(x )MLM L (J Sen(x ) x ) (ML J ) x g Sen( x )
R Rx

J( m M) R ((M L J )M L R g)
x





     
 

  
 

2 2 22 2 2ML2 2 2M L (J Sen(x ) x ) (ML J ) x g Sen( x )2 2 2M L (J Sen(x ) x ) (ML J ) x g Sen( x )2 2 2
1 2 4 1M L (J Sen(x ) x ) (ML J ) x g Sen( x )1 2 4 1mM L (J Sen(x ) x ) (ML J ) x g Sen( x )m

2 2 2ML2 2 2M L (J Sen(x ) x ) (ML J ) x g Sen( x )2 2 2ML2 2 2M L (J Sen(x ) x ) (ML J ) x g Sen( x )
R R

M L (J Sen(x ) x ) (ML J ) x g Sen( x )1 2 4 1M L (J Sen(x ) x ) (ML J ) x g Sen( x )1 2 4 1R R1 2 4 1M L (J Sen(x ) x ) (ML J ) x g Sen( x )1 2 4 1
 2 2 2 2 2 2 Cos(x ) Cos(x )4Cos(x )4 4Cos(x )4M L (J Sen(x ) x ) (ML J ) x g Sen( x ) M L (J Sen(x ) x ) (ML J ) x g Sen( x )2 2 2M L (J Sen(x ) x ) (ML J ) x g Sen( x )2 2 2 2 2 2M L (J Sen(x ) x ) (ML J ) x g Sen( x )2 2 2M L (J Sen(x ) x ) (ML J ) x g Sen( x )  M L (J Sen(x ) x ) (ML J ) x g Sen( x )M L (J Sen(x ) x ) (ML J ) x g Sen( x )  M L (J Sen(x ) x ) (ML J ) x g Sen( x )2 2 2M L (J Sen(x ) x ) (ML J ) x g Sen( x )2 2 2  2 2 2M L (J Sen(x ) x ) (ML J ) x g Sen( x )2 2 2

1 2 4 1M L (J Sen(x ) x ) (ML J ) x g Sen( x )1 2 4 1  1 2 4 1M L (J Sen(x ) x ) (ML J ) x g Sen( x )1 2 4 1M L (J Sen(x ) x ) (ML J ) x g Sen( x ) M L (J Sen(x ) x ) (ML J ) x g Sen( x )  M L (J Sen(x ) x ) (ML J ) x g Sen( x ) M L (J Sen(x ) x ) (ML J ) x g Sen( x )2 2 2M L (J Sen(x ) x ) (ML J ) x g Sen( x )2 2 2 2 2 2M L (J Sen(x ) x ) (ML J ) x g Sen( x )2 2 2  2 2 2M L (J Sen(x ) x ) (ML J ) x g Sen( x )2 2 2 2 2 2M L (J Sen(x ) x ) (ML J ) x g Sen( x )2 2 2
  

4
 

4Cos(x )
 

Cos(x )4Cos(x )4
 

4Cos(x )4M L (J Sen(x ) x ) (ML J ) x g Sen( x ) M L (J Sen(x ) x ) (ML J ) x g Sen( x )1 2 4 1M L (J Sen(x ) x ) (ML J ) x g Sen( x )1 2 4 1 1 2 4 1M L (J Sen(x ) x ) (ML J ) x g Sen( x )1 2 4 1M L (J Sen(x ) x ) (ML J ) x g Sen( x )M L (J Sen(x ) x ) (ML J ) x g Sen( x ) M L (J Sen(x ) x ) (ML J ) x g Sen( x )M L (J Sen(x ) x ) (ML J ) x g Sen( x )1 2 4 1M L (J Sen(x ) x ) (ML J ) x g Sen( x )1 2 4 11 2 4 1M L (J Sen(x ) x ) (ML J ) x g Sen( x )1 2 4 1 1 2 4 1M L (J Sen(x ) x ) (ML J ) x g Sen( x )1 2 4 11 2 4 1M L (J Sen(x ) x ) (ML J ) x g Sen( x )1 2 4 1
 
 
 Cos(x ) Cos(x )
 

Cos(x ) Cos(x )4Cos(x )4 4Cos(x )4
 

4Cos(x )4 4Cos(x )4M L (J Sen(x ) x ) (ML J ) x g Sen( x ) M L (J Sen(x ) x ) (ML J ) x g Sen( x ) M L (J Sen(x ) x ) (ML J ) x g Sen( x ) M L (J Sen(x ) x ) (ML J ) x g Sen( x )M L (J Sen(x ) x ) (ML J ) x g Sen( x )  M L (J Sen(x ) x ) (ML J ) x g Sen( x ) M L (J Sen(x ) x ) (ML J ) x g Sen( x )  M L (J Sen(x ) x ) (ML J ) x g Sen( x )2 2 2M L (J Sen(x ) x ) (ML J ) x g Sen( x )2 2 2  2 2 2M L (J Sen(x ) x ) (ML J ) x g Sen( x )2 2 2
 

2 2 2M L (J Sen(x ) x ) (ML J ) x g Sen( x )2 2 2  2 2 2M L (J Sen(x ) x ) (ML J ) x g Sen( x )2 2 2
1 2 4 1M L (J Sen(x ) x ) (ML J ) x g Sen( x )1 2 4 1  1 2 4 1M L (J Sen(x ) x ) (ML J ) x g Sen( x )1 2 4 1 1 2 4 1M L (J Sen(x ) x ) (ML J ) x g Sen( x )1 2 4 1  1 2 4 1M L (J Sen(x ) x ) (ML J ) x g Sen( x )1 2 4 1M L (J Sen(x ) x ) (ML J ) x g Sen( x ) M L (J Sen(x ) x ) (ML J ) x g Sen( x )  M L (J Sen(x ) x ) (ML J ) x g Sen( x ) M L (J Sen(x ) x ) (ML J ) x g Sen( x ) M L (J Sen(x ) x ) (ML J ) x g Sen( x ) M L (J Sen(x ) x ) (ML J ) x g Sen( x )  M L (J Sen(x ) x ) (ML J ) x g Sen( x ) M L (J Sen(x ) x ) (ML J ) x g Sen( x )2 2 2M L (J Sen(x ) x ) (ML J ) x g Sen( x )2 2 2 2 2 2M L (J Sen(x ) x ) (ML J ) x g Sen( x )2 2 2  2 2 2M L (J Sen(x ) x ) (ML J ) x g Sen( x )2 2 2 2 2 2M L (J Sen(x ) x ) (ML J ) x g Sen( x )2 2 2

 
2 2 2M L (J Sen(x ) x ) (ML J ) x g Sen( x )2 2 2 2 2 2M L (J Sen(x ) x ) (ML J ) x g Sen( x )2 2 2  2 2 2M L (J Sen(x ) x ) (ML J ) x g Sen( x )2 2 2 2 2 2M L (J Sen(x ) x ) (ML J ) x g Sen( x )2 2 2

   M L (J Sen(x ) x ) (ML J ) x g Sen( x ) M L (J Sen(x ) x ) (ML J ) x g Sen( x )
 

M L (J Sen(x ) x ) (ML J ) x g Sen( x ) M L (J Sen(x ) x ) (ML J ) x g Sen( x )1 2 4 1M L (J Sen(x ) x ) (ML J ) x g Sen( x )1 2 4 1 1 2 4 1M L (J Sen(x ) x ) (ML J ) x g Sen( x )1 2 4 1
 

1 2 4 1M L (J Sen(x ) x ) (ML J ) x g Sen( x )1 2 4 1 1 2 4 1M L (J Sen(x ) x ) (ML J ) x g Sen( x )1 2 4 1R R R R R R R R
M L (J Sen(x ) x ) (ML J ) x g Sen( x )

R R
M L (J Sen(x ) x ) (ML J ) x g Sen( x ) M L (J Sen(x ) x ) (ML J ) x g Sen( x )

R R
M L (J Sen(x ) x ) (ML J ) x g Sen( x )

 
M L (J Sen(x ) x ) (ML J ) x g Sen( x )

R R
M L (J Sen(x ) x ) (ML J ) x g Sen( x ) M L (J Sen(x ) x ) (ML J ) x g Sen( x )

R R
M L (J Sen(x ) x ) (ML J ) x g Sen( x )1 2 4 1M L (J Sen(x ) x ) (ML J ) x g Sen( x )1 2 4 1R R1 2 4 1M L (J Sen(x ) x ) (ML J ) x g Sen( x )1 2 4 1 1 2 4 1M L (J Sen(x ) x ) (ML J ) x g Sen( x )1 2 4 1R R1 2 4 1M L (J Sen(x ) x ) (ML J ) x g Sen( x )1 2 4 1

 
1 2 4 1M L (J Sen(x ) x ) (ML J ) x g Sen( x )1 2 4 1R R1 2 4 1M L (J Sen(x ) x ) (ML J ) x g Sen( x )1 2 4 1 1 2 4 1M L (J Sen(x ) x ) (ML J ) x g Sen( x )1 2 4 1R R1 2 4 1M L (J Sen(x ) x ) (ML J ) x g Sen( x )1 2 4 11 2 4 1M L (J Sen(x ) x ) (ML J ) x g Sen( x )1 2 4 11 2 4 1M L (J Sen(x ) x ) (ML J ) x g Sen( x )1 2 4 1 1 2 4 1M L (J Sen(x ) x ) (ML J ) x g Sen( x )1 2 4 11 2 4 1M L (J Sen(x ) x ) (ML J ) x g Sen( x )1 2 4 1

 
1 2 4 1M L (J Sen(x ) x ) (ML J ) x g Sen( x )1 2 4 11 2 4 1M L (J Sen(x ) x ) (ML J ) x g Sen( x )1 2 4 1 1 2 4 1M L (J Sen(x ) x ) (ML J ) x g Sen( x )1 2 4 11 2 4 1M L (J Sen(x ) x ) (ML J ) x g Sen( x )1 2 4 11 2 4 1M L (J Sen(x ) x ) (ML J ) x g Sen( x )1 2 4 1R R1 2 4 1M L (J Sen(x ) x ) (ML J ) x g Sen( x )1 2 4 11 2 4 1M L (J Sen(x ) x ) (ML J ) x g Sen( x )1 2 4 1R R1 2 4 1M L (J Sen(x ) x ) (ML J ) x g Sen( x )1 2 4 1 1 2 4 1M L (J Sen(x ) x ) (ML J ) x g Sen( x )1 2 4 1R R1 2 4 1M L (J Sen(x ) x ) (ML J ) x g Sen( x )1 2 4 11 2 4 1M L (J Sen(x ) x ) (ML J ) x g Sen( x )1 2 4 1R R1 2 4 1M L (J Sen(x ) x ) (ML J ) x g Sen( x )1 2 4 1

 
1 2 4 1M L (J Sen(x ) x ) (ML J ) x g Sen( x )1 2 4 1R R1 2 4 1M L (J Sen(x ) x ) (ML J ) x g Sen( x )1 2 4 11 2 4 1M L (J Sen(x ) x ) (ML J ) x g Sen( x )1 2 4 1R R1 2 4 1M L (J Sen(x ) x ) (ML J ) x g Sen( x )1 2 4 1 1 2 4 1M L (J Sen(x ) x ) (ML J ) x g Sen( x )1 2 4 1R R1 2 4 1M L (J Sen(x ) x ) (ML J ) x g Sen( x )1 2 4 11 2 4 1M L (J Sen(x ) x ) (ML J ) x g Sen( x )1 2 4 1R R1 2 4 1M L (J Sen(x ) x ) (ML J ) x g Sen( x )1 2 4 11 2 4 1M L (J Sen(x ) x ) (ML J ) x g Sen( x )1 2 4 1  1 2 4 1M L (J Sen(x ) x ) (ML J ) x g Sen( x )1 2 4 1 1 2 4 1M L (J Sen(x ) x ) (ML J ) x g Sen( x )1 2 4 1  1 2 4 1M L (J Sen(x ) x ) (ML J ) x g Sen( x )1 2 4 1

 
1 2 4 1M L (J Sen(x ) x ) (ML J ) x g Sen( x )1 2 4 1  1 2 4 1M L (J Sen(x ) x ) (ML J ) x g Sen( x )1 2 4 1 1 2 4 1M L (J Sen(x ) x ) (ML J ) x g Sen( x )1 2 4 1  1 2 4 1M L (J Sen(x ) x ) (ML J ) x g Sen( x )1 2 4 1

4x 
2 2 2 2 2 2J J2 2J2 2 2 2J2 22 2( m M) R ((M L J )M L R g)2 2( m M) R ((M L J )M L R g)2 2( m M) R ((M L J )M L R g)( m M) R ((M L J )M L R g)

 2 2 2 22 222 2 2 222 2( m M) R ((M L J )M L R g)
 
( m M) R ((M L J )M L R g)2 2( m M) R ((M L J )M L R g)2 2 2 2( m M) R ((M L J )M L R g)2 22 222 2( m M) R ((M L J )M L R g)2 222 2 2 222 2( m M) R ((M L J )M L R g)2 222 2( m M) R ((M L J )M L R g) ( m M) R ((M L J )M L R g)2 2( m M) R ((M L J )M L R g)2 2 2 2( m M) R ((M L J )M L R g)2 2( m M) R ((M L J )M L R g) ( m M) R ((M L J )M L R g)2 2( m M) R ((M L J )M L R g)2 2
 

2 2( m M) R ((M L J )M L R g)2 2( m M) R ((M L J )M L R g)
 
( m M) R ((M L J )M L R g) ( m M) R ((M L J )M L R g)
 
( m M) R ((M L J )M L R g)2 2( m M) R ((M L J )M L R g)2 2 2 2( m M) R ((M L J )M L R g)2 2
 

2 2( m M) R ((M L J )M L R g)2 2 2 2( m M) R ((M L J )M L R g)2 22 222 2( m M) R ((M L J )M L R g)2 222 2 2 222 2( m M) R ((M L J )M L R g)2 222 2
 

2 222 2( m M) R ((M L J )M L R g)2 222 2 2 222 2( m M) R ((M L J )M L R g)2 222 2( m M) R ((M L J )M L R g) ( m M) R ((M L J )M L R g) ( m M) R ((M L J )M L R g) ( m M) R ((M L J )M L R g)( m M) R ((M L J )M L R g) ( m M) R ((M L J )M L R g) ( m M) R ((M L J )M L R g) ( m M) R ((M L J )M L R g)2 2( m M) R ((M L J )M L R g)2 2 2 2( m M) R ((M L J )M L R g)2 2
 

2 2( m M) R ((M L J )M L R g)2 2 2 2( m M) R ((M L J )M L R g)2 2m( m M) R ((M L J )M L R g)m m( m M) R ((M L J )M L R g)m
 

m( m M) R ((M L J )M L R g)m m( m M) R ((M L J )M L R g)m( m M) R ((M L J )M L R g) ( m M) R ((M L J )M L R g)
 
( m M) R ((M L J )M L R g) ( m M) R ((M L J )M L R g)2 22 2( m M) R ((M L J )M L R g)2 22 2 2 22 2J2 2 2 2J2 22 2( m M) R ((M L J )M L R g)2 2 2 2( m M) R ((M L J )M L R g)2 22 2( m M) R ((M L J )M L R g)2 2 2 2( m M) R ((M L J )M L R g)2 22 2J2 2( m M) R ((M L J )M L R g)2 2J2 2 2 2J2 2( m M) R ((M L J )M L R g)2 2J2 2( m M) R ((M L J )M L R g) ( m M) R ((M L J )M L R g)2 2( m M) R ((M L J )M L R g)2 2 2 2( m M) R ((M L J )M L R g)2 22 2( m M) R ((M L J )M L R g)2 2
 

2 2( m M) R ((M L J )M L R g)2 22 2m2 2( m M) R ((M L J )M L R g)2 2m2 2
 

2 2m2 2( m M) R ((M L J )M L R g)2 2m2 22 2( m M) R ((M L J )M L R g)2 2 2 2( m M) R ((M L J )M L R g)2 2
 

2 2( m M) R ((M L J )M L R g)2 2 2 2( m M) R ((M L J )M L R g)2 22 2m2 2( m M) R ((M L J )M L R g)2 2m2 2 2 2m2 2( m M) R ((M L J )M L R g)2 2m2 2
 

2 2m2 2( m M) R ((M L J )M L R g)2 2m2 2 2 2m2 2( m M) R ((M L J )M L R g)2 2m2 22 2J2 2( m M) R ((M L J )M L R g)2 2J2 2 2 2J2 2( m M) R ((M L J )M L R g)2 2J2 2
 

2 2J2 2( m M) R ((M L J )M L R g)2 2J2 2 2 2J2 2( m M) R ((M L J )M L R g)2 2J2 22 2m2 2J2 2m2 2( m M) R ((M L J )M L R g)2 2m2 2J2 2m2 2 2 2m2 2J2 2m2 2( m M) R ((M L J )M L R g)2 2m2 2J2 2m2 2
 

2 2m2 2J2 2m2 2( m M) R ((M L J )M L R g)2 2m2 2J2 2m2 2 2 2m2 2J2 2m2 2( m M) R ((M L J )M L R g)2 2m2 2J2 2m2 2( m M) R ((M L J )M L R g) ( m M) R ((M L J )M L R g) ( m M) R ((M L J )M L R g) ( m M) R ((M L J )M L R g)2 2( m M) R ((M L J )M L R g)2 2 2 2( m M) R ((M L J )M L R g)2 2
 

2 2( m M) R ((M L J )M L R g)2 2 2 2( m M) R ((M L J )M L R g)2 2m( m M) R ((M L J )M L R g)m m( m M) R ((M L J )M L R g)m
 

m( m M) R ((M L J )M L R g)m m( m M) R ((M L J )M L R g)m2 2m2 2( m M) R ((M L J )M L R g)2 2m2 2 2 2m2 2( m M) R ((M L J )M L R g)2 2m2 2
 

2 2m2 2( m M) R ((M L J )M L R g)2 2m2 2 2 2m2 2( m M) R ((M L J )M L R g)2 2m2 2

Para 2x2x2x2 entonces en función a Ø

1
2 2

3

M L R Cosxx
x L J

 


1M L R Cosx
2

M L R Cosxx
x L J

 
M L R Cosx

2x L J2x L J2
x L Jx L J

Para 1x1x1x1 entonces en función a θ

1 2x x1 2x x1 2x x1 2

1 2x x  ;   respecto a x x  ;   respecto a 1 2x x  ;   respecto a 1 2x x  ;   respecto a x x  ;   respecto a 

El sistema de referencia es el punto de operaciones cuando θ=0, Ø=0 y L = H, y se 

usa la matriz que plantea (Sánchez et al., 2010):

 1c  0

1 1

2 2

0 1 0
2 1 0 2 m

x x
J

x A ( , ) x B ( )
 

   

        
         

        

       1 1       1 1x x       x x1 1x x1 1       1 1x x1 11 1 1 1       1 1 1 1x x x x       x x x x1 1x x1 1 1 1x x1 1       1 1x x1 1 1 1x x1 1
       

1 1
       

1 11 1 1 1
       

1 1 1 1       
       
       1 1       1 1
       

1 1       1 11 1 1 1       1 1 1 1
       

1 1 1 1       1 1 1 1
       x A ( , ) x B ( )       x A ( , ) x B ( )

         
x A ( , ) x B ( )       x A ( , ) x B ( )2 2x A ( , ) x B ( )2 2       2 2x A ( , ) x B ( )2 2x A ( , ) x B ( )   x A ( , ) x B ( )       x A ( , ) x B ( )   x A ( , ) x B ( )2 2x A ( , ) x B ( )2 2   2 2x A ( , ) x B ( )2 2       2 2x A ( , ) x B ( )2 2   2 2x A ( , ) x B ( )2 2x A ( , ) x B ( )       x A ( , ) x B ( )       x A ( , ) x B ( )       x A ( , ) x B ( )

Y, además 

0 0y(K T ) C x(K T )y(K T ) C x(K T )0 0y(K T ) C x(K T )0 0y(K T ) C x(K T )y(K T ) C x(K T )

El discretizado escapa al planteo físico (Polo, Molina, & Chica, 2009), y su respectivo 

control con el diseño electrónico, obteniéndose los siguientes valores:

K = 1.4

Kp = 5.75

Ki = 0.5

Kd = 21

1.1.3. Definición del sistema

Se presenta el diagrama de bloques del sistema desarrollado; el cual está dividido en

dos partes: software (parte superior) y hardware (parte inferior).
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Figura 16. Diagrama de bloques de la elaboración del software

Fuente: Elaboración propia

Figura 17. Diagrama de bloques del hardware

Planta del
Péndulo Motores

Sensor
Giroscopio

e+

-

yActuador

Función de transferencia

Fuente: Elaboración propia

Cuando un sistema de control controlador PID y los ajustes de los parámetros PID no 

es un problema fácil, los controladores PID se aplican al control de estabilización y 

seguimiento de tres tipos de péndulo invertido. La forma de cómo diseñar los controladores 

PID (Wang, 2011). Se proporciona paso a paso en la investigación. Los resultados de la 

simulación demuestran que la forma de diseñar controladores PID. El diseño del sistema no 

solo puede realizar la estabilización y el control de péndulo invertido, sino que también tiene 

solidez a las perturbaciones externas grandes y rápidas.
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RESULTADOS 

El diseño del control para la estabilización de un péndulo invertido, se usó métodos 

de control clásico, como un controlador Proporcional Integral Derivativo, además un control 

en cascada, que es un control avanzado, de LaGrange y Taylor método matemático que 

incluyen restricciones, para poder controlar el equilibrio del péndulo, también se realizó la 

comprobación de la capacidad de compensar adecuadamente las perturbaciones como 

variaciones en los parámetros del sistema. La realización del control con el propósito; de 

aplicar la teoría de las materias de dispositivos electrónicos, control, microcontroladores, 

programación y motivar a los futuros investigadores, desarrolladores aplicaciones prácticas 

en dichas materias.

Figura 18. Propuesta inicial del modelado de un péndulo invertido móvil, usando 
hardware

Fuente: Elaboración propia

El sistema de estabilización del péndulo invertido móvil, se implementó con un 

algoritmo de control que permitió al sistema estar en equilibrio y llevar al péndulo desde una 

zona de inestabilidad para que esta no se salga del punto de equilibrio.

Se desarrolló en dos plataformas computacionales con características muy diferentes, 

las cuales brindan distintos puntos de contrastación que sirvieron para la recolección de datos. 

Estas dos plataformas son libres y no tienen costo alguno.
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Figura 19. Modelado final de un péndulo invertido móvil operativo

Fuente: Elaboración propia

Primeramente, se desarrolló en el programa “Processing” que es un lenguaje de 

programación y entorno de desarrollo integrado de código abierto que está basado en Java, 

que su desarrollo es fácil, y que sirve como medio para la enseñanza y producción de 

proyectos.

Figura 20. Código procesing del modelado de un péndulo invertido móvil, usando 
hardware y software libre

Fuente: Elaboración propia
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Seguidamente se desarrolló el código de equilibrio en “IDE de Arduino”, cuyo 

lenguaje de programación es similar al entorno de programación C++, cuyo código es abierto 

y sirve como interface de programación para el uso del microcontrolador “Arduino Uno”, 

donde se usa como instrumento de recolección de datos para la investigación.

Figura 21. Cógido IDE ARDUINO modelado de un péndulo invertido móvil, usando 
hardware y software libre

Fuente: Elaboración propia

Se usó componentes electrónicos compatibles con “ARDUINO”, el cual es una 

compañía de software libre, perteneciente a una comunidad tecnológica que diseña y 

manufactura, componentes o hardware, de uso sencillo, para el control o programar a cada 

módulo.

El proyecto terminado se muestra en la figura 20, que se puede observar el equilibrio 

del péndulo invertido.
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Figura 22. Modelado de un péndulo invertido

Fuente: Elaboración propia

DISCUSIÓN 

Un trabajo desarrollado por la Pontificia Universidad Católica del Perú, muestra los 

resultados de simulaciones y pruebas finales dentro de las simulaciones y experimentaciones 

realizadas para evaluar el sistema de tracción omnidireccional (Fortunić & Edmundo, 2012).

Existen tres tipos de movimientos principales que permiten evaluar el desempeño del sistema 

en función a los objetivos establecidos. Movimiento lineal recto (M.L.R:), Movimiento 

circular aproximado (M.C.A.), Movimiento lineal diagonal (M.L.D.), todo el sistema está 

compuesto de tres motores. En el modelado del péndulo invertido móvil, se optó por reducir 

el sistema con sólo dos motores para brindarle mayor confiabilidad, usando las leyes 

fundamentales de la física, para mantener el equilibrio apoyado de las restricciones de 

LaGrange y Taylor para el óptimo desarrollo del software, donde se puede demostrar 

matemáticamente el sistema es mucho mejor y con más rango de error que oscila de 0 a ±40° 

para poder recuperarse de la inestabilidad.

La implementación práctica del controlador PID discreto fue necesario el ajuste de 

uno de los parámetros del controlador, específicamente la respuesta del sistema estabiliza el 

péndulo invertido sobre dos ruedas en la posición vertical, y adicionalmente soporta ligeras 

perturbaciones alrededor de la posición vertical (Sánchez et al., 2010), cabe destacar que el 

uso de plataformas de marca “Lego” son de propiedad privada las cuales no pueden ser 
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comercializadas, acotar que el código fuente es cerrado. A diferencia de la investigación 

realizada donde se consideró como referencia del sistema mencionado la investigación que 

se realizó uso componentes como en hardware y software que son de código libre, y es algo 

mejor debido a los componentes de fácil acceso para investigaciones futuras. 

También se presenta al vehículo cuyo movimiento está basado en la estabilización 

de un péndulo invertido. El vehículo ha sido construido a partir de componentes comerciales 

de bajo coste. Se ha conseguido un sistema de experimentación que permite de forma sencilla 

el estudio de diversos controladores. En las pruebas realizadas se han utilizado dos tipos de 

controladores: un controlador lineal óptimo (LQR), y un controlador no lineal basado en 

moldeo de energía, obteniendo resultados satisfactorios (Viguria et al., 2005). En el caso del 

diseño y modelado del péndulo invertido móvil solo se realizó un modelado a pequeña escala 

con componentes libres, usándose un tipo de controlador no lineal para la optimización del 

trabajo de investigación, el modelado de la investigación realizada es diferente porque solo 

es un modelado, mientras que el vehículo representa un prototipo de tamaño real.

Sanabria y Hernández (2009), han desarrollado el control de un péndulo invertido 

simple por métodos realimentados de estados que sus resultados y llevan el péndulo al 

equilibrio, cabe notar que este péndulo es con una base fija, se encuentra en un limitado eje 

de acción, en función a su base. En comparación a la investigación de modelado de un 

péndulo invertido móvil es más versátil resulta mejor para pruebas y obtención de datos en 

distintos ambientes desconocidos y condiciones adversas. 

Además, el modelo matemático que obtuvieron, y el método de ajuste de los 

parámetros en forma iterativa, mostraron un sistema real en la investigación realizada por 

(Mallo & Mazzone, 2003), resulta con una ventaja cuando los controladores que diseñaron 

están basados en dicho modelo, lo cual muestra una desventaja a la hora de obtener datos 

reales como se presentan en la realidad y es concordante con el trabajo realizado por Sanabria 

y Hernández (2009), y es diferente a la investigación realizadas debido a la movilidad en 

distintos entornos por proporcionado por las ruedas que le dan la estabilidad y movilidad.

Asimismo el péndulo invertido móvil está en una base fija donde se restringen muchas 

de las variables, su control es básico, en la investigación es mucho mejor por el uso de nuevas 

tecnologías al alcance, se optó por un modelado de un péndulo invertido móvil y el desarrollo 
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del controlador, para que el modelado a pequeña escala se perfeccione por lo cual el péndulo 

realizado es mucho mejor a todos los péndulos fijos, debido a que proporciono datos en el 

trascurso de su funcionamiento en condiciones reales de ambiente.
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CONCLUSIONES

• Se concretizó con éxito el correcto modelado físico usando controladores de PID, 

comparado con el método de LaGrange y Taylor para un péndulo invertido móvil usando 

hardware y software libre.

• El diseño de un controlador de estabilización le llevó el sistema del péndulo móvil al punto 

de equilibrio y estable. con uso de los métodos de LaGrange, Taylor y con el filtro Kalman, 

para el desarrollo del controlador del sistema.

• Se identificó los materiales componentes electrónicos, mecánicos y software libre, para la 

realización para el modelado de un péndulo invertido móvil.
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